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Zusammenfassung

Diese Studienarbeit behandelt die Anwendung der statistisch optimierten akustischen
Nahfeldholografie (SONAH) zur inversen Rekonstruktion der Schallschnelle auf der Ober-
flache eines Kolbenstrahlers in einer unendlich ausgedehnten schallharten Wand. Die Ein-
gangsgrofen der Rekonstruktion des Schalldruckfeldes lieferte das Rayleigh-Integral. Das
Schalldruckfeld wurde mit Hilfe des Rayleigh-Integral simuliert und mit Naherungslosun-
gen im Fern- und Nahfeld validiert. Die Implementierung der SONAH erfolgte unter Ver-
wendung ebener Wellenfunktionen und wurde durch Tests hinsichtlich ihrer Genauigkeit
beurteilt. Erste Rekonstruktionsergebnisse zeigten realistische Druck- und Schnellevertei-
lungen, jedoch bestehen noch Abweichungen, deren Ursachen analysiert und in Hinblick

auf eine spatere Anwendung bewertet wurden.

Abstract

This study investigates the application of Statistically Optimized Nearfield Acoustical Ho-
lography (SONAH) for the inverse reconstruction of the particle velocity on the surface
of a piston source embedded in an infinitely extended rigid wall. The basis for the recon-
struction is the sound pressure field, which was simulated using the Rayleigh integral and
validated by comparison with far-field and near-field approximation solutions. SONAH
was implemented using plane wave functions and evaluated through tests regarding its
accuracy. Initial reconstruction results show realistic distributions of pressure and particle
velocity; however, deviations remain, the causes of which were analyzed and assessed with

respect to potential future applications.
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Statistisch optimierte akustische Nahfeldholografie (SONAH)
fiir die Ermittlung von Schallfeldgrofien auf der Oberflache von
Schallquellen

Hintergrund

Die Studienarbeit gliedert sich in das Arbeitspaket 1.3 des Projekts ,,Akustische Nahfeld-
holografie als Sensorkonzept fiir aktive Larmminderungsmaftnahmen® ein. Ein Teil des
Projekts zielt auf die Verwendung akustischer Sensoren im Zusammenspiel mit modernen
Verfahren der inversen Akustik zur beriihrungslosen Beobachtbarkeit der abgestrahlten
Schallleistung von vibrierenden Strukturen ab. Die SONAH ist ein fiir die akustische
Schallquellenortung etabliertes Verfahren. Sie ist auch fiir nicht planare Geometrien
geeignet und verringert die durch die endliche Abtastung des Schallfeldes mit Mikrofonen
entstehenden Fehler der klassischen NAH. Die angestrebten Ergebnisse der Studienarbeit
stellen die Grundlage fiir einen Vergleich der SONAH mit anderen inversen Verfahren
im Hinblick auf die Implementierung in eine Echtzeitsteuerung dar. Im Rahmen der
Studienarbeit steht das Erarbeiten der Methode der SONAH an bekannten Schallquellen

wie dem Kolbenstrahler als Modell des Lautsprechers im Vordergrund.

Ziel

Ziel dieser Arbeit ist die inverse Rekonstruktion der Schallschnelle auf der Oberfliche
eines Kolbenstrahlers in einer unendlich ausgedehnten schallharten Wand mithilfe der
SONAH. Grundlage dafiir bilden die zuvor ausgewerteten Schalldriicke im akustischen
Halbfeld. Anschliefsend soll eine Analyse der Einflussgrofen auf den Rekonstruktionsfehler

durchgefiihrt werden.

Teilschritte der Arbeit

e Ermittlung des abgestrahlten Schalldruckfeldes eines Kolbenstrahlers und Vergleich

mit Naherungslosungen des Schalldrucks auf dessen Mittelachse sowie im akustische



Fernfeld
e Berechnung der Schallschnelle auf der Oberflédche des Kolbenstrahlers aus dem zuvor
ermittelten Schalldruck mit Hilfe der SONAH

e Bewertung des Einflusses zufilliger und systematischer Fehler auf das Verfahren der

SONAH
Hamburg, den 16.01.2025
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1. Einleitung

Im Rahmen des Projekts ,Akustische Nahfeldholografie als Sensorkonzept fiir aktive
Larmminderungsmafsnahmen® hat die beriihrungslose akustische Rekonstruktion der
Schallfeldgrofsen auf der Oberflédche einer Quelle eine wichtige Rolle. Ziel ist es, durch den
Einsatz eines inversen Verfahrens die abgestrahlte Schallleistung vibrierender Strukturen
zu erfassen. Ein etabliertes Verfahren hierfiir ist die statistisch optimierte akustische
Nahfeldholografie (SONAH), die sich durch ihre Anwendbarkeit auf nicht-planare

Geometrien sowie ihre hohe Genauigkeit bei begrenzter Mikrofonanzahl auszeichnet.

Im Zentrum dieser Studienarbeit steht die Anwendung der SONAH auf einen Kolbenstrah-
ler, ein vereinfachtes Modell eines Lautsprechers, das sich zur methodischen Untersuchung
eignet. Als Grundlage dient dabei das zuvor mittels Rayleigh-Integral berechnete Schall-
druckfeld. Dieses wird sowohl auf der Mittelachse als auch im Fernfeld mit analytischen
Néherungslosungen verglichen. Dieser Vergleich soll dazu dienen, die Losungen, welche
mit dem Rayleigh-Integral berechnet wurden, zu kontrollieren. Aufserdem wird das Er-
gebnis des Rayleigh-Integrals auch mit der analytischen Losung der Richtcharakteristik
des Kolbenstrahlers verglichen.

Darauf aufbauend wird das SONAH-Verfahren zur Rekonstruktion der Schallschnelle auf
der Oberfliche des Kolbenstrahlers eingesetzt. Abschliefsend erfolgt eine Analyse der Ein-
flussgrofsen auf den Rekonstruktionsfehler, insbesondere im Hinblick auf zuféllige und sys-
tematische Storungen im Messfeld. Die Arbeit leistet damit einen Beitrag zur Bewertung
der Praxistauglichkeit der SONAH fiir zukiinftige Echtzeitanwendungen in der aktiven

Larmminderung.



2. Theoretische Grundlagen

Dieser Abschnitt beschéftigt sich mit den theoretischen Grundlagen, welche fiir die Er-
arbeitung der Implementierung des Rayleigh-Integrals und die praktische Umsetzung der
SONAH notwendig sind.

2.1 Punktquellen

2.1.1 Volumenquelle

Zur Beschreibung der einfachsten Form der Schallabstrahlung wird haufig das Modell
einer isotropen Punktquelle herangezogen. Diese abstrahiert das reale Verhalten vieler
technischer Schallquellen, deren Abmessungen klein gegeniiber der Wellenlédnge des abge-
strahlten Schalls sind, ein Kriterium, das bei vielen tieffrequenten Anwendungen der Fall
ist. Die resultierende Schallausbreitung ist kugelsymmetrisch und ungerichtet. In groferer
Entfernung tendiert die Kugelwelle gegen eine ebene Wellenfront. Der Ansatz zur mathe-

matischen Beschreibung des Schalldrucks im Fernfeld eines solchen Strahlers lautet:

A

p(r) = 7€_jkr (2.1)

Dabei ist A die Amplitude, » der Abstand von der Quelle zum Auswertungspunkt,
k= 27” = ¢ die Wellenzahl und j die imaginére Einheit. Dabei ist w die Kreisfrequenz und
¢ die Schallgeschwindigkeit. Dieser Ausdruck erfiillt die Wellengleichung in Kugelkoordi-
naten und stellt somit eine giiltige Losung dar. Eine physikalisch realisierbare Quelle, die
dieses Schallfeld erzeugt, ist die sogenannte atmende Kugel, bei der eine Kugeloberfléche
r = a mit einer konstanten Schnelle v radial pulsiert. Die Quelle wird daher auch als

Monopolquelle oder Strahler nullter Ordnung bezeichnet.[3], S.80]
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Bild 2.1: Schalldruckfeld einer Punktquelle [3, S.81]

Abbildung [2.1] zeigt die Visualisierung des Schalldruckfeldes eines solchen Strahlers. Wird
nun die Amplitude A durch Einsetzen der Randbedingung an der Kugeloberfliche be-
stimmt, so ergibt sich fiir den Schalldruck im Fernfeld folgende Gleichung.

p(r) = Jupp e (2:2)

Mit dem Volumenstrom,
Q= / v-dS (2.3)
s

der durch die Strahlerfliche erzeugt wird. v ist dabei die Normalkomponente der Schall-
schnelle und p = 1.2% die Dichte der Luft, das durch die Quelle in Bewegung versetzt
wird. Diese Darstellung macht deutlich, dass der Schalldruck proportional zur zeitlichen

Anderung des Volumenstroms ist. [3, S.82]

2.1.2 Das Rayleigh-Integral

Das erste Rayleigh-Integral bildet die Grundlage fiir die Berechnung des abgestrahlten
Schalldrucks eines idealisierten Kolbenstrahlers. Dieser wird als kreisformige Flache be-
trachtet, die sich in einer unendlich ausgedehnten und schallharten Ebene befindet und
mit homogener Geschwindigkeit oszilliert. Der Schalldruck im Raum ergibt sich dann aus
der Integration der Beitrage aller Flichenelemente iiber die Strahlerfliche. Die allgemeine

Form des Rayleigh-Integrals fiir den Schalldruck lautet:

PN et [ "ogon eI
p(r,0,t) :jwpvog/o r" dr / — d¢ (2.4)

r
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mit der Schallschnelle 0y auf der Oberflache des Kolbenstrahlers, dem Abstand r” vom
Mittelpunkt des Strahlers, a der Radius eines Kolbenstarhlers. Der Abstand eines Fla-
chenelements dS zum Aufpunkt wird durch die folgende Gleichung beschrieben.

= \/T2 + 1" — 27" cos ¢ sin (2.5)

Eine Darstellung des Modells ist aus Bild [2.2 zu entnehmen. [2, S.86 .|

dS

Bild 2.2: Modell eines Kolbenstrahlers [2, S. 82]

Aus der Abbildung wird deutlich, dass 6: Polar- oder Elevationswinkel und ¢: Azimut-
winkel sei. Fiir die spater behandelte SONAH ist dieses Integral relevant, da es das Ein-
gangsdruckfeld liefert, das aus einer bekannten Schallschnelle erzeugt wird. Mithilfe der
SONAH soll aus dem bekannten Schalldruckfeld wiederum invers auf die Schallfeldgréfsen

an der Oberflache der Quelle zuriickgerechnet werden.

2.1.3 Naherungslosungen

Die folgenden Naherungslosungen werden verwendet, um die Berechnungen des Schall-

drucks mit dem Rayleigh-Integral zu validieren.
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Schalldruck auf der Mittelachse

Liegt der Beobachtungspunkt auf der Mittelachse bei # = 0, vereinfacht sich das Integral.

Die Entfernung r’ wird zu:
r' =242 (2.6)

Das fiihrt zur analytischen Losung des Schalldrucks auf der Mittelachse:
p(?", t) = pciy <6j(wt—k:7") _ ej(wt—k\/r2+a2)> (27)

Fiir die Betrachtung im Fernfeld fiir » >> a kann der Wurzelausdruck in der Exponenti-

alfunktion wie folgt angenéhert werden:

2
Vr2+a? %r—i-;— (2.8)

r
Daraus folgt mit der zusétzlichen Bedingung r >> % und S = 7wa? die Fernfeldnihrung:

JpwinS

p(r,t) =~ el (Wi=kr) (2.9)

2rr

Diese Gleichung macht deutlich, dass sich ein Kolbenstrahler im Fernfeld wie eine Punkt-

quelle (Monopol) approximieren lésst.[2, S.87 f.]

0 50 100 150 200 250

— = la

Bild 2.3: Richtcharakteristik eines Kolbenstrahlers|2], S. 8§]

Abbildung [2.3| zeigt den Betrag des Schalldruckverlaufs auf der Mittelachse mit ka = 30.
[2, S. 88|

Richtcharakteristik

Im Fernfeld kann die Richtungskomponente des Drucks als sogenannte Richtcharakteristik
dargestellt werden:
~ 2Ji(kasin0)

kasin @

R(0) (2.10)
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Dabei ist J; die Besselfunktion erster Ordnung. Die Kenntnis der Richtcharakteristik
erlaubt es, die erwarteten Druckverteilungen fiir gegebene Frequenzen und Geometrien

vorab zu bestimmen.

| ka | ka |
| [ |
A
|II I'
R [

| |
| |
| l
f |
| |
| |

| |

| |

|I II

| |

| |

| |

| |

II II

J / 1\,.' I| |I I.." \\_\
] e -\/—\' | ! | \//-\x/ R
-20 -10 0 10 20
ka sin @

Bild 2.4: Richtcharakteristik eines Kolbenstrahlers|2], S. 90|

Abbildung zeigt den Betrag der Richtcharakteristik eines Kolbenstrahlers als eine
Funktion von kasin(6). |2, S.89 f.]

2.2 Statistisch Optimierte Akustische Nahfeldhologra-
fie

Konventionelle NAH nutzt eine rdumliche FFT, um die Wellenausbreitung rechnerisch
effizient zu modellieren. Diese Methode ist jedoch fehleranféllig, insbesondere durch peri-
odische Artefakte und Fenstereffekte, wenn die Messflache begrenzt ist. Das neue Verfah-
ren SONAH umgeht diese Fehlerquellen, indem es die Transformation direkt im Ortsraum

durchfiihrt, ohne in den Frequenzbereich zu wechseln. [I, S.1 f.]
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2.2.1 Geometrische Definition fur die SONAH

VA
Measurement
plane

=

Source
region

\ A

Bild 2.5: Geometrie der SONAH][I, S.2]

Der zugrunde gelegte geometrische Aufbau fiir die basiert auf einer raumlich festen Mi-
krofonanordnung, die sich in einer definierten Messfliche z = 0 befindet. Die zu rekon-
struierende Schallquelle befindet sich dabei in einem bestimmten Abstand d unterhalb
dieser Fliche, also in der Halbebene z < —d. Die zugrunde liegende Annahme ist, dass
sich die Quelle vollstédndig unterhalb der Messflache befindet und der Raum oberhalb der
Quelle als quellfrei betrachtet werden kann. Das Koordinatensystem ist ein kartesisches.
x,y spannen eine Ebene auf, welche parallel zur Quell- und Messebene verlauft. Die z Ko-
ordinate verlduft senkrecht zur Mess- und Quellebene. Somit beschreibt r = (x, ¥, z) einen
beliebigen Punkt im Raum und r,, = (z,, y,,0) die n-te Mikrofonposition des Messarrays.
Es handelt sich hierbei um ein ebenes Mikrofonarray mit regelméafigem Gitterabstand,
das eine rechteckige Fldche abdeckt.|I), S.2 f.]

2.2.2 Mathematische Beschreibung des Schallfelds

Das Schalldruckfeld kann im quellfreien Raum als Uberlagerung ebener Wellen wie folgt
beschrieben werden: o e
p(r) = L/ / P(k) By (r) dk (2.11)
(2m)? J oo Jooo
Diese Darstellung erméglicht die vollsténdige Beschreibung des Fern- und Nahfelds. Dabei
ist k = (k;, k,) ein Wellenzahlvektor und P(k) des Schalldruckfeldes. [I, S.2] Ein ebenes
Wellenspektrum ist eine Darstellung eines akustischen Feldes als Uberlagerung (Superpo-
sition) von ebenen Wellen mit unterschiedlichen Wellenzahlen und Ausbreitungsrichtun-
gen. Diese Methode basiert auf der Losung der Helmholtz-Gleichung im Frequenzbereich
und erlaubt es, sowohl propagierende als auch evaneszente (nicht ausstrahlende) Wel-

lenanteile zu beriicksichtigen. Jede ebene Welle im Spektrum trégt zu einem bestimmten
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Raumfrequenzanteil des Gesamtfeldes bei. Die propagierenden Wellen (innerhalb des soge-
nannten Radiationskreises) transportieren Energie in den Fernbereich. Der Radiationskreis
im k,-k,-Wellenzahlraum ist durch die Bedingung k2 + k7 < k? definiert. Die evaneszenten
Wellen (aufserhalb dieses Kreises) tragen nur im Nahfeld zur Beschreibung des akustischen
Feldes bei, sind aber fiir die prézise Nahfeldrekonstruktion entscheidend.[4] @y (r) ist die

ebene Wellenfunktion, welche wie folgt berechnet wird:
Dy (x, 1, 2) = eI harthyyths(z+d)) (2.12)

Dieser Ausdruck beschreibt eine ebene Welle mit horizontaler Komponente k und verti-
kaler Komponente k., in Abhéngigkeit des Betrags von k.
k. ist wie folgt definiert:

VK2 — k|2, wenn k| <k

k, = (2.13)
—j/|k|? — k2, wenn k| > k
Der erste Fall beschreibt eine strahlende Welle (propagierend) fiir |k| < & und der zweite
Fall eine evaneszente, sprich exponentiell mit z abklingende, Welle fiir |k| > k.[1, S.2 f.]

2.2.3 Approximation des Schalldrucks und der Wellenfunktion

Da die Fourier-basierte NAH auf grofen Messflachen beruht, schlagt SONAH eine direk-
te Schiatzung im Ortsbereich vor. Die Grundidee: Der Druck an einem beliebigen Punkt
p(r) wird als Linearkombination gemessener Druckwerte p(r,) angenéhert. Die Losung
des Gleichungssystems im Sinne der Methode der kleinsten Quadrate (Least Squares) be-
deutet, dass man eine Schatzung des Schalldrucks als Linearkombination der gemessenen
Werte erhalt:

p() =3 () - plr) (2.14)

Die Koeffizienten ¢,(r) sind dabei so zu bestimmen, dass sie das reale Feld moglichst
gut approximieren. Dabei basiert die Schatzung auf einer endlichen Teilmenge der ebenen

Wellenfunktionen: N
Dy, (1) = D ealr) - Di,, (r),m = 1. M (2.15)
n=1

Diese Schatzung ist optimal fiir Schallfelder, die sich gut durch diese Teilmenge von Wel-
lenfunktionen beschreiben lassen. Der Parameter m beschreibt um die wievielte Wellen-
funktion es sich handelt. Sie geht davon aus, dass alle enthaltenen raumlichen Frequenzen
gleichméfig im Schallfeld vertreten sind (also ein ,weifses” Spektrum auf der Quellfliche
vorliegt). Um die Losung praktisch zu berechnen, werden alle Grofen in Vektor- und

Matrixform tiberfiihrt, sodass das Problem numerisch l6sbar wird.[I}, S.2 f.]
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Matrixschreibweise

Die Matrizen werden wie folgt bezeichnet:

A = [y, (r)], a(r) = [P, (r)], ¢(r) = [ca(r)] (2.16)

Hierbei ist A die Matrix von Wellenfunktionen an den Messpunkten. Somit kann die

Gleichung wie folgt umgeschrieben werden.
a(r) ~ A(r) - c(r) (2.17)
Mittels Bildung der Pseudoinversen folgt fiir die regulariserte Losung:
c(r) = (ATA +0%1) ' Ala(r) (2.18)

Dabei ist At die adjungierte von A und © ein Regularisierungsparameter, welches wie
folgt definiert ist:

1 SNR

02 — (1 4 W) .10~ 10 (2.19)
Bei realen Messungen muss das SONAH-Verfahren robuster gegen Rauschen sein. Da-
bei wird die Signal-Rausch-Verhéltnis-Abhéngigkeit des Verfahrens relevant. Die zu-
vor beschrieben Gleichung soll eine stabile Inversion trotz Messfehlern oder Rauschen

ermoglichen. [1I, S.3|

Berechnung im Kontinuum

Lasst man die Anzahl M der zur Bestimmung der Schéitzkoeffizienten verwendeten elemen-
taren Wellenfunktionen gegen unendlich gehen und die Verteilung dieser Wellenfunktionen

im k-Raum in eine kontinuierliche Verteilung iibergehen, erhéilt man folgende Gleichun-

gen:
1 *
[ATA]. = 2 / ®*(r,)®(r,,)dk (2.20)
Afal, = % B (1, ) B (r)dk (2.21)

Damit ist der Ubergang vom diskreten Messgitter zu einer kontinuierlichen Raumdarstel-
lung beschrieben. Dabei kann ATA als eine Autokorrelationsmatrix von zwei Mikrofon-
positionen n und n’ verstanden werden. Afa wiederum als eine Kreuzkorrelationsmatrix

fir eine Mikrofonposition.[I, S.3 f.]
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Polardarstellung der Integrale

Zur Auswertung der Integrale iiber k kann in Polarkoordinaten gewechselt werden. Durch

Polarwinkelintegration ergibt sich:

J1(kDypr)

ATA]. =2
[ATA] D

+ 2k2 / e” VR R 1 (K D) K dK (2.22)
k

Die Gleichung beschreibt, wie stark ein Mikrofon n zum Druck an einem bestimmten
Raumpunkt beitrdgt und zwar im Rahmen der Schitzung durch ebenen Wellenfunktio-
nen. Dabei beschreibt R den (z,y) Anteil von r und damit beschreibt D,,,, = |R,, — R,/|
den Abstand zweier Mikrofone in der x-y-Ebene. n’ beschreibt ein weiteres Mikrofon, wel-
ches nicht das der Position n ist. Jy und J; sind Besselfunktionen. Die Gleichung ist eine
analytische Darstellung eines Matrixelements aus der Matrix AfA, also der Autokorrela-

tion der ebenen Wellenfunktionen auf dem Mikrofonarray.|[1, S.3 f.]

Zielgleichungen fiir Schallschnelle und Schalldruck

Dies sind die zentralen Gleichungen, mit denen SONAH aus der Messungen der Schall-
driicke an den Mittlerpositionen die Schallschnelle auf der Oberflache des Kolbens rekon-
struiert. Die inverse Rekonstruktion des Schalldrucks auf der Quelloberfliche wird wie
folgt berechnet:

p(r) =p”-c(r) = p” (ATA +0%) " Ala(r) (2.23)

Die inverse rekonstruierte Schallschnelle kann letztendlich wie folgt approximiert werden:
u.(r) ~ pT (ATA +6%1) " ATg(r) (2.24)

Diese Gleichung ist analog zur Gleichung fiir den Schalldruck, aber verwendet hierAT3(r)
das die Ableitung der ebenen Wellenfunktionen in z-Richtung beschreibt. Dies ist der
Kernschritt fiir die inverse Rekonstruktion der Schallschnelle. [II, S.5]



3. Ergebnisse

Dieses Kapitel erlautert die Simulation des Schalldrucks, welcher durch Kolbenstrahler
erzeugt wird (Vorwértsrechnung). Aufserdem werden Simulationen zur inversen Rekon-
struktion des Schalldrucks und der Schallschnele behandelt.

3.1 Simulation mit dem Rayleigh-Integral

Im ersten Schritt wurde das Rayleigh-Integral nach zuvor beschriebenen Gleichung
und aus Abschnitt in MATLAB implementiert. Dabei wurde die Zeitabhén-
gigkeit vernachlassigt. Als nédchstes wurden auch die beiden N&dherungslosugen aus de
Gleichungen und fiir den Schalldruck auf der Mittelachse des Kolbenstrahlers im-
plementiert. Ziel war es dabei die implementierte Variante des Rayleigh-Integrals mit Hilfe
der simpleren Gleichungen der Naherungslosungen zu verifizieren, um mit dem Integral im
spateren Verlauf zuverlassig Berechnungen durchfiihren zu konnen. Die Parameter wur-
den dhnlich zu denen im Lehrbuch|2] gewéhlt, um eine Vergleichbarkeit zu gewéhrleisten.

Die Parameter fiir die Simulation sind der Tabelle B.1] zu entnehmen.

Tabelle 3.1: Simulationsparameter zur Druckberechnung entlang der Mittelachse mittels

Rayleigh-Integral.

Symbol Beschreibung Wert / Einheit
f Frequenz 1000 Hz

c Schallgeschwindigkeit 343m/s

a Radius des Kolbenstrahlers 1,6377m

U Homogene Schallschnelle auf Kolbenflache lm/s

S Fliche des Kolbenstrahlers (ra?) 8,43 m?

0 Beobachtungswinkel (Fixwert) 0°

r Absténde entlang der Mittelachse [0, 150] - A = [0, 51,45] m
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Mit diese Parametern aus Tabelle konnte folgender Plott berechnet werden.

’]05 ] T T T T 3
: Rayleigh-Integral
: — = = Gleichung 2.7
Tt e e na vl Gleichung 2.9

10 F & ;

10

10"
0 20 40 60

z /[l A\

80 100

Bild 3.1: Schalldruck auf der Mittelachse des Kolbenstrahlers

Im néchsten Schritt wurde die Gleichung fiir die Richtcharakteristik implementiert

und die zuvor verwendet Variante des Rayleigh-Integrals iibernommen, um dieses erneut

zu iiberpriifen. Die Berechnungen wurden mit folgenden Parametern durchgefiihrt.

Tabelle 3.2: Simulationsparameter zur Berechnung des Schalldrucks im Fernfeld mittels

Rayleigh-Integral.

Symbol Beschreibung Wert / Einheit
a Radius des Kolbenstrahlers 0,5m

f Frequenz 1000 Hz

c Schallgeschwindigkeit 343m/s

U Homogene Schallschnelle auf Kolbenfléche Im/s

0 Azimutwinkelbereich [—90°, 490°]

0 Fester Elevationswinkel 0°

To Beobachtungspunkt im Fernfeld 100\ = 34,3m
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Mit der Simulation mit den oben angefiihrten Parametern wurde der folgende Plott

berechnet.
'] -
Gleichung 2.10
09r == == Rayleigh-Integral
0.8
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Bild 3.2: Richtcharakteristik des Kolbenstrahlers

3.1.1 Auswertung der Berechnungen mit dem Rayleigh-Integral

In Abbildung ist zu erkennen, dass die schwarze und die rote gestrichelte Linien exakt
aufeinander verlaufen. Die blaue Linie, welche die Naherungslosung fiir das Fernfeld
reprasentiert, nahert sich mit steigender Entfernung im Verhéaltnis zur Wellenlénge immer

weiter der exakten Losung mit dem Rayleigh-Integrals an.

In Abbildung [B.2] ist zu erkennen, dass die Kurve des berechneten Schalldrucks
mithilfe der Richtcharakteristik und dem, mithilfe des Rayleigh-Integrals berechneten,

Schalldruck genau iibereinander Verlaufen.
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Aus diesen beiden Berechnungen kann geschlussfolgert werden, dass die Implemen-
tierung des Rayleigh-Integrals zuverlissig korrekte Daten liefern kann, welche im

néchsten Schritt als Eingangsdaten fiir die SONAH verwendet werden kénnen.

3.2 Simulationen mit der SONAH

3.2.1 Implementierung der SONAH

Im néchsten Schritt wurden die Gleichungen fiir die SONAH implementiert. Dabei wur-
den zunéchst nur die Gleichungen verwendet, die fiir eine numerische Berechnung relevant
sind. Bei den Gleichungen fiir die SONAH handelt es sich explizit um die Gleichungen [2.23]
und [2.24] welche letztendlich die gesuchten Grofen beschreiben. Damit die Berechnungen
auch durchgefiihrt werden kann wurden alle einzelnen Komponenten der Gleichgenen als
einzelne sogenannte ,function implementiert. Das hat den Vorteil, dass diese einfach wie-
derverwendet werden konnen und fiir die Anteile der Gleichungen, die auch in der jeweils
Anderen vorhanden sind, nicht erneut die selben Werte ausgerechnet werden miissen. Au-
ferdem konnte zur Simulation der gemessenen Schalldriicke p* an den festgelegten Mikro-
phonpositionen die zuvor verifizierte Variante des Rayleigh-Integrals verwendet werden.
A und a(r) wurden nach der Gleichung beziehungsweise aus den entsprechenden
Varianten von Gleichung ©? nach der Gleichung und B(r) nach der Ableitung
der Gleichung implementiert. Um ATA zu berechnen wurde die resultierende Matrix
A transponiert und komplex konjugiert und anschliefslend wieder mit A multipliziert. Au-
Kerdem wurden weitere functions erstellt, die Matrizen bereitstellen, die zur Definition des
Messgebietes, der Erstellung der Liste des K Vektors und zur Festlegung der Anordnung

des Mikrofonarrays dienen.

3.2.2 Durchfithrung der Simulation

Die Simulation wurde nach der vollstindigen Implementierung mit den Parametern aus

der Tabelle [3.3] durchgefiihrt.
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Tabelle 3.3: Simulationsparameter zur Berechnung von Druck und Schallschnelle mit SO-

NAH.

Symbol Beschreibung Wert / Einheit

a Radius des Kolbenstrahlers 0,06 m

f Frequenz 100 Hz

c Schallgeschwindigkeit 343m/s

Do Schallschnelle auf Kolbenfliche 1m/s

d Abstand von Quelle zu Messebene 0,1m

r, Mikrofonpositionen [n=22] z,y € [-0,1, 0,1]m, z=0

Die Wellenzahlen, die zur Erzeugung des Wellzahlraums K verwendet werden sind aktuell
kreisformig verteilt. Aufserdem sind sie nach aufsen hin dichter, mit einer quadratische

Gewichtung verteilt, wodurch evaneszente Moden mehr beriicksichtige werden.

Tabelle 3.4: Parameter fiir die Erzeugung des K-Vektor (Polarkoordinaten)

Parameter Wert / Beschreibung
Winkelverteilung 6 € [0, 27]

Anzahl radialer Punkte 100

Anzahl Winkelpunkte 100

Maximale Wellenzahl k.. 4-k

Radiale Verteilung k= kmax - 7%, 7 € [0,1]

Mit den in Tabelle [3.3] konnten folgende Ergebnisse berechnet werden. Diese stellen die
beste Rekonstruktion der Schallschnelle dar, die bis jetzt mit der implementierten Variante

erreicht worden ist.
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Bild 3.3: Schalldruck auf Quellebene (SONAH)
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Bild 3.4: Schalldruck auf Quellebene (Rayleigh-Integral)
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Bild 3.5: Schalldruckdifferenz zwischen SONAH und Rayleigh-Integral auf Quellebene
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Bild 3.6: Schalldruck auf Messebene (SONAH)
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Bild 3.7: Schalldruck auf Messebene (Rayleigh-Integral)
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Bild 3.8: Schalldruckdifferenz zwischen SONAH und Rayleigh-Integral auf Messebene



3 Ergebnisse 19

-0.06

10.93
-0.04

-0.02 0925 _
»
E
— 2
T
E 0 £
= 092 B’
T
=
®
0.02
0.915

0.04

0.91

0.06
-0.06 -0.04 -0.02 0 0.02 0.04 0.06
x [m]

Bild 3.9: Schallschnelle auf Quellebene

Tabelle 3.5: Ergebnisse der SONAH-Rekonstruktion im Vergleich zur Rayleigh-Referenz.

Grole Wert

Mittlerer Betrag der Schallschnelle |u.| — 0,917[m/s]
Maximaler Betrag der Schallschnelle |u,| 0,933[m/s]
Differenz zur Soll-Schallschnelle (vy = 1) 0,083[m/s]
Relative Abweichung 8,3 %
RMSE des Schalldrucks (Quellebene) 59,18
RMSE des Schalldrucks (Messebene) 0,196

3.2.3 Auswertung SONAH Simulation

Wie in Abbildung [3.3] zu erkennen betrégt der durch die SONAH berechnete Schalldruck
—11,4 Pa, was mit dem durch das Rayleigh-Integral berechneten Schalldruck, siehe Bild
auf der Quellebene von 2,5 Pa zu einer Abweichung von —13,9 Pa gefiihrt hat.
Siehe Abbildung [3.5] Aus der verteilten Differenz ergibt sich fiir die Quadratwurzel des
mittleren quadratischen Fehlers (RMSE) von 59,18, siche Tabelle
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Der mit der SONAH rekonstruierte Schalldruck auf der Messebene liegt bei etwa
2,45 Pa, siche Abbildung [3.6] Der Sollschalldruck, welcher mit dem Rayleigh-Interal
berechnet wurde, liegt auf der Messebene auch bei circa 2,45 Pa, siehe Abbildung [3.7]
Daraus ergibt sich eine Differenz, wie sie in Abbildung dargestellte ist. Daraus ergibt
sich eine RMSE von 0,196, siehe [3.5]

Die rekonstruierte Schallschnelle aus der Berechnung mit der SONAH auf der Quellebene
ist in Bild dargestellt. Es ist zu erkennen, dass sich diese in einem Bereich von 0,91
m/s bis 0,93 m/s befindet. Der exakte mittlere Betrag liegt bei 0,917 m/s und ist aus
Tabelle zu entnehmen. Daraus ergibt sich eine absolute Abweichung von 0,083 m/s,
was einer prozentualen Abweichung von 8, 3% entspricht.

Aus den gerade beschriebenen Ergebnissen muss geschlussfolgert werden, dass die
Rekonstruktion der Schallschnelle und des Schalldrucks mit der aktuell implementierten

Variante noch unzureichend prazise ist.

In zuvor mit anderen Parametern durchgefiihrten Simulationen hat sich bereits
herausgestellt, dass das Verfahren sensitiv auf die Wahl des SNR reagiert. Auferdem
hat den groften Unterschied die Wahl der Anzahl der Wellenzahlen und Verteilung
des Wellenzahlspektrums gemacht. Dabei hat sich insgesamt gezeigt, je mehr Wellen-
zahlfunktionen und je dichter verteilte, umso besser. Daher sind aktuell noch mogliche
Fehlerquellen fiir die Abweichungen die folgenden. Eine unzureichende Abdeckung des
K Raums, konnte relevante Wellenanteile vernachléssigen. Ein zu niedrig gewahlter
Regularisierungsparameter, kann zu einem instabilen Verhalten fithren. Ein zu hoher
kann wiederum zu Informationsverlust fithren, welcher hohere Abweichungen zur Folge
hatte. Auferdem konnen auch noch Fehler in der Implementierung des Verfahrens liegen.
Méglich ist auch, dass die aktuell, implementierte Variante zur Brechung von ATA nicht
korrekt funktioniert. Um das zu iiberpriifen miisste die Variante nach der Gleichung
implementiert werden. Zu dem ist noch anzumerken, dass das gesamte Verfahren, seit
der Veroffentlichung von Jorgen Hald im Jahr 2003, noch weiter entwickelt wurde. Es
gibt eine weiter Veroffentlichung aus dem Jahr 2009. Es ware auch moglich das Verfahren
nach den neuen Erkenntnissen und daraus resultierenden angepassten Gleichung erneut
zu implementieren. Auf Grund der begrenzten Bearbeitungszeit kann dies allerdings

nicht im Rahmen dieser Arbeit erfolgen.



4. Fazit

Ziel der Arbeit war die inverse Rekonstruktion der Schallschnelle und des Schalldrucks ei-
nes Kolbenstrahlers in einer unendlich ausgedehnten schallharten Wand mit der SONAH.
Anschliefsend sollte eine Beurteilung von Einflussgrofen auf das Verfahre durchgefiihrt
werden. Dabei sollte in drei Teilschritten vorgegangen werden. Erstens Ermittlung des
abgestrahlten Schalldruckfeldes eines Kolbenstrahlers und Vergleich mit Naherungslosun-
gen des Schalldrucks auf dessen Mittelachse, sowie im akustische Fernfeld. Dieser Teil
konnte erfolgreich ausgefiihrt werden, wie im Abschnitt dargelegt wurde. Der zweite
Schritt, die Implementierung und Anwendung der SONAH zur Rekonstruktion von Schall-
druck und Schallschnelle, konnte nur teilweise abgeschlossen werden. Zwar wurde eine
funktionale Implementierung erstellt, jedoch lieferte diese bislang keine konsistent zuver-
lassigen Ergebnisse. In Abschnitt wurden daher potenzielle Fehlerquellen analysiert
und Empfehlungen fiir das weitere Vorgehen formuliert. Da die SONAH-Rekonstruktion
bislang nicht erfolgreich abgeschlossen werden konnte, war eine systematische Untersu-
chung des Verfahrens hinsichtlich systematischer und zufélliger Fehler im dritten Schritt
nicht mehr sinnvoll durchfiihrbar. Trotz der Einschrankungen im zweiten und dritten Teil
liefert die Arbeit eine solide Grundlage fiir die Weiterentwicklung der Methode sowie fiir

deren zukiinftige Anwendung und Validierung.
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Skript Schalldruck auf Mittleachse

% Parameter

f = 100; % Frequenz [Hz]

c = 343; % Schallgeschwindigkeit [m/s]
lambda = ¢ / £f; % Wellenl nge [m]

k = 2 % pi / lambda; % Wellenzahl

a = 0.06; %» Radius des Kolbenstrahlers [m]
rho = 1.2; % Dichte der Luft [kg/m ]
omega = 2 *x pi * f; % Kreisfrequenz

vO = 0.005; % Homogene Schallschnelle
S = pi *x a”2; % F1l che des Kolbenstrahlers
theta = 0;

% Abst nde auf der Mittelachse (gleichm ig verteilt in
Vielfachen von Lambda)

r_values = linspace(0.001, 0.01, 1000); % Gleichm ig
verteilte Werte f r =z

p_rayleigh = zeros(size(r_values)); 7 Speicherplatz

reservieren

% Numerische Integration ber die Quelle in Polarkoordinaten

f r jeden z-Wert

p_rayleigh = arrayfun(@(r_0)
(1i * omega * rho * vO / (2 * pi)) *
integral (@(phiQ)
integral (@(r_2)
r_2 .x exp(-1i * k * sqrt(r_0"2 + r_2.72 - 2%r_0
.xr_2 .%xcos(phiQ) .*sin(theta))) ./
sqrt(r_0"2 + r_2.72 - 2*%r_0.*xr_2.*cos(phiQ) .*sin(

theta)),
0, a, 'ArrayValued', true, 'RelTol', le-6, 'AbsTol',
le-8),
0, 2xpi, 'ArrayValued', true, 'RelTol', 1le-6, 'AbsTol', 1

e-8),

r_values) ;
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% Nahfeldl sung (Gleichung 5.34)
p_nah = rho * ¢ * vO .* (exp(1li * (- k * r_values)) - exp(li

* (- k *x sqrt(r_values."2 + a~2))));

% Fernfeldl sung (Gleichung 5.35)
p_fern = (1i * rho * omega * vO * S) ./ (2 * pi * r_values)

.x exp(li * (- k * r_values));

% Darstellung des Schalldruckbetrags entlang der Mittelachse

figure;

semilogy (r_values/lambda, abs(p_rayleigh), 'k', 'LineWidth',
2);

hold on;

plot (r_values/lambda, abs(p_nah), 'r--', 'LineWidth', 2);

plot(r_values/lambda, abs(p_fern), 'b:', 'LineWidth', 2);

hold off;

legend ('Rayleigh-Integral', 'Gleichung 2.9', 'Gleichung 2.11'
)

x1im ([0 0.11)

xlabel('z [m]');

ylabel ('[pl');

htitle('Vergleich der Schalldruckl sungen entlang der
Mittelachse ') ;

grid on;

Skript Richtcharakteristik

% Parameter

a = 0.06; %» Radius des Kolbenstrahlers [m]
f = 100; %» Frequenz [Hz]

c = 343; %» Schallgeschwindigkeit [m/s]
lambda = ¢ / £f; % Wellenl nge [m]

k = 2 % pi / lambda; % Wellenzahl

ka = k * a; % ka-Produkt

omega = 2 *x pi * f; % Kreisfrequenz

rho = 1.2; % Luftdichte [kg/m ]

vo = 1; % Homogene Schallschnelle

% Parameter Aufpunkt
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theta_values = linspace(-pi/2, pi/2, 500); J Werte von -90
bis 90

phi_fixed = 0; 7 Fester Phi-Wert

r_0 = 100xlambda; 7’ Beobachtungspunkt im Fernfeld

hr_1 = sqrt(r_0"2 + r_2-2 -2*%xr_Oxr_2*cos(phiQ)* sin(theta));

hr_2= Im Integral: Werte von O bis a

% Berechnung der X-Werte (ka*sin(theta))

ka_sin_theta = ka * sin(theta_values);

%» Berechnung der Richtcharakteristik R(theta) (Gleichung
5.41)
R_theta = (2 * besselj(l, ka_sin_theta)) ./ (ka_sin_theta);

% Berechnung des Rayleigh-Integrals f r verschiedene Theta-
Werte
p_rayleigh = arrayfun(@(theta) (1i * omega * rho * v0/ (2 *
pi))
integral (@(phiQ) integral (@(r_2) r_2.*x (exp(-1i * k x
sqrt(r_0"2 + r_2"2 -2*%r_O*r_2%*cos(phiQ)* sin(theta)))/
sqrt(r_0"2 + r_2"2 -2*r_Ox*r_2%*cos(phiQ)* sin(theta))),
0, a, 'ArrayValued', true), 0, 2%pi, 'ArrayValued',

true), theta_values);
% Normierung des Rayleigh-Integrals zur Vergleichbarkeit mit
R(theta)

p_rayleigh_norm = abs(p_rayleigh) / max(abs(p_rayleigh));

% Darstellung der Ergebnisse

figure;

hold on;

plot (ka_sin_theta, abs(R_theta), 'k', 'LineWidth', 2, '
DisplayName', 'Gleichung 2.12');

plot (ka_sin_theta, p_rayleigh_norm, 'r--', 'LineWidth', 2, '

DisplayName', 'Rayleigh-Integral');
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grid on;

xlabel ('ka sin(\theta)');

ylabel ('Normierter Schalldruck |pl');
legend;

hold off;

Skript SONAH

clear

%hAllgemeine Parameter

a = 0.06; % Radius des Kolbenstrahlers [m]
f = 100; % Frequenz [Hz]

c = 343; % Schallgeschwindigkeit [m/s]
lambda = ¢ / £f; % Wellenl nge [m]

omega = 2 * pi * f; % Kreisfrequenz

rho = 1.2; % Luftdichte [kg/m ]

v0 = 1; % Homogene Schallschnelle

k = 2 % pi /lambda ; % Wellenzahlen

function K_list = generate_K_list(k, N_r, N_theta,
k_max_factor)
if nargin < 4
k_max_factor = 3; % evtl. auch 4 oder 5 sinnvoll

end

k_max = k_max_factor * k;

% Verteilung von k_r mit Schwerpunkt am Rand (z. B

quadratisch)

r_lin linspace (0, 1, N_r);

k_r = k_max * r_1lin."~2; % => mehr Punkte nahe k_max

theta linspace (0, 2%*pi, N_theta+1);

theta(end) = []; % letzter Punkt = erster Punkt

% Erzeuge Gitter in Polarkoordinaten

[K_r, Theta] = meshgrid(k_r, theta);
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%» Umrechnung in kartesische Koordinaten
KX = K_r .x cos(Theta);
KY = K_r .* sin(Theta);

K_list = [KX(:), KY(:)];

end

function kz = compute_kz(kx, ky, k)
kxy2 = kx."2 + ky."2;
if kxy2 <= k=2
kz sqrt (k"2 - kxy2);

else
kz = -1i * sqrt(kxy2 - k~2);
end

end

% Koordianten des betrachteten Gebiets
d = 0.1; %» Entfernung von der Messebene

zur Quellebene

x = linspace(-10, 10, 50); % x-Koordinaten
y = linspace(-10, 10, 50); % y-Koordinaten
z = linspace(d, 10, 50); % z-Koordinaten (z >= d)

[X, Y, Z] = meshgrid(x, y, z); % Erstelle ein 3D-Gitter
f r (x, y, z)
r = [X(:), Y(:), Z(:)1; % Konvertiere das 3D-
Gitter in eine Liste von Punkten
%Messpunkte/ Mikrofon Positoinen
[xn, yn] = meshgrid(linspace(-0.1, 0.1, 22), linspace
(-0.1, 0.1, 22));

zn = zeros(size(xn)); % Alle Messpunkte liegen in
der gleichen H he (z=0)
rn = [xn(:), yn(:), zn(:)]; 7 Koordianten

Mikrofonpositionen
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%Gitter Quellebene

[xs, ys] = meshgrid(linspace(-a, a, 30));% Gitter auf
Strahlerfl che

zs = -d * ones(size(xs));% z = -d (Strahleroberfl che)

r_squared = xs.72 + ys."2;

mask = r_squared <= a~2; % Alle Punkte auf Oberfl chelNur
innerhalb Kreisfl che

r_surface = [xs(mask), ys(mask), zs(mask)];

%Gitter auf Messebene:

x_rec = linspace(-0.1, 0.1, 50);
y_rec = linspace(-0.1, 0.1, 50);
[Xm, Ym] = meshgrid(x_rec, y_rec);
Z0 = zeros(size(Xm));

r_plane = [Xm(:), Ym(:), Z0(:)]; 7% Alle Punkte mit z = 0

function A = compute_A_matrix(rn, K_list, d, k)

% rn: Mikrofonpositionen (N x 3)
% K_list: Liste von K = [kx, ky] (M x 2)
% d: Abstand zur Quelle

N = size(rn, 1);
M = size(K_list, 1);
A = zeros(N, M);

kx = K_list(m, 1);
ky = K_list(m, 2);
kz = compute_kz(kx, ky, k);
for n = 1:N
x = rn(n,1);

y = rn(n,2);
z = rn(n,3);

A(n,m) = exp(-1i * (kx*x + ky*xy + kzx*x(z - d)));
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end
end
A = A.";
end
function p_rn = simulate_rayleigh_pressure(d, rn, rho, vO0, a,
k, omega)
N = size(rn, 1); % Anzahl der Messpunkte
p_rn = zeros (N, 1); %» Initialisierung des Druckvektors

for n = 1:N

% Mikrofonposition (x_n, y_n, z_n)

x_n = rn(n, 1);
y_n = rn(n, 2);
z_.n = rn(n, 3);

rQ = [0, 0, dI;
r0 = sqrt((x_n - rQ(1))~"2 + (y_n - rQ(2))"2 + (z_n -
rQ(3))"2);

% Berechnung des Drucks mit dem Rayleigh-Integral

p_rn(n) = (1i * omega * rho * vO / (2 * pi)) =

integral (6(phiQ) integral (@(r_2)

r_2 .x (exp(-1i * k * sqrt(r0°2 + r_2.72 - 2%r0.*r_2.%cos
(phiQ) .* sin(atan2(y_n, x_n)))) ./

sqrt(r0~2 + r_2.72 - 2xr0.*xr_2.*xcos(phiQ) .* sin(atan2(y_n
, x_m)))),

0, a, 'ArrayValued', true, 'RelTol', 1le-4, 'AbsTol', 1le
-6, 'Waypoints', []),

0, 2xpi, 'ArrayValued', true, 'RelTol', 1le-4, 'AbsTol', 1
e-6, 'Waypoints', []1);

end

end

function p_r = rayleigh_surface_pressure(r_surface, rho,

vO0, a, k, omega, d)
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M = size(r_surface, 1);
p_.r = zeros(M, 1);
rQ = [0, 0, dl;

for m = 1:M
x = r_surface(m, 1);
y = r_surface(m, 2);
z = r_surface(m, 3);

r0 = norm([x, y, z] - rQ);

p_r(m) = (1i * omega * rho *x vO / (2 * pi)) x

integral (@(phiQ) integral (@(r_2)

r_2 .* (exp(-1i * k * sqrt(r0~2 + r_2.72 - 2%xr0.x
r_2.xcos(phiQ) .* sin(atan2(y, x)))) ./

sqrt (r0°2 + r_2.72 - 2xr0.*r_2.*cos(phiQ) .* sin(
atan2(y, x)))),

0, a, 'ArrayValued', true, 'RelTol', 1le-4, '
AbsTol', 1le-6),

0, 2xpi, 'ArrayValued', true, 'RelTol', le-4, '
AbsTol', 1le-6);

end

end

function alpha_r = compute_alpha_exact(r_pos, K_list, d, k)
% r_pos: [x, y, z]: entspricht r(berechneter Punkt)
% K_list: M x 2 Matrix mit [kx, ky]
% d: Abstand Quelle zur Messfl che

M = size(K_1list, 1); % Anzahl Wellenkomponenten

alpha_r = zeros(M, 1); % Ausgabewert

for m = 1:M
kx = K_list(m, 1);
ky = K_list(m, 2);
kz = compute_kz(kx, ky, k); 7/ separate Funktion aus
Gleichung (3)
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x = r_pos(1l); y = r_pos(2); z = r_pos(3);
phi_m = exp(-1i * (kx * x + ky * y + kz *x (z + d)));
% Gleichung (2)
alpha_r(m) = phi_m;
end

end

function beta_r = compute_beta_exact(r_pos, K_list, d, k,
omega, rho)

%» analog zu compute_alpha_exact, aber f r Schallschnelle

M = size(K_list, 1);

beta_r = zeros(M, 1);

for m = 1: M

kx = K_list(m, 1);
ky = K_list(m, 2);
kz = compute_kz(kx, ky, k);

x = r_pos(1); y = r_pos(2); z = r_pos(3);
phi_m = exp(-1i * (kx * x + ky *x y + kz *x (z + d)));

beta_r(m) = -(kz / (omega * rho)) * phi_m;
%» Ableitung der Welle in z-Richtung (Partikelschnelle)
end

end

function q_r = reconstruct_quantity(p_rn, A, AHA, phi_r,
theta2)
AH_phi = A' * phi_r;
v = (AHA + theta2 x eye(size(AHA))) \ AH_phi;
q_r = p_rn.' * v;

end

% "main" Aufrufen aller Berechnungen

K_list = generate_K_list(k, 50, 50, 4); 7 k, Radien,



ANHANG 34

Winkelpunkte

A = compute_A_matrix(rn, K_list, d, k);

p_rn = simulate_rayleigh_pressure(d, rn, rho, vO, a, k, omega
)

AHA = A' x A; % entspricht A"H * A

SNR = 60; % Parameter frei gew hlt zur Berecnung von
theta2

theta2 = (1 + (1 / (2 * (k * d)~2))) * 10~(-SNR / 10);

% Rekonstruktion von p(r) und u_z(r) auf r_surface
p_reconstructed = zeros(size(r_surface, 1), 1);

uz = zeros(size(r_surface, 1), 1);

%» Berechnung des Referenzdrucks per Rayleigh-Integral auf
r_surface
p_rayleigh = rayleigh_surface_pressure(r_surface, rho, v0, a,

k, omega, d);

% Berechnung des Referenzdrucks per Rayleigh-Integral auf
Messebene
p_rayleigh_plane = rayleigh_surface_pressure(r_plane, rho, vO

, a, k, omega, d);

%Test mit einem Punkt:

r_test = [0.1, -0.2, 0.0]; 7 Beispiel: Punkt auf Messebene

alpha_test = compute_alpha_exact(r_test, K_list, d, k); 7% M
x 1

p_sonah = reconstruct_quantity(p_rn, A, AHA, alpha_test,
theta?2) ;

p_rayleigh_p = rayleigh_pressure_point(r_test, rho, vO, a, k,

omega, d);

p_rec_plane = zeros(size(r_plane,1) ,1);
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for i = 1:size(r_plane,hl)
alpha_i = compute_alpha_exact(r_plane(i,:), K_list, d, k)
p_rec_plane(i) = reconstruct_quantity(p_rn, A, AHA,
alpha_i, theta2);

end

function p = rayleigh_pressure_point(r, rho, vO, a, k, omega,
d)
rQ = [0, 0, d]; % Position des Kolbenstrahlers
r0 = norm(r - rQ);

p = (1i * omega * rho * vO / (2 * pi)) x
integral (@(phiQ) integral (@(r_2)
r_2 .x (exp(-1i * k * sqrt(r0~2 + r_2.72 - 2%r0.*r_2
.xcos (phiQ) .* sin(atan2(r(2), r(1))))) ./
sqrt(r0~2 + r_2.72 - 2*%r0.*xr_2.xcos(phiQ) .* sin(atan2
(r(2), r(1))))»,
0, a, 'ArrayValued', true, 'RelTol', le-4, 'AbsTol',

le-6),
0, 2%xpi, 'ArrayValued', true, 'RelTol', le-4, 'AbsTol
', le-6);
end
for i = 1:size(r_surface,1)
alpha_r = compute_alpha_exact(r_surface(i,:), K_list, d,
k) ;
beta_r = compute_beta_exact(r_surface(i,:), K_list, d, k

, omega, rho);

p_reconstructed (i) reconstruct_quantity(p_rn, A, AHA,

alpha_r, theta2);

uz (1) reconstruct_quantity(p_rn, A, AHA,
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beta_r, theta?2);

end

fprintf ("Mittlerer Betrag u_z: %g\n", mean(abs(uz)));

fprintf ("Maximaler Betrag u_z: %g\n", max(abs(uz)));

% Visualisierung: Schalldruck und Schallschnelle auf
Quellebene (r_surface)

% Vorbereitung: Felder auf xs/ys-Matrix projizieren

p_sonah_plot = nan(size(xs)); p_sonah_plot(mask) =
real (p_reconstructed) ;

p_rayleigh_plot = nan(size(xs)); p_rayleigh_plot(mask) =
real (p_rayleigh);

p_diff_plot = nan(size(xs)); p_diff_plot (mask) =
real (p_reconstructed - p_rayleigh);

uz_plot = nan(size(xs)); uz_plot (mask) =
abs (uz) ;

% Schalldruck & u_z aus SONAH

% figure;

% imagesc(xs(l,:), ys(:,1), p_sonah_plot);

% htitle ('SONAH: rekonstruierter Schalldruck p(r)');

» xlabel('x [m]'); ylabel('y [m]');

% cbl = colorbar;

% ylabel (cbl, 'Schalldruck [Pal');

% axis equal tight;

b

% figure;

% imagesc(xs(1l,:), ys(:,1), uz_plot);

% htitle('Amplitude der rekonstruierten Schallschnelle |u_z(r

IARDN:
% xlabel('x [m]'); ylabel('y [m]');
% cb2 = colorbar;
% ylabel (cb2, 'Schallschnelle [m/s]');
% axis equal tight;
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% Vergleich SONAH vs. Rayleigh auf Quellebene
figure;

subplot (1,3,1);

imagesc(xs(1,:), ys(:,1), p_sonah_plot);
%title (' SONAH: p(r)');

xlabel ('x [m]'); ylabel('y [m]');

cbl = colorbar; ylabel(cbl, 'Schalldruck [Pa]');
axis equal tight;

subplot (1,3,2);

imagesc(xs(1,:), ys(:,1), p_rayleigh_plot);
htitle ('Rayleigh: p(r)');

xlabel ('x [m]'); ylabel('y [m]');

cb2 = colorbar; ylabel(cb2, 'Schalldruck [Pa]');
axis equal tight;

subplot (1,3,3);

imagesc(xs(1,:), ys(:,1), p_diff_plot);
htitle('Differenz: SONAH - Rayleigh');

xlabel('x [m]'); ylabel('y [m]l');

cb3 = colorbar; ylabel(cb3, 'Schalldruck [Pa]');
axis equal tight;

% Vergleich auf Messebene (r_plane)

figure;

subplot (1,3,1);

imagesc(x_rec, y_rec, reshape(real(p_rec_plane), size(Xm)));
%htitle (' SONAH: p(r) auf Messebene');

xlabel('x [m]'); ylabel('y [m]');

cb4 = colorbar; ylabel(cb4, 'Schalldruck [Pa]');
axis equal tight;

subplot (1,3,2);

imagesc(x_rec, y_rec, reshape(real(p_rayleigh_plane), size(Xm

))) 5
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htitle('Rayleigh: p(r) auf Messebene');

xlabel ('x [m]'); ylabel('y [m]');

cb5 = colorbar; ylabel(cb5, 'Schalldruck [Pa]');
axis equal tight;

subplot (1,3,3);

imagesc(x_rec, y_rec, reshape(real(p_rec_plane -
p_rayleigh_plane), size(Xm)));

htitle('Differenz: SONAH - Rayleigh (Messebene) ');

xlabel('x [m]'); ylabel('y [m]');

cb6 = colorbar; ylabel(cb6, 'Schalldruck [Pa]');

axis equal tight;

% RMSE berechnen

%» rmse = sqrt(mean(abs(p_reconstructed - p_rayleigh)."2));

% disp(['RMSE (Realteil) auf Quellebene: ', num2str(rmse)l]);

T

% % RMSE auf Messebene

% rmse_plane = sqrt(mean(abs(p_rec_plane - p_rayleigh_plane)
.72));

% disp(['RMSE (Realteil) auf Messebene: ', num2str (rmse_plane
)1) 5

% Einzelpunkt-Vergleich (p_sonah vs. p_rayleigh)
% disp (['SONAH: p(r) = ', num2str(real(p_sonah)), ' + ',
num2str (imag(p_sonah)), 'j']l);

% disp(['Rayleigh: p(r) = ', num2str(real(p_rayleigh_p)), ' +
', num2str (imag(p_rayleigh_p)), 'j'1);

% disp(['Fehlerbetrag: | p | = ', num2str (abs(p_sonah -
p_rayleigh_p))1);

b

% rel_err = abs((p_sonah - p_rayleigh_p) / (p_rayleigh_p + 1le
-12));

% disp(['Relativer Fehler: ', num2str (100 * rel_err), ' %']l);

% Wellenzahlen bersicht
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% figure;

% scatter (K_list(:,1), K_list(:

% title('Wellenzahlen im K _ x K_y -Raum');

% xlabel('k_x'); ylabel('k_y');

axis equal;

,2), 15, 'filled');

grid on;
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