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Kurzfassung 

Führt Klimapolitik zu dem unerwünschten Ergebnis, dass sich hierdurch der weltweite 
Abbau fossiler Energieträger und die Erderwärmung beschleunigen, so sprechen 
Ökonomen von einem Grünen Paradoxon. In der vorliegenden Arbeit wird am Beispiel 
von Rohstoffsteuern und der Subventionierung erneuerbarer Energien untersucht, wie 
sich die gewinnoptimale Abbauintensität von Rohstoffproduzenten infolge 
marktkonformer klimapolitischer Eingriffe ändert. Den Ausgangspunkt bildet eine 
imperfekte Wettbewerbssituation, in der sich die Besitzer fossiler Brennstoffe zu einem 
Rohstoffkartell zusammenschließen. Darüber hinaus wird die Präsenz von 
Substitutionskonkurrenten beachtet, die umweltfreundliche Backstop-Technologien 
herstellen. Im Rahmen zweier Modelle wird zwischen unendlicher sowie endlicher 
Anpassungsgeschwindigkeit der Substitutionskonkurrenz unterschieden. Bei der 
Betrachtung unendlicher Anpassungsgeschwindigkeit wird unterstellt, dass sich im 
Zeitverlauf die Preiselastizität der Rohstoffnachfrage aufgrund exogenen technischen 
Fortschritts sowie steigenden Rohstoffbedarfs erhöht. Hierbei lässt sich zeigen, dass die 
Wirkung der untersuchten klimapolitischen Instrumente vom gewinnoptimalen 
Endzustand der Rohstoffreserven abhängt. So führt eine Mengen- oder Wertbesteuerung 
fossiler Brennstoffe zu einem Grünen Paradoxon, falls sämtliche Vorkommen durch das 
Rohstoffkartell abgebaut werden und zugleich der Steuersatz auf dem Zeitstrahl mit einer 
Rate oberhalb des Kapitalmarktzinses ansteigt. Im Fall eines Restbestands hingegen wirkt 
jede Steigerung des Steuersatzes – unabhängig von der Höhe des Kapitalmarktzinses – 
umweltschonend. Für die Subventionierung von Backstop-Technologien zeigt sich, dass 
eine klimaschädliche Wirkung nur dann ausgeschlossen werden kann, sofern auch ohne 
diese Maßnahme die Rohstoffreserven nicht vollständig abgebaut werden. Bei der 
Annahme einer endlichen Anpassungsgeschwindigkeit der Substitutionskonkurrenz kann 
nachgewiesen werden, dass die Wirkung von Rohstoffsteuern von der Steuerart abhängt. 
So lässt sich für eine konstante Mengenbesteuerung fossiler Brennstoffe eine 
klimafreundliche Wirkung nachweisen. Für eine konstante Wertsteuer hingegen kann 
gezeigt werden, dass sich hierdurch der Rohstoffabbau beschleunigt und somit eine 
klimaschädliche Wirkung eintritt. Gleiches gilt für die Subventionierung von 
Backstop-Technologien. 

Schlagwörter: Klimaänderung, Umweltpolitik, Umweltsteuer, Grünes Paradoxon, 
erschöpfbare Ressourcen, erneuerbare Energien, Backstop-Technologien, 
Angebotskartell, Substitutionswettbewerb, dynamische Grenzpreisstrategie, 
Kontrolltheorie          
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Einführung 1 

1 Einführung 

Der Verbrauch fossiler Energieträger ist aus zweifacher Sicht kritisch zu sehen. Zum 

einen schrumpfen hierdurch die weltweiten Vorkommen, so dass künftigen Generationen 

eine geringere Menge oder im Grenzfall keine fossilen Energieträger mehr zur Verfügung 

stehen. Zum anderen werden Umweltschäden verursacht und dadurch unsere natürlichen 

Lebensbedingungen gefährdet – wie im Fall der Emission von Kohlenstoffdioxid (CO2) 

und der hierdurch induzierten Erderwärmung. Beide Punkte verdeutlichen, dass für eine 

ganzheitliche Analyse begrenzter natürlicher Rohstoffe die Berücksichtigung 

dynamischer Entwicklungen unabdingbar ist. Hotelling (1931) ist der erste Autor, der den 

intertemporalen Charakter des Verbrauchs erschöpfbarer Ressourcen explizit voraussetzt 

und in diesem Zusammenhang auf die Notwendigkeit der Anwendung mathematischer 

Instrumentarien der Dynamischen Optimierung verweist.1 Gemäß Hotelling sind 

erschöpfbare Ressourcen aufgrund stetiger Verknappung mit einer Kapitalanlage zu 

vergleichen. Hiernach folgen die Rohstoffbesitzer dem Arbitragekalkül, entweder den 

Rohstoff zu fördern und den Erlös am Kapitalmarkt anzulegen oder den Rohstoff in 

Erwartung steigender Knappheitsrente in situ zu belassen. Folglich werden Anteile des 

Rohstoffbestands nur dann gefördert und zum Verkauf angeboten, wenn die 

Preissteigerung des Rohstoffs niedriger ausfällt als die Rendite, die durch Anlage des 

erzielten Verkaufserlöses am Kapitalmarkt erzielt wird. Gemäß Hotelling führt die 

Übertragung dieses Arbitragekalküls auf sämtliche Ressourcenbesitzer zu einem stabilen 

Gleichgewichtpfad, entlang dessen die Preissteigerungsrate des Rohstoffs dem 

Kapitalmarktzins entspricht.2 Dieses fundamentale Ergebnis – auch Hotelling-Regel 

genannt – findet bis zu Solow (1974) und Stiglitz (1974) kaum Beachtung. Beide Autoren 

integrieren die Hotelling-Regel in Reaktion auf Meadows u.a. (1972)3 sowie unter dem 

Eindruck der sogenannten Ölkrise von 1973 in die Wachstumstheorie. Mithilfe der 

Implikation erschöpfbarer Ressourcen in eine neoklassische volkswirtschaftliche 

                                                 
1  Konkret bezieht sich Hotelling (1931) auf das seinerzeit vorherrschende Dynamische 

Optimierungsverfahren der Variationsrechnung.   
2  Dies gilt gemäß Hotelling (1931) unter Annahme vollständiger Konkurrenz, perfekter Voraussicht der 

Ressourcenbesitzer sowie vernachlässigbarer Extraktionskosten. 
3  Die Autoren gelangen unter Annahme verschiedener Szenarien exponentiellen Wachstums zu dem 

Ergebnis eines signifikanten, weltweiten Wohlfahrtsverlustes im 21. Jahrhundert aufgrund von 
Umweltbelastung und der Erschöpfung natürlicher Rohstoffe.  

 



Einführung 2 

Produktionsfunktion können Solow und Stiglitz zeigen, dass die Beachtung des 

Hotelling‘schen Arbitragekalküls zu einem stabilen pareto-optimalen Abbaupfad führt.4 

Strenggenommen existiert ein solcher Pfad jedoch nur unter der Voraussetzung, dass die 

Produktionselastizität des eingesetzten Kapitals größer als diejenige der erschöpfbaren 

Ressource ist.5  

Hartwick (1977) modifiziert die Analysen von Solow (1974) und Stiglitz (1974). Für den 

speziellen Fall einer Cobb-Douglas-Produktionsfunktion zeigt er, dass ein intertemporal 

konstantes Konsumniveau genau dann erreicht werden kann, wenn die durch den 

Rohstoffverkauf erzielte Rente komplett zur Aufstockung des reproduzierbaren Kapitals 

eingesetzt wird.6 Dieses Ergebnis – auch Hartwick-Regel genannt – bildet das normative 

Konzept der sogenannten schwachen Nachhaltigkeit. Sie gilt unter der Voraussetzung, 

dass sich endliche Ressourcen durch Sach- und Humankapital unbegrenzt substituieren 

lassen. Solow (1986) merkt hierzu an, dass bei zusätzlicher Implikation technischen 

Fortschritts und natürlicher Rate des Bevölkerungswachstums die Hartwick-Regel nicht 

zu einem konstanten Pro-Kopf-Konsum führt. Indes stellt Daly (1990) die Normativität 

der Hartwick-Regel und damit das Konzept der schwachen Nachhaltigkeit gänzlich 

infrage. Er betrachtet erschöpfbare Ressourcen, Sach- und Humankapital als nicht 

substituierbare, komplementäre Produktionsfaktoren. Gemäß Daly ist ein nachhaltiger 

Produktionsprozess nur dann gewährleistet, sofern eine natürliche Kompensation von 

Umweltverschmutzung durch das Ökosystem erfolgt.7 Nichtsdestotrotz hat die Weltbank 

das Konzept der schwachen Nachhaltigkeit – wenngleich modifiziert – in ihre 

Messmethodik des Wachstums einzelner Volkswirtschaften übernommen.8 Als 

Instrument zur Bestimmung nachhaltiger wirtschaftlicher Entwicklung dient der 

Weltbank die auf Pearce und Atkinson (1993) sowie Hamilton (1994) zurückgehende 

erweiterte Sparquote (Genuine Saving). Ihre Höhe bemisst sich aus der Summe von 

                                                 
4  Entlang des pareto-optimalen Abbaupfads entspricht die Grenzproduktivität des Kapitals der 

Wachstumsrate der Grenzproduktivität erschöpfbarer Ressourcen. Dieses Ergebnis impliziert die 
Hotelling-Regel, da im Wachstumsgleichgewicht die marginale Kapitalproduktivität dem 
Kapitalmarktzins und die Grenzproduktivität erschöpfbarer Ressourcen dem Ressourcenpreis 
entspricht. Wie durch Sinn (1981) gezeigt wird, gilt dieses Ergebnis jedoch lediglich unter der Annahme 
vernachlässigbarer Extraktionskosten.  

5  Dies impliziert, dass der Rohstoff-Input gegen null konvergieren und durch kontinuierliche Erhöhung 
des Kapital-Inputs ersetzt werden kann, ohne dass der Output der Produktionsfunktion auf dem 
Zeitstrahl sinkt.     

6  Dies ist bei einer Produktionsfunktion vom Cobb-Douglas-Typus in den Produktionselastizitäten der 
Produktionsfaktoren begründet. Die Elastizitäten sind positiv und ergeben addiert genau eins. 

7  Dies impliziert die Notwendigkeit einer Mindestrate des Zuwachses von Marktanteilen erneuerbarer 
Energien. 

8  Siehe Weltbank (2011).  
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Investitionen in Sach- und Humankapital abzüglich der Abschreibungen auf den 

Kapitalstock, der Abbaumenge natürlicher Rohstoffe und der sozialen Kosten von 

Umweltschäden. Demnach ist für eine nachhaltige Entwicklung einzelner 

Volkswirtschaften eine erweiterte Sparquote von mindestens null erforderlich. In Bezug 

auf die Kosten von Umweltschäden geht die Weltbank davon aus, dass diese im Quadrat 

zur Emissionsmenge an Feinstaub und CO2 steigen. Lenton u.a. (2008) hingegen 

unterstellen eine in erster Linie stochastische Abhängigkeit zwischen 

CO2-Emissionsmenge und Umweltschäden. Die Autoren analysieren in diesem 

Zusammenhang die Existenz sogenannter Kipp-Elemente und zugehöriger Kipp-Punkte 

des Ökosystems. Gemäß Lenton u.a. steigen ab einem bestimmten atmosphärischen 

CO2-Gehalt die Umweltschäden infolge von Kettenreaktionen sprunghaft in die Höhe. 

Die Autoren illustrieren dies unter anderem am Beispiel der irreversiblen Folgen des 

Umkippens des Amazonas-Ökosystems. Die exakte Einschätzung, wann ein Kipp-Punkt 

erreicht wird, bedarf indes weiterer Forschung.9 Unbestritten ist jedoch, dass jede 

zusätzliche Menge an Treibhausgasen in der Luft die Gefahr von Kettenreaktionen und 

somit potentiellen kollateralen Umweltschäden erhöht. Mittlerweile nimmt die 

Atmosphäre jährlich über 35 Gigatonnen CO2 infolge der Verbrennung fossiler 

Energieträger auf. Dies entspricht mehr als einer Verdopplung in den vergangenen 40 

Jahren.10 Im selben Zeitraum sind – jedoch von Land zu Land in unterschiedlicher 

Quantität – zahlreiche Techniken zur Nutzung erneuerbarer Energien entwickelt und 

eingeführt worden. Regenerative Energien erlangen vor allem in den westlichen 

Industrienationen – vielfach unterstützt durch klimapolitische Maßnahmen – steigende 

Marktanteile. In diesem Zusammenhang stellt Sinn (2008a, 2008b) die Frage, weshalb 

trotz intensivierter Klimapolitik in den westlichen – insbesondere europäischen 

Industrienationen – die weltweiten CO2-Emissionen ohne erkennbare Änderung weiter 

zunehmen. Sinn analysiert hierzu das Angebotsverhalten der Rohstoffproduzenten. 

Hierbei argumentiert er auf Basis des Hotelling‘schen Arbitragekalküls und gelangt zu 

dem Ergebnis, dass die sukzessive Intensivierung marktkonformer Klimapolitik 

kontraproduktiv wirkt. Grund hierfür ist, dass die Rohstoffproduzenten infolge der 

stetigen Ausweitung klimapolitischer Maßnahmen von einer Reduktion ihrer künftigen 

Einnahmen ausgehen. Somit ist es aus Sicht der Rohstoffeigentümer rentabler, den Abbau 

                                                 
9  Vgl. hierzu auch Edenhofer, Ottmar / Kalkuhl, Matthias (2009). 
10  Siehe IEA (2015). 
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ihres Ressourcenstocks zu beschleunigen. Sinn bezeichnet diesen unerwünschten Effekt 

als Grünes Paradoxon.11 Im speziellen Fall der Besteuerung fossiler Brennstoffe gelangt 

er hierbei zum selben Ergebnis wie bereits Sinclair (1992). Bei vernachlässigbaren 

Abbaukosten führt demnach eine steigende Wertbesteuerung fossiler Brennstoffe zu einer 

beschleunigten Extraktion. Hingegen induziert eine konstante Mengenbesteuerung 

gemäß Sinn eine Verzögerung des Rohstoffabbaus. Gleichwohl hält er eine konstante 

Mengensteuer für wenig wahrscheinlich und geht von steigenden Steuersätzen aus, was 

gemäß seinen Ausführungen wiederum die Gefahr eines Grünen Paradoxons impliziert.12  

Die Beiträge Sinns (2008a, 2008b) haben mehrere Folgeuntersuchungen initiiert, unter 

anderem von Hoel (2012), Gerlagh (2011) und van der Ploeg / Withagen (2012). Hoel 

nimmt in diesem Zusammenhang Bezug auf die Wirkung einer steigenden Mengensteuer. 

Unter der Voraussetzung konstanter Extraktionskosten gelangt er zu dem Ergebnis, dass 

eine Wachstumsrate der Mengensteuer über dem Kapitalmarktzins zu einem Anstieg des 

gegenwärtigen Abbaus fossiler Energieträger führt. Eine unterhalb der Zinsrate 

wachsende Besteuerung hingegen bewirkt gemäß Hoel das Gegenteil. Das gegenwärtige 

Rohstoffangebot sinkt dann. Für den Fall einer Wachstumsrate der Besteuerung, die dem 

Kapitalmarktzins entspricht, tritt in der Modellierung von Hoel hingegen keine Änderung 

des Angebotsverhaltens der Rohstoffproduzenten ein.  

Gerlagh (2011) untersucht die Auswirkungen des Preissturzes einer 

Backstop-Technologie.13 Hierbei nimmt er an, dass die Backstop-Technologie im Fall des 

Überschreitens der zugehörigen Grenzkosten in unendlicher Menge angeboten werden 

kann. Ferner integriert Gerlagh eine wohlfahrtsreduzierende Kostenfunktion zur 

Quantifizierung von Umweltschäden in seine Modellierung. Hierbei setzt er mit Bezug 

auf Hoel / Kvendock (1996) voraus, dass die wohlfahrtsreduzierenden Grenzkosten von 

CO2-Emissionen mit einer Rate unterhalb des Kapitalmarktzinses wachsen. Des Weiteren 

teilt Gerlagh das Grüne Paradoxon in zwei Kategorien ein. Den Anstieg derzeitiger 

Emissionen bezeichnet er als schwaches Grünes Paradoxon. Den Begriff des starken 

Grünen Paradoxons hingegen wählt er für den Fall, dass sich – beispielsweise infolge 

                                                 
11  Der Begriff des Grünen Paradoxons hat sich in der Folge zügig im Themenfeld der Umweltökonomie 

etabliert. 
12  Ebenfalls wenig geeignet sind laut Sinn (2008a, 2008b) unilaterale Maßnahmen. Diese bedeuten eine 

Subventionierung von Ländern mit geringeren Umwelt-Standards und steigern mithin den 
CO2-Ausstoß.  

13  Ein regeneratives perfektes Substitut für fossile Energieträger wird in der Ressourcenökonomik als 
„Backstop“ bezeichnet. Die zugehörige Energiewandlungstechnik, beispielsweise ein Elektromotor, 
wird in der Ressourcenökonomik mit dem Begriff „Backstop-Technologie“ belegt. 
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einer klimapolitischen Maßnahme – der Kapitalwert der wohlfahrtsreduzierenden 

Kostenfunktion erhöht. Unter der Annahme vollkommenen Wettbewerbs und konstanter 

marginaler Förderkosten der Rohstoffproduzenten gelangt Gerlagh zu dem Ergebnis, 

dass ein Preissturz der Backstop-Technologie sowohl ein schwaches als auch ein starkes 

Grünes Paradoxon auslöst. Geänderte Voraussetzungen in Form sowohl linear steigender 

marginaler Abbaukosten als auch einer linearen Nachfragefunktion führt in seiner 

Analyse jedoch lediglich zu einem schwachen Grünen Paradoxon.  

Van der Ploeg / Withagen (2012) berücksichtigen in Bezug auf fossile Brennstoffe 

ebenfalls einen bestandsabhängigen Anstieg der marginalen Förderkosten. Gleichzeitig 

implementieren die Autoren den CO2-Ausstoß als negative Größe in eine soziale 

Wohlfahrtsfunktion.14 Im Hinblick auf den Preissturz eines Backstops gelangen die 

Autoren lediglich dann zum Ergebnis eines Grünen Paradoxons, wenn die marginalen 

Extraktionskosten die marginalen Produktionskosten regenerativer Substitute während 

der Abbauphase nicht übersteigen. Gemäß van der Ploeg / Withagen gilt dieses Ergebnis 

bei einer unterhalb der Höhe des Kapitalmarktzinses steigenden Mengenbesteuerung 

fossiler Brennstoffe sowie einer linearen Nachfragefunktion.  

Sämtliche bisher genannten Ergebnisse basieren auf der Annahme, dass sich die 

Rohstoffproduzenten in einer vollkommenen Wettbewerbssituation befinden. Hierdurch 

wird ein exogener, durch den Markt vorgegebener Rohstoffpreis vorausgesetzt. Es stellt 

sich jedoch die Frage, ob sich das Abbauprofil der Rohstoffproduzenten bei abweichender 

Marktform verändert. Existiert beispielsweise ein imperfekter Markt mit einem 

Angebotsmonopol, kann der Rohstoffpreis durch den Monopolisten selbst gesteuert 

werden. Van der Ploeg / Withagen (2012) betrachten in einer Erweiterung ihrer 

Ausführungen diesen Fall. Unter Annahme steigender Abbaukosten und linearer 

Rohstoff-Nachfragefunktion gelangen sie zu dem Ergebnis, dass der Preissturz eines 

perfekten erneuerbaren Substituts die gegenwärtige Abbauintensität erhöht. Stiglitz 

(1976) zeigt, dass sich im Fall der Existenz eines Rohstoffmonopols die Preistrajektorie 

und die Abbauintensität lediglich unter Annahme einer isoelastischen Nachfragekurve 

nicht vom Ergebnis vollständiger Konkurrenz unterscheiden. Die Prämisse eines 

perfekten regenerativen Substituts mit unendlicher Angebotselastizität – wie durch 

                                                 
14  Impliziert eine klimapolitische Maßnahme eine Verringerung des Barwertes der Wohlfahrtsfunktion 

infolge gesteigerter CO2-Emissionen, so gilt dies gemäß van der Ploeg / Withagen (2012) als Grünes 
Paradoxon. Ferner gehen die Autoren von einer linearen Abhängigkeit zwischen CO2-Ausstoß und 
Umweltschäden aus. 
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Gerlagh (2011) sowie van der Ploeg / Withagen (2012) modelliert – schließt jedoch eine 

isoelastische Nachfragekurve für den Rohstoff aus.15 Darüber hinaus existieren auch 

Modelle, in denen weitere Wettbewerbsformen analysiert werden. So geht beispielsweise 

Salant (1976) mit Verweis auf die Organization of Petroleum Exporting Countries 

(OPEC) davon aus, dass sich auf dem Erdölmarkt zwei Gruppen von Anbietern 

gegenüberstehen. Die erste Gruppe wird durch die OPEC und damit durch ein 

Angebotskartell gebildet, das aufgrund seiner Größe über eine dominante Marktstellung 

verfügt. Die zweite Gruppe in Salants Modell besteht aus einer Vielzahl kleiner Anbieter. 

Hierbei fungieren das Angebotskartell als Preis- und die kleinen Anbieter als 

Mengenanpasser. Mithilfe eines spieltheoretischen Ansatzes ermittelt Salant einen 

optimalen Preis- beziehungsweise Abbaupfad entlang eines 

Nash-Cournot-Gleichgewichts. Hierbei stellt er fest, dass die Geschwindigkeit der 

Ressourcenausbeutung im Vergleich zu vollständiger Konkurrenz geringer ausfällt, in 

Relation zu einem monopolistischen Rohstoffmarkt jedoch höhere Werte annimmt.16  

Mit Blick auf die Struktur des derzeit weltweit größten Marktes für Primärenergien – dem 

Erdölmarkt – wird in dieser Arbeit ebenfalls von der Annahme vollständiger 

Angebotskonkurrenz abgewichen und stattdessen vorausgesetzt, dass die 

Rohstoffproduzenten ein Kartell bilden. Gleichzeitig wird die Präsenz von 

Substitutionskonkurrenten beachtet. Diese sollen regenerative Energien inklusive 

zugehöriger Energiewandlungstechniken (Backstop-Technologien) anbieten.  

Im Rahmen zweier kontrolltheoretischer Modelle wird die Auswirkung einer 

unterschiedlichen Anpassungsgeschwindigkeit der Substitutionskonkurrenten betrachtet. 

Im ersten Modell wird von unendlicher Anpassungsgeschwindigkeit und potentieller 

Substitutionskonkurrenz ausgegangen. Zusätzlich werden sowohl technische 

Innovationen bei Backstop-Technologien als auch der weltweit wachsende 

Rohstoffbedarf integriert. Im zweiten Modell wird eine endliche 

Anpassungsgeschwindigkeit der Substitutionskonkurrenten angenommen. Dieses Modell 

stellt eine Erweiterung des sogenannten Gaskins-Modells auf die Theorie erschöpfbarer 

Ressourcen dar. Gaskins (1971) untersucht die optimale Preispolitik eines dominanten 

                                                 
15  Eine isoelastische Nachfragekurve des Rohstoffs impliziert, dass für eine infinitesimale 

Angebotsmenge ein unendlich hoher Preis erzielt wird und es sich somit um einen essentiellen 
Produktionsfaktor handelt. 

16  Hinreichend hierfür ist, dass die Nachfragekurve für den Rohstoff mindestens einen Punkt mit 
einheitselastischem Preis aufweist und sich die Nachfrageelastizität mit steigenden Rohstoffpreisen 
vergrößert.  
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Industrieunternehmens, das über eine zeitlich und mengenmäßig unbeschränkte 

Produktionskapazität für Konsumgüter verfügt. Bei der Betrachtung der optimalen Preis- 

beziehungsweise Abbaustrategie eines dominanten Rohstoffproduzenten gestaltet sich 

die Analyse aufgrund der Limitierung der Rohstoffvorkommen allerdings komplexer.  

Mithilfe des sogenannten Pontrjagin‘schen Maximumprinzips17 werden in beiden 

Modellen zunächst gewinnoptimale Abbaupfade des Rohstoffkartells hergeleitet. In 

einem weiteren Schritt wird im Rahmen von Sensitivitätsanalysen überprüft, welche 

klimapolitischen Maßnahmen unter diesen unterschiedlichen Bedingungen 

umweltschädlich wirken und somit als Grünes Paradoxon zu werten sind. Hierbei wird 

vorausgesetzt, dass die Maßnahmen durch alle Verbraucherländer durchgeführt werden. 

Im Gegensatz zu Gerlagh (2011) sowie van der Ploeg / Withagen (2012) wird keine 

wohlfahrtsreduzierende Kostenfunktion zur Abbildung von Umweltschäden genutzt. 

Stattdessen wird mit Bezug auf Lenton u.a. (2008) die Existenz von Kipp-Punkten im 

Klimasystem angenommen. Deshalb wird jede klimapolitische Maßnahme, die einen 

Anstieg des gegenwärtigen Rohstoffabbaus zur Folge hat, als kontraproduktiv und damit 

als Grünes Paradoxon interpretiert.18 Untersucht wird explizit die Wirkung 

marktkonformer staatlicher Eingriffe. Solche Eingriffe kennzeichnen sich dadurch, dass 

der Staat beabsichtigt, mithilfe indirekter Preisbeeinflussung den Rohstoffkonsum zu 

reduzieren. Hierzu zählt die Besteuerung fossiler Brennstoffe, aber auch die staatliche 

Bezuschussung von Backstop-Technologien.19  

Aufgrund der unterschiedlichen Struktur und Komplexität beider Modelle unterscheiden 

sich die untersuchten klimapolitischen Instrumente leicht. So werden im ersten Modell 

die Wirkungen sowohl konstanter als auch steigender Rohstoffsteuern analysiert, 

während im komplexeren zweiten Modell ausschließlich konstante Steuersätze betrachtet 

werden. Ferner erlaubt der semi-analytische Lösungsalgorithmus des ersten Modells eine 

Simulation im Rahmen eines Anwendungsbeispiels. Hier wird der Effekt von 

Elektromobilität auf die künftige Kraftstoffproduktion analysiert. Darüber hinaus wird im 

                                                 
17  Pontrjagin u.a. (1967). 
18  Hierbei wird davon ausgegangen, dass sich der CO2-Ausstoß ungefähr proportional zur Abbauintensität 

von Kohlenwasserstoffen verhält. 
19  Im Gegensatz dazu bildet eine Mengenrestriktion des Rohstoffverbrauchs, beispielsweise mithilfe eines 

Emissionshandelssystems, einen marktkonträren Eingriff. Im Fall einer weltweit lückenlosen 
Implementierung lässt sich bei entsprechend niedriger Mengenbeschränkung der 
Markt-Preis-Mechanismus für fossile Energieträger eliminieren. Mithin schließt eine solche Maßnahme 
das Auftreten eines Grünen Paradoxons aus. Vgl. hierzu auch Sinn (2008a, 2008b) sowie Edenhofer / 
Kalkuhl (2009). 
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ersten Modell im Rahmen eines Exkurses untersucht, inwieweit die Wirtschaftsförderung 

von Entwicklungs- und Schwellenländern das optimale Abbauverhalten des 

Rohstoffkartells beeinflusst.  
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2 Modell I – Unendliche Anpassungsgeschwindigkeit 

der Substitutionskonkurrenz 

2.1 Ausgangslage 

Betrachtet man die Preisentwicklung auf dem Erdölmarkt, so lässt sich ein langfristiger 

Preisanstieg – wie ihn die Hotelling-Regel nahelegt – nicht feststellen. Zwar sind in den 

1970er sowie den vergangenen zehn Jahren starke Preis-Ausschläge mit zeitweiligen 

Erdölpreisen über 100 US-Dollar pro Barrel zu beobachten. In der Summe jedoch 

schwankt der Ölpreis in den vergangenen 150 Jahren regelmäßig um einen 

inflationsbereinigten, konstanten Wert von derzeit ungefähr 40 US-Dollar.20 In einer 

Untersuchung der empirischen Signifikanz der Hotelling-Regel gelangt Livernois (2009) 

unter anderem zu dem Schluss, dass sowohl technischer Fortschritt21 als auch die 

Marktstruktur die Ölpreisentwicklung stark beeinflussen.  

Mit Blick auf den Erdölmarkt und die Präsenz der OPEC wird die Existenz eines 

dominanten Angebotskartells angenommen, welches vereinfacht im Besitz sämtlicher 

fossiler Energieträger (Kohlenwasserstoffe) ist. Das Kartell wird als einzelner 

Rohstoffproduzent betrachtet. Es soll über hinreichende Förderkapazitäten verfügen, um 

jede Nachfrage bedienen zu können. Gleichzeitig wird davon ausgegangen, dass 

technische Innovationen bei Abbauverfahren auf dem Zeitstrahl zu genähert konstanten 

marginalen Extraktionskosten führen. Darüber hinaus existieren konventionelle 

Energiewandlungstechniken22 für Kohlenwasserstoffe, deren marginale 

Produktionskosten ebenfalls als konstant vorausgesetzt werden.  Gleichzeitig wird die 

Präsenz potentieller Konkurrenten angenommen, die Substitute in Form regenerativer 

Energien inklusive der zugehörigen Energiewandlungstechniken 

(Backstop-Technologien) anbieten können. Es wird davon ausgegangen, dass die 

Substitutionskonkurrenten bereits auf einem separaten Markt mit differenter 

                                                 
20  Siehe British Petroleum Public Limited Company (BP) (2015). 
21  Dies betrifft sowohl den technischen Fortschritt bei Erdölfördermethoden als auch Innovationen im 

Bereich von Substituten. 
22  Ein Beispiel hierfür sind Kraftfahrzeuge mit Verbrennungsmotoren: Diese wandeln die chemische 

Energie fossiler Brennstoffe in kinetische Energie um. 
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Energiewandlungstechnik präsent sind. Diese Technik soll bei entsprechender 

Modifikation die konventionelle Energiewandlungstechnik des fossilen Rohstoffs 

unmittelbar komplett ersetzen können. Formal bedeutet dies die Annahme eines perfekten 

Substituts mit unendlicher Angebotselastizität bei Überschreitung der zugehörigen 

marginalen Produktionskosten. Dies impliziert zugleich eine unendliche 

Anpassungsgeschwindigkeit der Substitutionskonkurrenz. Folglich gilt für das 

Rohstoffkartell, dass es nur dann fossile Brennstoffe veräußern kann, solange die eigenen 

marginalen Förderkosten inklusive der Grenzkosten der konventionellen 

Energiewandlungstechnik die marginalen Produktionskosten der 

Substitutionskonkurrenten nicht überschreiten.23 Im Ergebnis wird das Rohstoffkartell 

gezwungen, eine Grenzpreisstrategie zu wählen. Darüber hinaus wird im folgenden 

Modell angenommen, dass die Rohstoffproduzenten fortlaufende Änderungen der 

Rohstoffnachfrage infolge von Innovationsprozessen bei Backstop-Technologien, aber 

auch durch starkes Wirtschaftswachstum in den Schwellenländern, perfekt antizipieren. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
23  Die Backstop-Technologie impliziert in dieser Arbeit nicht nur die unmittelbare 

Energiewandlungstechnik regenerativer Energiequellen (beispielsweise ein Windrad zur Erzeugung 
elektrischen Stroms), sondern auch die weiterführende Energiewandlungstechnik (beispielsweise ein 
Elektrofahrzeug). Vgl. hierzu insbesondere Abschnitt 2.7, S. 59ff. 
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2.2 Preisabsatzfunktion 

Da angenommen wird, dass das Kartell im Besitz sämtlicher fossiler Brennstoffe ist, lässt 

sich die Rohstoff-Nachfragekurve in eine Preisabsatzkurve invertieren. Hierbei wird 

vorausgesetzt, dass die Preiselastizität mit zunehmender Fördermenge abnimmt. Zur 

weiteren Vereinfachung sollen Lagerkapazitäten der Konsumenten ausgeschlossen 

werden, so dass formal eine Sättigungsmenge existiert, ab der sich für den fossilen 

Brennstoff kein positiver Preis mehr realisieren lässt. Beachtet man ferner die Existenz 

eines Limitpreises, oberhalb dessen ausschließlich Backstop-Technologien nachgefragt 

werden, so lassen sich die bisherigen Überlegungen vereinfacht mithilfe einer linearen 

Preisabsatzkurve mit negativer Steigung darstellen.  

Abbildung 1: Preisabsatzkurve 
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Die zugehörige Preisabsatzfunktion lautet: 

 �(�) = − 
�̅

�̅
 � + �̅ ( 1 ) 

 Der (Gleichgewichts-)Preis des Rohstoffs � ist linear abhängig von der 

abgebauten und abgesetzten Rohstoffmenge �. 

 �̅ ist der Limitpreis, das heißt derjenige Preis, zu welchem kein Rohstoff mehr, 

sondern stattdessen ausschließlich Backstop-Technologien nachgefragt werden. 

Der Limitpreis wird gebildet aus der Differenz zwischen marginalen 

Produktionskosten der Backstop-Technologie sowie den kumulierten marginalen 

Kosten aus Rohstoffabbau und konventioneller Energiewandlungstechnik. 

 �̅ bezeichnet die Sättigungsmenge des Rohstoffs. 

Es wird davon ausgegangen, dass die zunehmende Industrialisierung der 

bevölkerungsreichen Schwellenländer einen kontinuierlichen Anstieg der Nachfrage 

nach fossilen Brennstoffen induziert. Dies führt im Modell zu einer sukzessiven 

Erhöhung der Sättigungsmenge. Da das Wirtschaftswachstum insbesondere in den 

Schwellenländern seit mehreren Jahren durch konstant hohe Wachstumsraten im 

rohstoffintensiven Industrie- und Verkehrssektor gekennzeichnet ist, wird für die 

Sättigungsmenge eine exponentielle Wachstumsfunktion angenommen:24  

 �̅(�) = �̅(��) � � � ( 2 ) 

�̅(��) stellt die Sättigungsmenge zu Beginn des Betrachtungszeitraums und � die 

Wachstumsrate der Rohstoffnachfrage dar. In grafischer Darstellung bedeutet dies: 

                                                 
24  Gemäß Angaben der International Energy Agency (IEA) (2015) wird der weltweite tägliche 

Erdölverbrauch von 2015 bis 2020 um etwa 6 Millionen auf knapp 100 Millionen Barrel ansteigen. Die 
Steigerung ist insbesondere auf das Nachfragewachstum in China, weiterer aufstrebender 
Volkswirtschaften in Fernost, aber auch im Mittleren Osten zurückzuführen. 
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Abbildung 2: Dynamische Sättigungsmenge 
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Hieraus folgt, dass die Preisabsatzkurve auf dem Zeitstrahl kontinuierlich gestreckt wird. 

Dies wird durch folgende Abbildung illustriert: 
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Abbildung 3: Preisabsatzkurve bei dynamischer Sättigungsmenge 

 

 

    �(�) 

 

 

           �̅ 

 

 

   

 

    

 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                                                                                                                           

                                                                                �̅(��)        �̅(��)        � 

 

Um ferner die Entwicklung technischer Innovationen zu berücksichtigen, wird der 

Limitpreis als Variable definiert. Ist die Herstellung von Backstop-Technologien 

anfänglich mit hohen Investitionskosten in Forschung und Entwicklung verbunden, 

reduzieren sich im Zeitverlauf die Produktionskosten aufgrund fortschreitender 

Innovationen und Verbreitung des spezifischen Wissens (Spillover). Im Gegensatz zu 

Gerlagh (2011) sowie van der Ploeg / Withagen (2012) wird keine diskrete, sondern eine 

dynamische Änderung des Limitpreises angenommen. In Anlehnung an Aghion / Howitt 

(1992) soll die Periodenlänge zwischen zwei erfolgreichen Innovationen ein 

stochastischer Zufallsprozess sein. Zur Vereinfachung wird angenommen, dass es sich 

hierbei um eine Markov-Kette handelt. Dies bedeutet, dass zu jedem Zeitpunkt die 

Periodenlänge zwischen zwei erfolgreichen Innovationen unabhängig vom jeweiligen 

Ausgangspunkt ist. Eine erfolgreiche Innovation wird als konstante prozentuale 

Kostenreduktion zur Vorperiode definiert. Die statistische Verteilung der Periodenlängen 

zwischen zwei erfolgreichen Innovationen ist dem Rohstoffkartell anhand vorliegender 
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A-Priori-Information bekannt. Das dominante Rohstoffkartell projiziert den Mittelwert 

der Verteilung in die Zukunft. Zur Vereinfachung wird diese diskrete Betrachtungsweise 

in einen dynamischen Prozess übertragen. Dies hat zur Folge, dass die marginalen 

Produktionskosten der Backstop-Technologie auf dem Zeitstrahl mit konstanter Rate 

sinken.25 Ausgenommen vom Innovationsprozess werden unabdingbare 

Materialeinzelkosten inklusive Wartungs- und Verschleißkosten. Somit wird 

ausgeschlossen, dass die Kosten gegen null konvergieren. Dieser fixe Kostenanteil wird 

in der Folge als Mindestgrenzkosten �� bezeichnet. Bei der zusätzlichen 

Berücksichtigung einer konventionellen Energiewandlungstechnik impliziert der 

Limitpreis zusätzlich die hierzu gehörenden –  als konstant angenommenen – marginalen 

Produktionskosten, die als �� bezeichnet werden. Für den Limitpreis ergibt sich eine 

Exponentialfunktion der Form: 

 �̅(�) = � �� � � + �� − �� ( 3 ) 

� kennzeichnet hierbei den dynamischen Anteil der marginalen Produktionskosten zu 

Beginn des Betrachtungszeitpunkts. � stellt in der Funktion die konstante Rate des 

technischen Fortschritts dar. Dieser führt auf dem Zeitstrahl zu einer kontinuierlichen 

Absenkung des Limitpreises. Der Einfluss auf die Preisabsatzkurve soll in der folgenden 

Abbildung dargestellt werden: 

 

 

 

 

 

  

                                                 
25  Anm.: Die Annahme unendlicher Anpassungsgeschwindigkeit impliziert, dass die marginalen 

Produktionskosten in jedem diskreten Zeitpunkt unabhängig von der Produktionsmenge als konstant 
gelten. Dies gilt dann auch für die Stückkosten.  
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Abbildung 4: Preisabsatzkurve bei dynamischem Limitpreis 
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Führt man die bisherigen Überlegungen zusammen, so erhält man eine dynamische 

Preisabsatzfunktion der Form: 

 �(�, �) = �̅(�) −
�̅(�)

�̅(�)
 �(�) = �̅(�) �1 −

�(�)

�̅(�)
� ( 4 ) 

Hierbei zeigt die folgende Abbildung die Wirkung der dynamischen Entwicklung des 

Limitpreises sowie der Sättigungsmenge: 

 

 

 

 

 



Modell I – Unendliche Anpassungsgeschwindigkeit der Substitutionskonkurrenz 17 

Abbildung 5: Dynamische Preisabsatzkurve 

 

 

    �(�) 

 

 

    �̅(��) 

 

 

   �̅(��) 

 

    

 

 �� − �� 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                                                                                                                       

                                                                                �̅(��)        �̅(��)        � 

 

Wie man anhand dieser Darstellung sieht, wird die Preisabsatzkurve auf dem Zeitstrahl 

zunehmend flacher. Dies impliziert, dass sich die Preiselastizität der Rohstoffnachfrage 

auf dem Zeitstrahl sukzessive erhöht. 
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2.3 Zielfunktional 

Bei gegebener Preisabsatzfunktion steuert das Rohstoffkartell über seine Abbaumenge 

�(�) den Rohstoffpreis. Der periodische Erlös des Rohstoffkartells ergibt sich aus dem 

Produkt aus geförderter und abgesetzter Menge �(�) sowie dem zugehörigen 

Rohstoffpreis �(�, �). Da der hieraus generierte Gewinn am Kapitalmarkt angelegt 

werden kann, erfolgt eine kontinuierliche Diskontierung in Höhe des realen 

Kapitalmarktzinses �.26 Künftige Gewinne in gleicher nomineller Höhe besitzen mithin 

einen geringeren Kapitalwert.  

Für den Kapitalwert des intertemporalen Gewinns des Rohstoffkartells ergibt sich somit 

folgender Zusammenhang: 

 �(�, �, �) = � �� � � (�(�, �) − ��) �(�) ��

�

�

 +  �� � � �(�(�), �)   →   ��� ( 5 ) 

Unter Berücksichtigung der dynamischen Preisabsatzfunktion (4) kann das Zielfunktional 

(5) modifiziert werden zu: 

 �(�, �, �) = � �� � �  ��̅(�) �1 −
�(�)

�̅(�)
� − ���  �(�) ��  +  �� � � �(�(�), �)   →   ���

�

�

 ( 6 ) 

Hierbei bezeichnet �(�(�), �) den Verkaufswert des Restbestands an Rohstoffreserven 

gegen Ende des Betrachtungszeitraums. Dieser lässt sich vernachlässigen, da die 

Realisierung eines gewinnoptimalen Abbaupfads impliziert, dass gegen Ende des 

Abbauzeitraums eine abgebaute Rohstoffeinheit keinen positiven Ertrag mehr liefern 

kann. Ansonsten würde das Rohstoffkartell weiterhin fördern und veräußern. Folglich 

handelt es sich bezüglich des Zielfunktionals um ein sogenanntes Lagrange-Problem mit 

�(�(�), �) = 0:27   

 �(�, �, �) = � �� � �  ��̅(�) �1 −
�(�)

�̅(�)
� − ���  �(�) ��

�

�

  →   ���   ( 7 ) 

Darüber hinaus gilt folgende Bewegungsgleichung für den Rohstoffbestand �(�): 

                                                 
26  Dies impliziert das Hotelling’sche Arbitragekalkül – vgl. Hotelling (1931). 
27  Vgl. Feichtinger / Hartl (1986), S. 17. 
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 �̇(�) = − �(�) 
Der Rohstoffbestand verringert sich kontinuierlich in 

Höhe der Abbauintensität �(�). 
( 8 ) 

   

lFerner gelten folgende Restriktionen: 

   

 �� =� �(��) > 0 

Der anfängliche Rohstoffbestand ist bekannt und 

nicht erweiterbar. Der Rohstoff kann zum Zeitpunkt 

�� unter wirtschaftlichen Bedingungen abgebaut 

werden.28 Diese Voraussetzung wird durch 

Restriktion (14) präzisiert. 

( 9 ) 

    

 �(�) ≥ 0 Ein negativer Rohstoffbestand wird ausgeschlossen. ( 10 ) 

    

 �(�) ≥ 0 
Eine negative Abbaurate wird ebenfalls 

ausgeschlossen. 
( 11 ) 

    

 �(�) − �(�) ≥ 0 

Der abgebaute Rohstoff gelangt unmittelbar in den 

Produktionsprozess und wird durch die Verbraucher 

nicht gelagert. Somit darf die Abbaurate die 

Sättigungsmenge nicht übersteigen. 

( 12 ) 

    

 � ∈ [0, �] 

Der Zeitparameter � des Integrals der 

Gewinnfunktion �(�, �, �) startet in � = 0 =� �� und 

endet zum Zeitpunkt � = �.  � ist frei wählbar. Es 

wird mithin ein optimales �∗ bestimmt. 

( 13 ) 

   

 �̅(��) − �� > 0 

Damit das Rohstoffkartell innerhalb des 

Betrachtungszeitraums durch eigene Steuerung der 

Abbaumenge �(�) einen Gewinn realisieren kann, 

muss zu Beginn der Limitpreis �̅ des Rohstoffs 

oberhalb der Abbaukosten �� liegen.   

( 14 ) 

                                                 
28  Formal wird nicht zwischen Reserven und Ressourcen unterschieden.  
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2.4 Anwendung des Pontrjagin‘schen Maximumprinzips 

Bei dem vorliegenden Optimierungsproblem handelt es sich um ein Kontrollmodell mit 

der Steuerung �(�) und dem Zustand �(�). Der Zustand wird über den gesamten 

Betrachtungszeitraum – und somit auch im Endzustand – durch die reine 

Zustandsbeschränkung (10) und die Steuerung durch die Nebenbedingungen (11) 

beziehungsweise (12) eingeschränkt. Der Ausstiegszeitpunkt soll optimal gewählt 

werden. Es existiert also ein Zeitpunkt �∗, bei welchem das Zielfunktional (7) in 

Kombination mit einem optimalen Abbau- und Zustandspfad maximiert wird.29 

Auf Grundlage von Pontrjagin u.a. (1967) lassen sich notwendige Bedingungen zur 

Maximierung einer intertemporalen Gewinnfunktion mit Zustands- und 

Kontrollvariablen formulieren. Konkret ist eine Hamilton-Funktion zu bestimmen, die in 

jedem Zeitpunkt in der Kontrolle maximiert wird. Das Pontrjagin‘sche Maximumprinzip 

transformiert mithin das intertemporale Problem der Gewinnmaximierung in eine Schar 

statischer Optimierungsprobleme. Die Logik des Maximumprinzips folgt dem 

sogenannten Bellmann-Theorem. Dieses besagt im übertragenen Sinn, dass das Integral 

über [0, �] der Zielfunktion genau dann einen maximalen Wert annimmt, wenn jedes 

zugehörige infinitesimale Teilstück maximiert wird.  

Aus dem Zielfunktional (7) ergibt sich folgende Hamilton-Funktion in 

Momentanwert-Version (current value):   

 � = � ��̅(�) �1 −
�(�)

�̅(�)
� − ���  �(�) + �(�) �̇(�) ( 15 ) 

Unter Berücksichtigung der Bewegungsgleichung (8) folgt: 

 � = � ��̅(�) �1 −
�(�)

�̅(�)
� − ���  �(�) − �(�) �(�) ( 16 ) 

Der Faktor � ist gemäß Pontrjagin u.a. (1967) eine nicht-negative Konstante. Im hiesigen 

Fall kann � = 0 ausgeschlossen und � ∈ ℝ� vorausgesetzt werden.30 �(�) heißt auch 

Kozustand. Dieser ist ökonomisch als Schattenpreis (Opportunitätskosten) zu 

interpretieren.  Eine abgebaute Einheit des Zustands �(�) fehlt dem Rohstoffkartell in der 

                                                 
29  „∗“ kennzeichnet hier und in der Folge die mathematisch optimale Größe. 
30  Der Nachweis erfolgt auf S. 26f. 
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Zukunft zur Generierung von Erlösen, da sich der Bestand der Ressource �(�) 

unumkehrbar um den Betrag in Höhe von �(�) reduziert. Somit gibt das Produkt aus �(�) 

und �(�) innerhalb der Hamilton-Funktion mithin die Höhe der Opportunitätskosten an, 

welche dem Ressourceneigner durch die abgebaute Menge des Rohstoffs zu einem 

beliebigen Zeitpunkt � ∈ [0, �] entstehen.  

Gemäß Pontrjagin u.a. bedingt ein lokales Maximum der Hamilton-Funktion innerhalb 

eines zugehörigen Kontrollintervalls, dass die partielle Ableitung der Hamilton-Funktion 

in der Kontrolle den Wert null annimmt. Hieraus folgt: 

 �� = 0 ( 17 ) 

Ferner entspricht laut Pontrjagin u.a. die Differenz aus Kozustand und partieller 

Ableitung der Hamilton-Funktion genau der Ableitung des Kozustands nach der Zeit. 

Mithin folgt im hiesigen Modell: 

 �̇(�) = �(�) − �� ( 18 ) 

Da es sich bei den Nebenbedingungen (10), (11) und (12) um Ungleichungen handelt, 

muss gemäß Feichtinger / Hartl (1986) darüber hinaus das sogenannte 

Kuhn-Tucker-Theorem angewendet werden.31 Dieses erlaubt die Implikation von 

Lagrange-Multiplikatoren auch bei Nebenbedingungen in Form von Ungleichungen. Die 

Bestimmung einer Lösung ist bei Zustandsrestriktionen zumeist nicht trivial. Mitunter 

besitzen Kozustand �(�) und mithin auch die Hamilton-Funktion Unstetigkeitsstellen – 

insbesondere dann, wenn eine Restriktion aktiv ist. Die Zeitpunkte �, zu denen 

Restriktionen aktiv werden, heißen auch Verbindungsstellen (junction points). 

Unstetigkeitsstellen können nach Maurer (1979) sowie Feichtinger / Hartl 

ausgeschlossen werden, wenn sogenannte Regularitätseigenschaften (qualifications) 

erfüllt werden.32 Dies ist der Fall, wenn sowohl die Hamilton-Funktion als auch die 

Nebenbedingungen regulär sind. Die Hamilton-Funktion � ist gemäß den Autoren dann 

regulär, wenn diese zweifach stetig differenzierbar in der Zustandsvariablen und darüber 

hinaus streng konkav in der Kontrolle ist. Da die hiesige Zustandsvariable �(�) in (16) 

nicht erscheint, ist die zweifache partielle Differenzierbarkeit der Hamilton-Funktion 

                                                 
31  Zur Anwendung vgl. insbesondere Simon / Blume (1994), Kapitel 18.6, S. 439ff. 
32  Anm.: Bei Maurer (1979) findet sich hierzu eine ausführliche Herleitung für den umgekehrten Fall, also 

einer Minimierung eines Zielfunktionals.  
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stets gegeben. Bezüglich der strengen Konkavität in der Kontrolle muss die 

Hamilton-Funktion zweifach nach �(�) abgeleitet werden. Aus (16) folgt dann: 

 ��� = − 2 � 
�̅(�)

�̅(�)
 ( 19 ) 

Da im hiesigen Fall � ∈ ℝ� angenommen werden kann33 und �̅(�) sowie �̅(�) positive 

Größen darstellen, ist ��� für alle � negativ. Mithin ist die Hamilton-Funktion im 

vorliegenden Fall streng konkav in der Kontrolle. Dann ist folgendes Lemma für die 

weiteren Überlegungen der Arbeit bedeutsam, insbesondere für die Ermittlung einer 

Lösung. Ein diesbezüglicher Beweis für ein allgemeines Kontrollproblem mit reiner 

Zustandsbeschränkung findet sich unter anderem bei Jacobson / Lele / Speyer (1971) 

sowie Feichtinger / Hartl (1986, S. 167f).  

Lemma 1 

Als zweite Regularitätseigenschaft müssen die Nebenbedingungen regulär sein. Das 

heißt, dass diese unabhängig voneinander sind. Dies ist erfüllt, wenn folgende Matrix den 

vollen Zeilenrang � + � besitzt: 

 

⎝

⎜
⎜
⎛

 

��� ��⁄
⋮

��� ��⁄

   �� … 0
   ⋮ ⋱ ⋮

    0 … ��

    0  …  0
    ⋮  ⋮
    0  …   0 

 ��� ��⁄
⋮

��� ��⁄
  
   0  …  0
    ⋮  ⋮
   0  …  0

     
�� … 0
⋮ ⋱ ⋮
0 …  �� ⎠

⎟
⎟
⎞

 ( 20 ) 

��, … , �� bezeichnen dabei die Funktionen in Form der Restriktionen für die 

Kontrollvariable �(�), im vorliegenden Fall damit konkret die linke Seite der 

Nebenbedingungen (11) und (12).  

                                                 
33  Der Nachweis erfolgt auf S. 26f. 

Gilt ��� < 0   ∀   � ∈  [0, �], dann ist �∗(�) zu jedem Zeitpunkt � ∈  [0, �] eine 

eindeutige Lösung des Kontrollproblems. Ferner ist �∗(�) stetig in �, insbesondere 

auch an der Verbindungsstelle �(�) = 0. Bei einer kompletten Verwertung der 

Rohstoffreserven impliziert dies, dass im optimalen Endzeitpunkt �∗ der Zustand     

� = 0 sowie die Steuerung �∗ = 0 gleichzeitig eintreten. 
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��, … , �� bezeichnen sämtliche Funktionen reiner Zustandsbeschränkungen. Hat die 

Matrix den Rang � + �, dann sind alle Zeilenvektoren der Matrix voneinander 

unabhängig. Nach Einsetzen der linken Seite der Restriktionen (10), (11), (12) ergibt sich 

im hiesigen Modell: 

 �
1

 −1     
−1    

�(�)
0
0

0
  �̅(�) − �(�)  

0

0
0

�(�)
� ( 21 ) 

Offensichtlich kann die Matrix an der Verbindungsstelle �(�) = 0 reduziert werden, da 

in diesem Fall nicht mehr abgebaut werden kann und mithin �(�) = 0 gelten muss. Der 

erste und dritte Zeilenvektor der Matrix sind in diesen Fall linear abhängig. Für �(�) > 0 

besitzt die Matrix jedoch stets den vollen Zeilenrang. Das heißt, dass der Kozustand �(�) 

und die Hamilton-Funktion � keine Unstetigkeitsstellen aufweisen können, solange 

�(�) > 0 aktiv ist.  

Unter Anwendung des Kuhn-Tucker-Theorems kann nun eine Lagrange-Funktion 

folgender Gestalt bestimmt werden:  

 � = � + �(�) �(�) + ��(�) �(�) + ��(�) ��̅(�) − �(�)� ( 22 ) 

Hierzu existieren sogenannte komplementäre Schlupfbedingungen. Diese lauten:  

 �(�) ≥ 0 ;      �(�) �∗(�) = 0 ( 23 ) 

    

 ��(�) ≥ 0 ;      ��(�) �∗(�) = 0 ( 24 ) 

    

 ��(�) ≥ 0 ;      ��(�) ��̅(�) − �∗(�)� = 0 ( 25 ) 

Bei Erfüllung der gerade aufgezeigten Regularitäts- und Optimalitätsbedingungen 

können gemäß Feichtinger / Hartl (1986) sowie Seierstad / Sydsæter (1987) die 

Bedingungen des Pontrjagin‘schen Maximumprinzips ergänzt beziehungsweise erweitert 

werden. Bei Übertragung der Ergebnisse von Feichtinger / Hartl sowie Seierstad / 

Sydsæter auf das hiesige Modell sind demnach zur Bestimmung eines optimalen 

Abbaupfads folgende Bedingungen hinreichend:  
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 �∗(�) = ��� ��� �    ∀   � ∈ Ω, Ω(�(�), �) = ��(�): �(�) ∈ �0, �̅(�)�� ( 26 ) 

    

 �� = 0 ( 27 ) 

 ⇔   �̅(�) − �� −
2  �̅(�) �∗(�)

�̅(�)
− �(�) + ��(�) − ��(�) = 0 ( 28 ) 

    

 �̇(�) = � �(�) − �� ( 29 ) 

 ⇔   �̇(�) = � �(�) − �(�) ( 30 ) 

    

 �(�) ≥ 0 ;      �(�) �∗(�) = 0 ( 31 ) 

 ��(�) ≥ 0 ;      ��(�) �∗(�) = 0 ( 32 ) 

 ��(�) ≥ 0 ;      ��(�) ��̅(�) − �∗(�)� = 0 ( 33 ) 

    

 �(�∗) ≥ 0 ;      �(�∗) �∗(�∗) = 0  ( 34 ) 

 �(�∗) = 0    ( 35 ) 

(34) und (35) stellen die Transversalitätsbedingungen für den Kozustand sowie die 

Hamilton-Funktion dar.34 �∗ bezeichnet den optimalen Ausstiegszeitpunkt, der sich 

innerhalb des Intervalls [0, ��] befindet. �� ist nicht festgesetzt und kann somit einen 

beliebig hohen Wert annehmen.  

Die Transversalitätsbedingung (34) lässt sich ökonomisch wie folgt interpretieren: Ein 

Restbestand an Rohstoff kann zum Ausstiegszeitpunkt �∗ nur noch dann in der 

Lagerstätte vorhanden sein, wenn der Schattenpreis des optimalen Endzeitpunkts �(�∗) 

den Betrag null aufweist. Denn dies impliziert, dass durch eine marginale Aufstockung 

des Rohstoffbestandes kein zusätzlicher Gewinn erzielt werden kann.  

Die Transversalitätsbedingung (35) indes lässt sich ökonomisch wie folgt interpretieren: 

Die Hamilton-Funktion dient als Gewinn-Indikator für jeden betrachteten Zeitpunkt. 

Solange das Maximum der Hamilton-Funktion positiv ist, induziert dies eine Erhöhung 

                                                 
34  Eine anschauliche Zusammenfassung der Transversalitätsbedingungen findet man bei Léonard / Long 

(1992), S. 254. 
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des Zielfunktionals und damit zusätzliche Gewinnsteigerung. In diesem Fall baut das 

Rohstoffunternehmen den Energierohstoff weiter ab. Umgekehrt stoppt es den Abbau, 

sobald die Hamilton-Funktion nicht mehr positiv ist. Der optimale Ausstiegszeitpunkt �∗ 

ist also dann erreicht, wenn das Maximum der Hamilton-Funktion den Wert null 

annimmt. Damit also ein eindeutiges �∗ existiert, darf nach dem Ausstiegszeitpunkt das 

Maximum der Hamilton-Funktion zu keinem Zeitpunkt positiv sein. Dies lässt sich im 

vorliegenden Modell folgendermaßen begründen:  

Im optimalen Endzeitpunkt � = �∗ muss die Ableitung der Gewinnfunktion (7) nach der 

Zeit notwendigerweise den Wert null annehmen. 

 
��

��
= �� � �∗

 ��̅(�∗) �1 −
�(�∗)

�̅(�∗)
� − ���  �(�∗) = 0 ( 36 ) 

Als Lösungen dieser Gleichung folgen: 

 (�)   �(�∗) = 0       ∨       (�)   �(�∗) = (�̅(�∗) − ��) 
�̅(�∗)

�̅(�∗)
 ( 37 ) 

Gleichzeitig gilt entlang eines optimalen Abbaupfads stets �� = 0.  

 ��(�∗) = �̅(�∗) − �� − 2 
�̅(�∗)

�̅(�∗)
 �(�∗) − �(�∗) = 0 ( 38 ) 

Hiernach muss �(�∗) im optimalen Endzeitpunkt folgender Gleichung genügen: 

 �(�∗) =
�̅(�∗)

2
 �1 −

�� + �(�∗)

�̅(�∗)
� ( 39 ) 

Nach Einsetzen von Lösung (�) in diese Gleichung ergibt sich für den Schattenpreis im 

optimalen Endzeitpunkt: 

 �(�∗) = �� − �̅(�∗) ( 40 ) 

Für den Limitpreis im optimalen Endzeitpunkt �̅(�∗) muss indes �̅(�∗) ≥ �� gelten. 

Wäre �̅(�∗) kleiner als die marginalen Abbaukosten ��, dann würde für jedes positive 

�(�∗) ein Verlust eingefahren. Somit folgt, dass Lösung (�) unmittelbar                   

�(�∗) = �� − �̅(�∗) = 0 bedingt. Für ��(�∗) gilt dann: 
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 ��(�∗) = − 2 � 
�̅(�∗)

�̅(�∗)
 �(�∗) = 0 ( 41 ) 

Somit ergibt sich als Lösung für �(�∗): 

 �(�∗) = 0 ( 42 ) 

Die Hamilton-Funktion (16) führt dann in Verbindung mit der Lösung �(�∗) = 0 genau 

zu Transversalitätsbedingung (35): 

 �(�∗) = � ��̅(�∗) �1 −
�(�∗)

�̅(�∗)
� − ���  �(�∗) − �(�∗) �(�∗) = 0 ( 43 ) 

Abschließend soll die Hamilton-Funktion aus Gleichung (16) mit                 

�(�, �, �, �, �) = � ��̅(�) �1 −
�(�)

��(�)
� − ���  �(�) − �(�) �(�) betrachtet werden. Wie 

unter anderem in Stahlecker u.a. (2003) gezeigt, erlaubt das Pontrjagin‘sche 

Maximumprinzip nicht, dass im Optimum die Konstante � und die Kozustandsvariable 

�(�) gleichzeitig den Wert null annehmen. Da es sich bei � gemäß Pontrjagin u.a. (1967) 

um eine nichtnegative Konstante handelt, kann � – sofern es ungleich null ist – gleich 

eins gesetzt werden. Denn jede andere positive Konstante führt lediglich zu einem 

Skaleneffekt und verändert den optimalen Lösungspfad nicht. Um nun zu zeigen, dass 

� = 1 vorausgesetzt werden kann, muss nachgewiesen werden, dass � = 0 im im Fall von 

�(�) ≠ 0 nicht zielführend ist. Angenommen, � nimmt den Wert null an, dann ergibt sich 

für die Hamilton-Funktion (16):  

 � = − �(�) �(�) ( 44 ) 

Unter Berücksichtigung der Nebenbedingungen (11) und (12) sowie �(�) ≠ 0 lässt sich 

das Maximum dieser Hamilton-Funktion mittels der nun folgenden Fallunterscheidung 

bestimmen. Gilt �(�) > 0, dann wird � durch folgende optimale Steuerung maximiert: 

 �∗(�) = 0 ( 45 ) 

Gilt �(�) < 0, dann wird � indes durch folgende optimale Steuerung maximiert: 

 �∗(�) = �̅(�) ( 46 ) 
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Anhand des Zielfunktionals (7) mit � = ∫ �� � �  ��̅(�) �1 −
�(�)

��(�)
� − ���  �(�) ��

�

�
 kann 

man jedoch erkennen, dass sowohl bei (45) als auch (46) über den gesamten 

Betrachtungszeitraum kein Gewinn erzielt werden kann. So impliziert �∗(�) = 0, dass zu 

keinem Zeitpunkt Rohstoff abgebaut wird. Dann gilt � = 0. Eine optimale Abbaurate in 

Höhe der Sättigungsmenge mit �∗(�) = �̅(�) hingegen bewirkt einen Verlust in Höhe von 

� = ∫  �� � � (− ��) �(�) ��
�

�
. In (14) wurde indes festgelegt, dass der Limitpreis im 

Startpunkt über den Abbaukosten liegen soll. Hierdurch ist gewährleistet, dass 

mindestens zu Beginn ein Gewinn generiert werden kann, was aber offensichtlich im Fall 

� = 0 nicht möglich ist. � = 0 führt somit zu einem Widerspruch. Für die Konstante � 

gilt deshalb in der Folge: 

 � = 1 ( 47 ) 
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2.5 Bestimmung von Lösungspfaden 

Um im folgenden Abschnitt eine optimale Lösung zu bestimmen, werden an dieser Stelle 

nochmals alle hinreichenden Bedingungen zur Bestimmung eines optimalen Abbaupfads 

zur Maximierung des Zielfunktionals (7) dargestellt: 

 �∗(�) = ��� ��� �    ∀   � ∈ Ω, Ω(�(�), �) = ��(�): �(�) ∈ �0, �̅(�)�� ( 48 ) 

    

 �� = 0 ( 49 ) 

 ⇔   �̅(�) − �� −  
2  �̅(�) �∗(�)

�̅(�)
− �(�) + ��(�) − ��(�) = 0 ( 50 ) 

    

 �̇(�) = � �(�) − �� ( 51 ) 

 ⇔   �̇(�) = � �(�) − �(�) ( 52 ) 

    

 �(�) ≥ 0 ;      �(�) �∗(�) = 0 ( 53 ) 

 ��(�) ≥ 0 ;      ��(�) �∗(�) = 0 ( 54 ) 

 ��(�) ≥ 0 ;      ��(�) ��̅(�) − �∗(�)� = 0 ( 55 ) 

    

 �(�∗) ≥ 0 ;      �(�∗) �∗(�∗) = 0  ( 56 ) 

 �(�∗) = 0 ( 57 ) 

Zunächst wird das Ergebnis der partiellen Ableitung der Lagrange-Funktion (50) nach  

�∗(�) aufgelöst. Gleichzeitig werden die komplementären Schlupfbedingen in (53), (54) 

und (55) berücksichtigt. Innerhalb des Kontrollbereichs, der vorgegeben ist durch 

Ω(�(�), �) = ��(�): �(�) ∈ �0,  �� (�)��, ergeben sich dann folgende Beziehungen 

zwischen dem Kozustand �(�) und der optimalen Abbauintensität �∗(�): 

 �(�)  ≥  �̅(�) − ��   ⇔   �∗(�) = 0 ( 58 ) 

    
 �(�)  ≤  − �̅(�) − ��   ⇔   �∗(�) = �̅(�) ( 59 ) 

Und für alle übrigen Werte des Kozustands folgt für die optimale Abbaurate: 
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 − �̅(�) − �� < �(�) < �̅(�) − ��   ⇔   �∗(�) = �∗(�) =  
�̅(�)

2
�1 −

�� + �(�) 

�̅(�)
� ( 60 ) 

(58), (59) und (60) werden in der Folge als Äquivalenzbedingungen bezeichnet.  

Anhand dieser Ergebnisse wird deutlich, dass die optimale Steuerung �∗(�) unmittelbar 

abhängig von der Höhe des Kozustands �(�) ist. Die Veränderung von �(�) auf dem 

Zeitstrahl wird indes durch die Bewegungsgleichung (52) vorgegeben.  

Da es sich um ein dynamisches Optimierungsproblem handelt, muss geklärt werden, 

welche optimale Steuerung zu Beginn des Betrachtungszeitraums existiert und welche 

Art von Wechsel der optimalen Steuerung möglich ist. In der Kontrolltheorie ist es üblich, 

der Kontrollvariablen sogenannte Regime zuzuordnen: 

 Regime 1 → �∗(�) = 
�̅(�)

2
�1 −

�� + �(�)

�̅(�)
�  ( 61 ) 

      

 Regime 2 → �∗(�) = 0 ( 62 ) 

      

 Regime 3 → �∗(�) = �̅(�) ( 63 ) 

Die Regime 2 oder 3 können zum Zeitpunkt �� nicht aktiv sein. Dies kann wie folgt 

begründet werden: 

Aufgrund der Eingangsbedingung (9) gilt �(��) > 0. Dann folgt anhand der 

komplementären Schlupfbedingung (53) unmittelbar �(�) = 0. Hierdurch vereinfacht 

sich Bewegungsgleichung (52) zu:  

 �̇(�) = � �(�) ( 64 ) 

Aus dieser gewöhnlichen Differentialgleichung folgt als Lösung für �(�): 

 �(�) = �(��) �� � ( 65 ) 

Wäre nun zum Zeitpunkt �� Regime 2 oder 3 aktiv, so müsste aufgrund der 

Äquivalenzbedingungen (58) oder (59) �(��) entweder die Ungleichung  

 �(��) ≥ �̅(��) − �� ( 66 ) 

oder 
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 �(��) ≤ − �̅(��) − �� ( 67 ) 

erfüllen. Da jedoch gemäß Eingangsbedingung (14) �̅(��) − �� > 0 gilt, muss �(��) in 

Ungleichung (66) positiv und in (67) negativ sein. Solange Rohstoff abgebaut wird, 

wächst oder fällt �(�) streng monoton. Der Term �̅(�) − �� hingegen sinkt und     

– �̅(�) − �� indes steigt streng monoton. Somit würde während des gesamten 

Betrachtungszeitraums ausschließlich Regime 2 oder ausschließlich Regime 3 gelten. 

Dann könnte jedoch kein Gewinn erzielt werden. Dies widerspricht wiederum der 

Eingangsbedingung (14), wonach zum Zeitpunkt �� der Limitpreis über den Abbaukosten 

liegt und somit mindestens ein �� existieren muss, für welches das Zielfunktionial größer 

als null und die optimale Abbaurate �∗(��) innerhalb des Intervalls �0; �̅(�)� liegt. 

Hieraus folgt, dass zum Zeitpunkt �� nur Regime 3 eintreten kann. 

Mithilfe der bisherigen Überlegungen wird nun ein Algorithmus zur Bestimmung einer 

optimalen Lösung aufgestellt. Grundsätzlich muss zwischen den Fällen unterschieden 

werden, ob zum optimalen Ausstiegszeitpunkt �∗ noch Rohstoff vorhanden oder 

unmittelbar erschöpft ist.  

Zuerst wird der Fall untersucht, dass der Rohstoff zum optimalen Ausstiegszeitpunkt �∗ 

erschöpft ist: 

 �(�∗) = 0  ( 68 ) 

Aufgrund Bedingung (49) gilt im Maximum der Hamilton-Funktion �� = 0; aufgrund 

(57) gilt im optimalen Endzeitpunkt �(�∗) = 0.  

Gemäß (50) ergibt sich für �(�) in �∗: 

 �(�∗) = �̅(�∗) − 2 
�̅(�∗)

�̅(�∗)
 �(�∗) − �� + ��(�∗) − ��(�∗) ( 69 ) 

Aus �(�∗) = 0 in Verbindung mit (16) und � = 1 folgt für den Schattenpreis im 

optimalen Endzeitpunkt:  

 �(�∗) = �̅(�∗) − 2 
�̅(�∗)

�̅(�∗)
 �(�∗) − �� ( 70 ) 

Aufgrund der Stetigkeit der optimalen Abbaurate �∗(�) ist ausgeschlossen, dass �∗(�) 

Sprünge aufweisen kann. Da dies gemäß Lemma 1 insbesondere auch an der 
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Verbindungsstelle �(�) = 0 gilt, müssen �∗(�∗) = 0 und �∗(�∗) = 0 im Fall eines 

kompletten Abbaus der Reserven gleichzeitig eintreten.35 Mithin befindet man sich dann 

genau an der Übergangsstelle von Regime 1 nach Regime 2. (69) und (70) können somit 

modifiziert werden zu: 

 �(�∗) = �̅(�∗) − �� + ��(�∗) − ��(�∗) ( 71 ) 

   

 �(�∗) = �̅(�∗) − �� ( 72 ) 

Beide Gleichungen gelten nur, falls ��(�∗) = 0 und ��(�∗) = 0 erfüllt ist. Lemma 1 

impliziert, dass �(�) an der Übergangsstelle von Regime 1 nach 2 ebenfalls keinen 

Sprung aufweisen darf. Mithin gilt dann aufgrund der komplementären Schlupfbedingung 

(53) nicht nur bei �(�) > 0, dass �(�) den Wert null annehmen muss, sondern auch für 

den Endzeitpunkt mit �(�∗) = 0. Mithin folgt für (71): 

 �(�∗) = �̅(�∗) − �� = �(��) �� �∗
 ( 73 ) 

Und nach Auflösen nach �(��) folgt: 

 �(��) = (�̅(�∗) − ��) ��� �∗
 ( 74 ) 

Im optimalen Endzeitpunkt ist der Rohstoff gerade erschöpft. Dann muss Folgendes 

gelten: 

 �(�∗)  =  �� − � �∗

�∗

�

(�) �� =  �� − �
�̅(�)

2
 �1 −

�� + �(�)

�̅(�)
�

�∗

�

 �� =  0 ( 75 ) 

Unter Berücksichtigung von (74) und (73) folgt:  

 �(�∗) = �� −
�

�
�

��(�)

��(�)
 ���(�) − �� − (��(�∗) − ��) �� (���∗)�

�∗

�

 ��  =   � ( 76 ) 

Anhand dieser Gleichung lässt sich �∗ numerisch berechnen. In einem weiteren Schritt 

lassen sich dann mithilfe von (74) und (65) �(��) sowie �(�) ermitteln. Im letzten Schritt 

werden die ermittelten Größen zur Bestimmung der Abbaurate �∗(�) genutzt. Während 

                                                 
35  Siehe Abschnitt 2.4, S. 22. 
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der Abbauphase befindet sich das dominante Rohstoffkartell in Regime 1. Aus (61) folgt 

dann: 

 �∗(�) =
��(�)

�
�� −

�� + �(��) �� �

��(�)
� ( 77 ) 

Anzumerken ist, dass aufgrund �̅(�∗) < �̅(�) folgende Ungleichungen für alle                 

� ∈ [0,  �∗[ erfüllt sind: 

 �̅(�) − �� − (�̅(�∗) − ��) �� (���∗)  >  0 ( 78 ) 

Mithilfe von Gleichung (3) lassen sich der Limitpreis �̅(�), aber auch �̅(�∗) ersetzen. 

Nach weiterer Umformung von (78) erhält man: 

 � ��� � + �� − �� − ��  >  �� ��� �∗
+ �� − �� − ��� �� (���∗) ( 79 ) 

Da für alle � ≤ �∗ die Ungleichungen � ��� � ≥  � ��� �∗
 sowie 0 < �� (���∗) ≤ 1  erfüllt 

sind, ist es für die Existenz von Ungleichung (79) hinreichend, dass die langfristig fixen 

Mindestgrenzkosten der Backstop-Technologie �� über der Summe aus Abbaukosten des 

Rohstoffs �� sowie zugehöriger konventioneller Energiewandlungstechnik �� liegen. 

Dies ist gleichbedeutend mit einem positiven anfänglichen Schattenpreis sowie einem 

garantierten vollständigen Abbau sämtlicher Rohstoffreserven. Der Fall, dass �∗ → ∞ 

eintritt, kann in der Theorie lediglich für den Fall  �� = �� + ��  nicht ausgeschlossen 

werden.  

Nun folgt der Fall, dass zum optimalen Ausstiegszeitpunkt �∗ noch Rohstoff übrig ist, 

somit also gilt: 

 �(�∗) > 0 ( 80 ) 

Aus Bewegungsgleichung (52) in Verbindung mit der komplementären 

Schlupfbedingung (53) folgt weiterhin für alle �∗(�) ∈ �0, �̅�: 

 �̇(�) = � �(�) ( 81 ) 

mit der Lösung: 

 �(�) = �(��) �� � ( 82 ) 

Ferner muss die Transversalitätsbedingung (56) für den Kozustand erfüllt sein:  
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 �(�∗) ≥ 0 ;      �(�∗) �(�∗) = 0  ( 83 ) 

Anhand dieser Bedingung wird deutlich, dass �(�∗) den Wert null annehmen muss, wenn 

am Ende noch Rohstoff in situ verbleiben sollte. Mithin ergibt sich dann als Lösung für 

�(��) und �(�): 

 �(��) = �(�) = 0 ( 84 ) 

Daraus folgt unmittelbar für die optimale Steuerung in Regime 1: 

 �∗(�) =
��(�)

�
�� −

��

��(�)
� ( 85 ) 

Die optimale Abbaurate ist in diesem Fall unabhängig vom Kozustand (Schattenpreis) 

und somit auch von der Diskontierung in Höhe des Marktzinses �. Gleichung (85) 

beschreibt mithin nichts anderes als die Schar an Cournot-Punkten (�∗, �) für alle           

� ∈ [0, �∗] der Gewinnfunktion (7).36 Um nun den optimalen Ausstiegszeitpunkt �∗ zu 

bestimmen, wird die zugehörige Ungleichung für den Kozustand in Regime 1 betrachtet. 

Aus der Äquivalenzbedingung (60) folgt in Verbindung mit (84): 

 − �̅(�) − ��  <   �(�) = 0  <   �̅(�) − �� ( 86 ) 

Der optimale Ausstiegszeitpunkt wird am Übergangspunkt von Regime 1 nach         

Regime 2 erreicht. Dann nehmen �̅(�) − �� und somit �∗(�) den Wert null an. Dies 

bedeutet, dass ab diesem Zeitpunkt die Summe aus marginalen Abbaukosten �� und 

marginalen Produktionskosten der konventionellen Energiewandlungstechnik ��  die 

Grenzkosten der Substitutionskonkurrenz überschreiten. In der Folge kann der dominante 

Rohstoffproduzent keinen Rohstoff mehr wirtschaftlich veräußern. Mithin ist der in der 

Lagerstätte verbliebene Rohstoff wertlos. Für den Schattenpreis im Endzeitpunkt folgt 

auch hier: 

 �(�∗) = �̅(�∗) − �� =  0 ( 87 ) 

Dann lässt sich der optimale Ausstiegszeitpunkt �∗ wie folgt berechnen: 

 

                                                 
36  Zum Beweis siehe Anhang 2, S. 124. 
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 �̅(�∗) − �� = 0   ( 88 ) 

 ⇔ � �� � �∗
+ �� − �� − �� = 0   ( 89 ) 

     

 ⇔ �∗ = − 
�

�
 �� �

�� + �
�

− ��

�
�   ( 90 ) 

Wie man anhand Gleichung (90) sieht, lässt sich nur dann ein eindeutiger optimaler 

Ausstiegszeitpunkt �∗ bestimmen, wenn die Summe aus marginalen Extraktionskosten 

�� und Grenzkosten der konventionellen Energiewandlungstechnik �� über den fixen 

Stückkosten der Substitutionskonkurrenz �� liegen.37 

Dass der Rohstoff tatsächlich zum optimalen Endzeitpunkt nicht erschöpft ist, muss im 

Rahmen der Bestimmung der Lösung zusätzlich anhand folgender Gleichung verifiziert 

werden: 

 �(�∗) = �� − � �∗(�) ��

�∗

�

= �� − �
�̅(�)

2
�1 −

��

�̅(�)
�

�∗

�

 �� >  0 ( 91 ) 

Ist diese Gleichung erfüllt, so existiert ein optimaler Ausstiegszeitpunkt �∗, zu welchem 

der Rohstoff nicht komplett abgebaut ist. Dann ist es für das Rohstoffkartell optimal, zu 

jedem Zeitpunkt die Cournot-Menge zu fördern und anzubieten. Gleichwohl ändert sich 

die Cournot-Menge aufgrund der Dynamik der Preisabsatzfunktion kontinuierlich. 

 

 

 

 

 

 

                                                 
37  Nur unter dieser Bedingung nimmt der natürliche Logarithmus in (90) negative und der optimale 

Ausstiegszeitpunkt �∗ positive Werte an. 
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2.6 Sensitivitätsanalyse klimapolitischer Instrumente 

In diesem Abschnitt wird die Wirkung der Veränderung der optimalen Abbaurate infolge 

marktkonformer klimapolitischer Eingriffe untersucht. Hierbei wird angenommen, dass 

die untersuchten Maßnahmen global und damit durch sämtliche Verbraucherländer 

durchgeführt werden. Gleichzeitig wird von einer Proportionalität zwischen der 

Abbauintensität und der CO2-Emissionsmenge ausgegangen. Unter Berücksichtigung 

von Lenton u.a. (2008) wird vorausgesetzt, dass Kipp-Punkte im Klimasystem existieren, 

bei deren Überschreiten irreversible kollaterale Umweltschäden eintreten. So kann jede 

klimapolitische Maßnahme, die einen gegenwärtigen Anstieg der optimalen 

Abbauintensität des Rohstoffkartells zur Folge hat, als Grünes Paradoxon interpretiert 

werden.  

Betrachtet werden klimapolitische Maßnahmen in Form einer Mengen- oder 

Wertbesteuerung des fossilen Brennstoffs sowie die Subventionierung von 

Backstop-Technologien. 

2.6.1 Mengensteuer 

Im Folgenden soll untersucht werden, wie sich eine auf dem Zeitstrahl konstante 

beziehungsweise steigende Mengenbesteuerung fossiler Brennstoffe auf das optimale 

Abbauverhalten des dominanten Rohstoffkartells auswirkt.  

Kernaussagen 

 Die Implikation einer konstanten beziehungsweise bis zur Höhe des Marktzinses 

wachsenden Mengensteuer führt im Fall, dass die Erschöpfung des Rohstoffs 

optimal ist, zu einer Verlängerung des Abbauzeitraums bei gleichzeitiger 

Reduktion der gegenwärtigen Abbauintensität. Mithin ist eine solche Maßnahme 

klimapolitisch wirksam. Indes führt eine Wachstumsrate der Mengensteuer 

oberhalb des Kapitalmarktzinses zu einem Grünen Paradoxon.  

 Für den Fall, dass gegen Ende des optimalen Abbauzeitraums Rohstoffreserven 

in situ verbleiben, verringern sowohl eine konstante als auch eine steigende 

Mengensteuer unabhängig von der Höhe des Kapitalmarktzinses die 

Abbauintensität. Gleichzeitig wird die Abbaudauer verkürzt. Dies bedeutet, dass 

im Vergleich zu ausbleibender Besteuerung mehr Rohstoffvorkommen in der 
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Lagerstätte verbleiben. Es handelt sich somit um eine klimapolitisch effektive 

Maßnahme ohne Einschränkung. 

Begründung 

Die lineare exogene Preisabsatzfunktion (4) muss infolge der Besteuerung des Rohstoffs 

modifiziert werden. Es wird zwischen Netto- und Brutto-Rohstoffpreis unterschieden. 

Für die Verbraucher ist der Bruttopreis nachfrageinduzierend. Für das Rohstoffkartell ist 

der Nettopreis gewinninduzierend.  

In der folgenden Grafik wird die Preisabsatzkurve bei Besteuerung rot und die 

Preisabsatzkurve ohne Besteuerung schwarz dargestellt. Der Parameter � stellt die Höhe 

des Betrags der Mengensteuer dar.  

Abbildung 6: Dynamische Preisabsatzkurve bei Mengensteuer 
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Wie man anhand dieses Schaubildes erkennen kann, ergibt sich die gewinninduzierende, 

farblich rot dargestellte Preisabsatzkurve inklusive Besteuerung aus einer 

Parallelverschiebung der Brutto-Preisabsatzkurve in Höhe des Steuersatzes �. Die 

Preisabsatzfunktion aus (4) wird modifiziert zu: 

 �(�, �, �)  =  �̅(�) − � −
�̅(�)

�̅(�)
 �(�)  =  �̅(�) �1 −

�(�)

�̅(�)
� − � ( 92 ) 

Das Zielfunktional des dominanten Rohstoffkartells (7) wird durch Implikation des 

Steuersatzes modifiziert und erhält die Gestalt: 

 �(�, �, �) =  � �� � �  ��̅(�) �1 −
�(�)

�̅(�)
� − � − ���  �(�) ��  →   ���  

�∗

�

 ( 93 ) 

Mithin ergibt sich folgende modifizierte Hamilton- und Lagrange-Funktion: 

 � =  ��̅(�) �1 −
�(�)

�̅(�)
� − � − ���  �(�) − �(�) �(�) ( 94 ) 

   

 � =  � + �(�) �(�) + ��(�) �(�) + ��(�) ��̅(�) − �(�)� ( 95 ) 

Gemäß (50) muss im Maximum für die partielle Ableitung der Lagrange-Funktion nach 

� gelten: 

 �� =  �̅(�) − � − �� −
2 �̅(�) �(�)

�̅(�)
− �(�) + ��(�) − ��(�)  =  0 ( 96 ) 

Für den Schattenpreis gilt während der Abbauphase unverändert:  

 �(�) = �(��) �� �  ( 97 ) 

Die zugehörige Transversalitätsbedingung im Endzeitpunkt erfährt ebenfalls keine 

Änderung: 

 �(�∗) ≥ 0 ;     �(�∗) �∗(�∗) = 0  ( 98 ) 

Die zugehörigen Kuhn-Tucker-Bedingungen inklusive der komplementären 

Schlupfbedingungen lauten gemäß (31), (32) und (33) weiterhin: 

 �(�) ≥ 0 ;     �(�) �(�) = 0 ( 99 ) 
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 ��(�) ≥ 0 ;     ��(�) �(�) = 0 ( 100 ) 

    

 ��(�) ≥ 0 ;     ��(�) ��̅(�) − �(�)� = 0 ( 101 ) 

Aufgrund der gerade skizzierten Bedingungen ergibt sich zwischen dem Schattenpreis 

des dominanten Rohstoffproduzenten und der optimalen Abbaurate folgende 

Modifikation der Äquivalenzbedingungen (58), (59), (60): 

 �(�) ≥ �̅(�) − �� − �  ⇔   �∗(�) = 0 ( 102 ) 

    
 �(�) ≤ − �̅(�) − �� − �  ⇔   �∗(�) = �̅(�) ( 103 ) 

    

 − �̅(�) −  �� − � < �(�) < �̅(�) − �� − �  ⇔   �∗(�) = �∗(�) =  
�̅(�)

2
 �1 −

�� + � + �(��) �� � 

�̅(�)
� ( 104 ) 

(104) stellt hierbei die hinreichende Bedingung für Regime 1, also die Abbauphase dar. 

Der optimale Ausstiegszeitpunkt ist mithin genau dann erreicht, wenn                           

�(�) = �̅(�) − �� − � gilt.  

1. Fall: Die Rohstoffreserven werden im Optimum vollständig abgebaut. 

Mithin werden (73) und (74) modifiziert zu: 

 �(�∗) = �(��) �� �∗
= �̅(�∗) − �� − � ⇔  �(��) = (�̅(�∗) − �� − �) ��� �∗

 ( 105 ) 

    

 �(�∗) = �� − � �∗

�∗

�

(�) �� = �� − �
�̅(�)

2
 �1 −

�� + � + �(��) �� � 

�̅(�)
�

�∗

�

 �� = 0 ( 106 ) 

Unter Berücksichtigung von (105) lässt sich nach Einsetzen in Gleichung (106) der 

optimale Ausstiegszeitpunkt �∗ anhand des folgenden Integrals numerisch berechnen: 

 �(�∗) = �� −
1

2
�

�̅(�)

�̅(�)
 ��̅(�) − �� − � − (�̅(�∗) − �� − �) �� (���∗)�

�∗

�

 �� = 0 ( 107 ) 

Nach Umformung kann diese Gleichung geschrieben werden als: 

 �� − �  
1

2
 
�̅(�)

�̅(�)
 ��̅(�) − �� − (�̅(�∗) − ��) �� (���∗)�

�����������������������������
�∗(�) (���� ������)

�∗

�

+
1

2
 
�̅(�)

�̅(�)
 �� �� (���∗) − �� �� = 0 

 
( 108 ) 
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Da �∗ > � vorausgesetzt werden kann, nimmt 
1

2
 
��(�)

�̅(�)
 �� �� (���∗) − �� in (108) zu jedem 

Zeitpunkt negative Werte an. Der Term 
1

2
 
��(�)

�̅(�)
��̅(�) − �� − (�̅(�∗) − ��) �� (���∗)� in 

(108) entspricht genau dem Integranden aus (76) und somit der optimalen Abbauintensität 

ohne Besteuerung. Damit im Endzeitpunkt �(�∗) = 0 gewährleistet ist, muss sich �∗ 

zum Fall einer ausbleibenden Besteuerung ändern. Aufgrund (3) gilt, dass �̅(�∗) streng 

monoton in �∗ fällt. Dies impliziert, dass 
1

2
 
��(�)

�̅(�)
 ��̅(�) − �� − (�̅(�∗) − ��) �� (���∗)� 

streng monoton in �∗ steigt. Folglich lässt sich die negative Steuerkomponente 

1

2
 
��(�)

�̅(�)
 �� �� (���∗) − �� in (108) ausschließlich durch ein Ansteigen von �∗ kompensieren. 

Dies induziert ein Absinken der Abbauintensität im Startpunkt �� und damit in der 

Gegenwart. 

Angenommen, � steigt – wie durch Sinn (2008a, 2008b) vermutet wird – im Zeitverlauf 

an, dann ändern sich bei einer Wachstumsrate der Mengensteuer in Höhe des 

Kapitalmarktzinses � (105) und (106) zu: 

 �(�∗) = �(��) �� �∗
= �̅(�∗) − �� − � �� �∗

 ⇔ �(��) = (�̅(�∗) − ��) ��� �∗
− � ( 109 ) 

    

 �(�∗) = �� − � �∗

�∗

�

(�) �� = �� − �
�̅(�)

2
 �1 −

�� + � �� � + �(��) �� � 

�̅(�)
�

�∗

�

 �� = 0 ( 110 ) 

Indes folgt für (110) unter Berücksichtigung von (108): 

 �� − �
1

2
 
�̅(�)

�̅(�)
 ��̅(�) − �� − (�̅(�∗) − ��) �� (���∗)�

�∗

�

+
1

2
 
�̅(�)

�̅(�)
 ��  �� �∗

 �� (���∗) − �  �� �������������������
�

 �� = 0 ( 111 ) 

Da ��  �� �∗
 �� (���∗) − �  �� �� in (111) einem Wert von null entspricht, wirkt eine mit der 

Zinsrate steigende Mengensteuer offensichtlich neutral und hat keinen Einfluss auf die 

optimale Abbauintensität. Zu diesem Ergebnis gelangen auch Hoel (2012) sowie             

van der Ploeg / Withagen (2012) in ihren Modellierungen.  

Wird davon ausgegangen, dass die Mengensteuer mit einer Rate � wächst, die höher als 

der Marktzins � ist, so hat dies zur Folge, dass sich in (108) der Term 

�

�
 
��(�)

�̅(�)
�� �� (���∗) − �� zu 

1

2
 
��(�)

�̅(�)
 �� ��� �∗ � � (���∗) − �� ��� ändert. Da �∗ > � 

vorausgesetzt werden kann, gilt:  
1

2
 
��(�)

�̅(�)
 �� ��� �∗ � � (���∗) − �� ���  >
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�

�
 
��(�)

�̅(�)
 �� �� (���∗) − ��. Damit �(�∗) = 0 weiterhin erfüllt ist, muss �∗ angepasst werden. 

Aufgrund des streng monotonen Anstiegs von 
1

2
 
��(�)

�̅(�)
 �� ��� �∗ � � (���∗) − �� ��� sowie 

1

2
 
��(�)

�̅(�)
 ��̅(�) − �� − (�̅(�∗) − ��) �� (���∗)� in �∗ lässt sich �(�∗) = 0 ausschließlich 

durch eine Verringerung der optimalen Abbaudauer �∗ gewährleisten. Somit erhöht sich 

die gegenwärtige Abbauintensität sowohl im Vergleich zu einer Mengensteuer, die in 

Höhe der Kapitalmarkt-Zinsrate wächst, als auch im Vergleich zu einer nicht 

vorhandenen Besteuerung. Jede Steigerung der Mengensteuer unterhalb der Zinsrate führt 

indes zum umgekehrten Fall und damit zu einer gegenwärtigen Absenkung der optimalen 

Abbauintensität bei gleichzeitiger Verlängerung des Abbauzeitraums.   

2. Fall: Die Rohstoffreserven werden im Optimum nicht vollständig abgebaut. 

Der Fall nicht vollständig abgebauter Rohstoffreserven bedingt gemäß (84) einen 

anfänglichen Schattenpreis �(��) in Höhe von null. Somit genügt die optimale Abbaurate 

�∗(�) bis zum Ausstiegszeitpunkt der Gleichung: 

 �∗(�) =
�̅(�)

2
�1 −

�� + �

�̅(�)
� ( 112 ) 

Der optimale Ausstiegszeitpunkt �∗ berechnet sich in diesem Fall wie folgt: 

 �(�∗) = �̅(�∗) − �� − � = 0   ( 113 ) 

 ⇔ � �� � �∗
+ �� − �� − �� − � = 0   ( 114 ) 

     

 ⇔ �∗ = −
1

�
 ���

� + �� + �
�

− ��

�
�   ( 115 ) 

(115) lässt erkennen, dass nur unter der Bedingung �� < �� + �� + � eine positive 

optimale Abbaudauer �∗ möglich ist. Um gleichzeitig einen Restbestand in den 

Rohstofflagerstätten mit Beendigung des Abbaus zu garantieren, muss darüber hinaus 

folgende Ungleichung erfüllt sein: 

 �� − �
�̅(�)

2
�1 −

�� + �

�̅(�)
�

�∗

�

 �� >  0 ( 116 ) 
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Wie man anhand der Gleichungen (112) und (115) erkennen kann, senkt eine 

Mengenbesteuerung im Fall eines Restbestands ceteris paribus die optimale Abbaurate 

�∗(�) und reduziert gleichzeitig die optimale Abbaudauer �∗. Dies bedeutet, dass mehr 

Rohstoff in situ verbleibt.  

Angenommen, � steigt im Zeitverlauf – wie durch Sinn (2008a, 2008b) vermutet wird – 

an, dann bleibt zwar die gegenwärtige Abbauintensität zunächst gleich, sinkt jedoch auf 

dem Zeitstrahl im Vergleich zu einer konstanten Mengenbesteuerung. Die Höhe des 

Marktzinses spielt keine Rolle. Im Ergebnis ist ein kontinuierlicher Anstieg der 

Mengensteuer im Fall eines Restbestandes umweltpolitisch wirksamer als eine konstante 

Steuer. 

Die ermittelten analytischen Ergebnisse sollen nun durch eine Simulation anhand von 

Zahlenbeispielen unterschiedlich hoher Steuersätze veranschaulicht werden.38 Zur 

Illustration werden diskrete konstante Mengensteuersätze gewählt. Als 

Eingangsparameter werden folgende Werte ohne spezifische Einheiten festgelegt: 

 �� = 150  

 � = 20  

 �̅(��) = 15  

 �� = 10  

 �� − �� = 15  

 � = 2.0 %  

 � = 2.0 %  

 � = 1.0 %  

Der anfängliche Rohstoffbestand �� sei zehnmal so hoch wie die Sättigungsmenge �̅(��). 

Ferner soll die Differenz aus fixen Mindestgrenzkosten der Backstop-Technologie und 

marginalen Produktionskosten konventioneller Technologie (�� − ��) die Abbaukosten 

�� um 50 Prozent übertreffen. Der anfängliche Limitpreis, der sich aus der Summe von 

� und (�� − ��) berechnet, hat somit einen Wert von 35 Einheiten. Die preisreduzierende 

bisherige und erwartete Innovationsrate � der Backstop-Technologie wird mit ein Prozent 

                                                 
38  Bezüglich zugehöriger Programmierung der Simulation siehe Anhang 1, S. 120f. 
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sehr konservativ gewählt, um hierdurch die Wirkung einer Mengenbesteuerung auf das 

Abbauverhalten bei exogen niedriger Innovationsgeschwindigkeit hervorzuheben.  

Die folgenden Grafiken stellen den Verlauf des Rohstoffbestands, die aus Sicht des 

Rohstoffproduzenten gewinnmaximierende Abbaurate sowie den zugehörigen 

Rohstoffpreis dar. Die blaue Linie zeigt dabei stets die Trajektorie der untersuchten 

Größen ohne Erhebung einer Mengensteuer.  

 

Abbildung 7: Optimale Abbauintensität bei konstantem Mengensteuersatz 
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Abbildung 8: Optimale Reservenentwicklung bei konstantem Mengensteuersatz 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Der optimale Ausstiegszeitpunkt variiert hier beträchtlich. Im Fall ohne Besteuerung 

beträgt �∗ circa 47 Zeiteinheiten. Bei einer Mengensteuer in Höhe von � = 10 steigt �∗ 

auf ungefähr 60. Im Fall von � = 15 steigt �∗ auf einen Wert von 69 und sinkt bei einer 

Erhöhung der Steuer auf � = 20 auf ungefähr 29 Zeiteinheiten. Bei einer Besteuerung in 

Höhe von � = 10 wird der Rohstoff noch vollständig abgebaut. Bei einer Besteuerung in 

Höhe von � = 15 sind im Endzeitpunkt indes Rohstoffreserven in Höhe von fast                

20 Prozent des Anfangsbestands vorhanden. Im Fall eines Steuerbetrags von � = 20 

verbleiben im vorliegenden Zahlenbeispiel sogar knapp 90 Prozent der Rohstoffreserven 

in situ. Die Entwicklung des für den Verbraucher geltenden Brutto-Rohstoffpreises sieht 

wie folgt aus:  
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Abbildung 9: Optimaler Brutto-Rohstoffpreis bei konstantem Mengensteuersatz 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Im Fall einer konstanten Mengensteuer ist der anfängliche Rohstoffpreis im Vergleich 

zur ausbleibenden Besteuerung umso höher, je höher der Steuersatz gewählt wird. Jedoch 

sind in den vorliegenden Zahlenbeispielen gegensätzliche Tendenzen zu beobachten. 

Während beispielsweise der Rohstoffpreis im Fall einer Nichtbesteuerung langfristig 

steigt, sinkt er durch Implikation einer Mengensteuer und kann den Gleichgewichtspreis 

ohne Besteuerung sogar unterschreiten. Dass der Preis ohne Besteuerung im vorliegenden 

Zahlenbeispiel im Durchschnitt langfristig steigt, liegt sowohl am Verhältnis der 

Sättigungsmenge �̅(��) zum anfänglichen Limitpreis �̅(��) als auch an der 

Wachstumsrate der Sättigungsmenge �, die mit zwei Prozent doppelt so hoch wie die 

Rate der technischen Innovation � festgelegt wird. 

2.6.2 Wertsteuer 

Im folgenden Abschnitt soll untersucht werden, wie sich eine im Zeitverlauf konstante 

beziehungsweise steigende Wertbesteuerung des Rohstoffs auf das optimale 

Abbauverhalten des dominanten Rohstoffkartells auswirkt. Im Gegensatz zu einer 

Mengensteuer muss bei einer Wertsteuer ein Prozentsatz des erzielten Preises pro 
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Rohstoffeinheit durch den Verbraucher beglichen werden. Eine Mehrwertsteuer stellt ein 

Beispiel für eine Wertsteuer dar. 

Kernaussagen 

 Die Implikation einer konstanten beziehungsweise bis zur Höhe des Marktzinses 

wachsenden Wertsteuer führt im Fall, dass die Erschöpfung des Rohstoffs optimal 

ist, zu einer Verlängerung des Abbauzeitraums bei gleichzeitiger Reduktion der 

gegenwärtigen Abbauintensität. Mithin ist eine solche Maßnahme klimapolitisch 

wirksam. Indes führt eine Wachstumsrate des Wertsteuersatzes oberhalb des 

Kapitalmarktzinses zu einem Grünen Paradoxon.  

 Für den Fall, dass gegen Ende des optimalen Abbauzeitraums Rohstoffreserven 

in situ verbleiben, verringern sowohl eine konstante als auch eine steigende 

Wertsteuer unabhängig von der Höhe des Kapitalmarktzinses die Abbauintensität. 

Gleichzeitig wird die Abbaudauer verkürzt. Dies bedeutet, dass im Vergleich zu 

ausbleibender Besteuerung mehr Rohstoffvorkommen in der Lagerstätte 

verbleiben. Es handelt sich somit um eine klimapolitisch effektive Maßnahme. 

 Im Ergebnis entfaltet eine Wertsteuer die gleiche Wirkung wie eine 

Mengenbesteuerung des Rohstoffs.  

Begründung 

Auch im Fall einer Wertbesteuerung muss die lineare exogene Preisabsatzfunktion (4) 

des Basismodells modifiziert werden. Für die Verbraucher ist weiterhin der Bruttopreis 

nachfrageinduzierend, während für das Rohstoffkartell ausschließlich der Nettopreis 

gewinninduzierend und somit ausschlaggebend ist.  

In der folgenden Grafik wird die Preisabsatzkurve bei Besteuerung rot und die 

Preisabsatzkurve ohne Besteuerung schwarz dargestellt.  

Der Parameter � bildet den prozentualen Wertsteuersatz. Der nominale Betrag ist 

abhängig vom erzielten Verkaufspreis. 
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Abbildung 10: Dynamische Preisabsatzkurve bei Wertsteuer 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Wie man anhand des Schaubildes erkennen kann, verschiebt sich die Netto-

Preisabsatzfunktion aufgrund der Reduzierung des exogenen Limitpreises in Höhe von 

anteilig 
�̅(�)

���
. Die Preisabsatzkurve wird durch eine Wertsteuer abgeflacht. Die 

Preisabsatzfunktion aus (4) erlangt die modifizierte Form: 

 �(�, �, �) =
�̅(�)

1 + �
−

�̅(�)

(1 + �) �̅(�)
  �(�)  =  

�̅(�)

1 + �
  �1 −

�(�)

�̅(�)
� ( 117 ) 

Das Zielfunktional des dominanten Rohstoffunternehmens in Form der intertemporalen 

Gewinnfunktion � erlangt durch Implikation des Steuersatzes die Gestalt: 

 �(�, �, �) = � �� � �  �
�̅(�)

1 + �
 �1 −

�(�)

�̅(�)
� − ���  �(�) ��  →   ���  

�∗

�

 ( 118 ) 

Mithin ergibt sich folgende modifizierte Hamilton- und Lagrange-Funktion: 
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 � = �
�̅(�)

1 + �
 �1 −

�(�)

�̅(�)
� − ���  �(�) − �(�) �(�) ( 119 ) 

   

 � = � + �(�) �(�) + ��(�) �(�) + ��(�) ��̅(�) − �(�)� ( 120 ) 

Gemäß (50) muss im Maximum für die partielle Ableitung der Lagrange-Funktion nach 

� gelten: 

 �� =
�̅(�)

1 + �
− �� −

2 �̅(�) �(�)

(1 + �) �̅(�)
− �(�) + ��(�) − ��(�)  =  0 ( 121 ) 

Für den Schattenpreis gilt während der Abbauphase unverändert:  

 �(�) = �(��) �� �  ( 122 ) 

Die zugehörige Transversalitätsbedingung im Endzeitpunkt erfährt ebenfalls keine 

Änderung: 

 �(�∗) ≥ 0 ;      �(�∗) �∗(�∗) = 0 ( 123 ) 

Für die zugehörigen Kuhn-Tucker-Bedingungen inklusive der komplementären 

Schlupfbedingungen gilt gemäß (31), (32) und (33) weiterhin: 

 �(�) ≥ 0 ;   �(�) �(�) = 0 ( 124 ) 

    
 ��(�) ≥ 0 ;    ��(�) �(�) = 0 ( 125 ) 

    

 ��(�) ≥ 0 ;    ��(�) ��̅(�) − �(�)� = 0 ( 126 ) 

Aufgrund der skizzierten Bedingungen ergibt sich zwischen dem Schattenpreis des 

dominanten Rohstoffproduzenten und der optimalen Abbaurate folgende Modifikation 

der Äquivalenzbedingungen (58), (59), (60): 

 �(�) ≥
�̅(�)

1 + �
− ��   ⇔   �∗(�) = 0 ( 127 ) 

    

 �(�) ≤ − 
�̅(�)

1 + �
− ��   ⇔   �∗(�) = �̅(�) ( 128 ) 

    

 − 
�̅(�)

1 + �
 − ��  <  �(�)  <  

�̅(�)

1 + �
 − ��   ⇔   �∗(�) =

 �̅(�)

2
 �1 −

(1 + �) (�� + �(��) �� �) 

�̅(�)
� ( 129 ) 
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(129) stellt hierbei die hinreichende Bedingung für Regime 1, also die Abbauphase, dar. 

Der optimale Ausstiegszeitpunkt ist mithin genau dann erreicht, wenn �(�) =
�̅(�)

1��
− �� 

gilt. 

1. Fall: Die Rohstoffreserven werden im Optimum vollständig abgebaut. 

Mithin werden (73) und (74) modifiziert zu: 

 �(�∗) = �(��) �� �∗
=  

�̅(�∗)

1 + �
 − �� ⇔  �(��) = �

�̅(�∗)

1 + �
 − ���  ��� �∗

 ( 130 ) 

    

 �(�∗) = �� − �
�̅(�)

2
 �1 −

(1 + �) ��� + �(��) �� ��

�̅(�)
�

�∗

�

 �� = 0 ( 131 ) 

Unter Berücksichtigung von (130) lässt sich nach Einsetzen in Gleichung (131) der 

optimale Ausstiegszeitpunkt �∗ anhand des folgenden Integrals numerisch berechnen: 

 �(�∗) = �� −  
1

2
�

�̅(�)

�̅(�)
 ��̅(�) − (1 + �) �� − (�̅(�∗) − (1 + �) ��) �� (���∗)�

�∗

�

 �� = 0 ( 132 ) 

Durch Umformung erhält man: 

 �� − �  
1

2
 
�̅(�)

�̅(�)
 ��̅(�) − �� − (�̅(�∗) − ��) �� (���∗)�

�����������������������������
�∗(�) (���� ������)

�∗

�

+
1

2
 
�̅(�)

�̅(�)
 �� �� �� (���∗) − �� �� = 0 ( 133 ) 

Im Gegensatz zum Fall einer Mengenbesteuerung unterscheidet sich hier der rechte 

Summand des Integranden 
1

2
 
��(�)

�̅(�)
 �� �� �� (���∗) − �� lediglich durch den zusätzlichen 

Faktor  ��. Da �∗ > � vorausgesetzt werden kann, nimmt 
1

2
 
��(�)

�̅(�)
 �� �� �� (���∗) − �� in 

(133) zu jedem Zeitpunkt negative Werte an. 
1

2
 
��(�)

�̅(�)
 ��̅(�) − �� − (�̅(�∗) − ��) �� (���∗)� 

in (133) entspricht genau dem Integranden aus (76) und somit der optimalen 

Abbauintensität ohne Besteuerung. Damit im Endzeitpunkt �(�∗) = 0 gewährleistet ist, 

muss sich �∗ zum Fall einer ausbleibenden Besteuerung ändern. Aufgrund (3) gilt, dass 

�̅(�∗) streng monoton in �∗ fällt. Dies impliziert, dass 
1

2
 
��(�)

�̅(�)
 ��̅(�) − �� − (�̅(�∗) −

��) �� (���∗)� streng monoton in �∗ steigt. Mithin lässt sich die negative 
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Steuerkomponente 
1

2
 
��(�)

�̅(�)
 �� �� �� (���∗) − �� in (133) ausschließlich durch einen Anstieg 

von �∗ kompensieren. Dies induziert ein Absinken der Abbauintensität im Startpunkt �� 

und damit in der Gegenwart. Wie ferner anhand (132) und (133) ersichtlich ist, beeinflusst 

eine Wertsteuer bei vernachlässigbaren marginalen Extraktionskosten  �� = 0 den 

Verlauf der gewinnoptimalen Abbauintensität nicht. Jede Höhe von � wirkt dann 

neutral.39  

Angenommen, � steigt – wie durch Sinn (2008a, 2008b) vermutet wird – im Zeitverlauf 

an, dann ändern sich bei einer Wachstumsrate der Wertsteuer in Höhe des 

Kapitalmarktzinses � (130) und (131) zu: 

 �(�∗) = �(��) �� �∗
=  

�̅(�∗)

1 + � �� �∗  − �� ⇔  �(��) = �
�̅(�∗)

1 + � �� �∗  − ���  ��� �∗
 ( 134 ) 

    

 �(�∗) = �� − �
�̅(�)

2
 �1 −

�1 + � �� �� ��� + �(��) �� ��

�̅(�)
�

�∗

�

 �� = 0 ( 135 ) 

Für (135) folgt unter Berücksichtigung von (134) indes: 

 �� − �
1

2
 
�̅(�)

�̅(�)
 ��̅(�) − �� − (�̅(�∗) − ��) �� (���∗)�

�∗

�

+
1

2
 
�̅(�)

�̅(�)
 ��  ��  �� �∗

 �� (���∗) − �  �� �������������������
�

 �� = 0 ( 136 ) 

Da der rechte Teil des Integranden �� �� (���∗) − � � einen Wert von null annimmt, besitzt 

eine mit der Zinsrate steigende Wertsteuer offensichtlich denselben Effekt wie �� = 0 

und wirkt sich somit nicht auf die Gestalt des gewinnoptimalen Abbaupfads aus. 

Wird davon ausgegangen, dass die Wertsteuer mit einer Rate � wächst, die höher als der 

Marktzins � ist, so hat dies zur Folge, dass sich in (133) der Term      

�

�
 
��(�)

�̅(�)
 �� �� �� (���∗) − �� zu 

�

�
 
��(�)

�̅(�)
 �� �� ��� �∗ � � (���∗) − �� ��� ändert. Da �∗ > � 

vorausgesetzt werden kann, gilt: 
1

2
 
��(�)

�̅(�)
 �� �� ��� �∗ � � (���∗) − �� ���   >

                                                 
39  Sinn (2008a, 2008b) gelangt für vernachlässigbare Extraktionskosten ebenfalls zu dem Ergebnis, dass 

eine konstante Wertsteuer keine Auswirkung auf den Verlauf des optimalen Abbaupfads besitzt. Im 
Unterschied zum hiesigen Modell betrachtet Sinn jedoch den Fall vollständiger Angebotskonkurrenz 
auf dem Rohstoffmarkt und geht somit von einem exogenen Rohstoffpreis aus. Dieser steigt unter 
Beachtung des Hotelling’schen Arbitragekalküls im Gleichgewicht exponentiell mit der Rate des 
Kapitalmarktzinses. Da eine zeitinvariante Wertsteuer den nachfragerelevanten Brutto-Rohstoffpreis 
um einen konstanten prozentualen Anteil reduziert, erhöht sich im Gleichgewicht die Rohstoffrente 
auch nach Besteuerung weiterhin mit der Rate des Kapitalmarktzinses. Dies impliziert, dass sich der 
Verlauf des Rohstoffangebots auf dem Zeitstrahl – und damit der Abbaupfad – nicht ändert. 
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�

�
 
��(�)

�̅(�)
 �� �� �� (���∗) − ��. Damit �(�∗) = 0 weiterhin erfüllt ist, muss �∗ angepasst 

werden. Da sowohl 
�

�
 
��(�)

�̅(�)
 �� �� ��� �∗ � � (���∗) − �� ��� als auch 

�

�
 
��(�)

�̅(�)
 �� ��̅(�) − �� −

(�̅(�∗) − ��) �� (���∗)� streng monoton in �∗ steigen, lässt sich �(�∗) = 0 ausschließlich 

durch eine Verringerung der optimalen Abbaudauer �∗ gewährleisten. Folglich erhöht 

sich die gegenwärtige Abbauintensität sowohl im Vergleich zu einer Wertbesteuerung, 

die in Höhe der Kapitalmarkt-Zinsrate wächst, als auch im Vergleich zu einer nicht 

vorhandenen Besteuerung. Jede Steigerung der Wertsteuer unterhalb der Zinsrate führt 

indes zum umgekehrten Fall und damit zu einer gegenwärtigen Absenkung der optimalen 

Abbauintensität bei gleichzeitiger Verlängerung des Abbauzeitraums.   

2. Fall: Die Rohstoffreserven werden im Optimum nicht vollständig abgebaut. 

Der Fall nicht vollständig abgebauter Rohstoffreserven bedingt gemäß (84) einen 

anfänglichen Schattenpreis �� in Höhe von null. Somit genügt die optimale Abbaurate 

�∗(�) bis zum Ausstiegszeitpunkt der Gleichung: 

 �∗(�) =
�̅(�)

2
 �1 −

(1 + �) ��

�̅(�)
� ( 137 ) 

Der optimale Ausstiegszeitpunkt �∗ berechnet sich mit Wertsteuer wie folgt: 

 �(�∗) =
�̅(�∗)

1 + �
 − �� = 0   ( 138 ) 

 ⇔ 
� �� � �∗

+ �� − ��

1 + �
 − �� = 0   ( 139 ) 

     

 ⇔ �∗ = − 
1

�
 ���

(1 + �) �� + �� −  ��

�
�   ( 140 ) 

(140) lässt erkennen, dass nur unter der Bedingung �� < (1 + �) �� + �� eine positive 

optimale Abbaudauer �∗ möglich ist.  

Um gleichzeitig einen Restbestand in den Rohstofflagerstätten mit Beendigung des 

Abbaus zu garantieren, muss darüber hinaus folgende Ungleichung erfüllt sein: 

 �� − �
�̅(�)

2
 �1 −

(1 + �) ��

�̅(�)
�

�∗

�

 �� >  0 ( 141 ) 
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Wie man anhand der Gleichungen (137) und (140) erkennen kann, senkt eine 

Wertbesteuerung im Fall eines Restbestands ceteris paribus die optimale Abbaurate �∗(�) 

und zieht gleichzeitig den optimalen Ausstiegszeitpunkt �∗vor. Dies bedeutet, dass mehr 

Rohstoff in situ verbleibt. Angenommen, � steigt im Zeitverlauf – wie durch Sinn (2008a, 

2008b) angeführt wird – an, dann bleibt zwar die gegenwärtige Abbauintensität gleich, 

sinkt jedoch auf dem Zeitstrahl im Vergleich zu einer konstanten Wertsteuer. Die Höhe 

des Marktzinses spielt keine Rolle. Im Ergebnis ist ein kontinuierlicher Anstieg der 

Wertsteuer im Fall eines Restbestandes umweltpolitisch wirksamer als eine konstante 

Steuer. 

Die ermittelten analytischen Ergebnisse sollen auch hier durch eine Simulation anhand 

von Zahlenbeispielen unterschiedlich hoher Steuersätze veranschaulicht werden.40 Zur 

Illustration werden diskrete konstante Steuersätze gewählt. Als Eingangsparameter 

werden folgende Werte ohne spezifische Einheiten festgelegt: 

 �� = 150  

 � = 20  

 �̅(��) = 15  

 �� = 10  

 �� − �� = 15  

 � = 2.0 %  

 � = 2.0 %  

 � = 1.0 %  

Der anfängliche Rohstoffbestand �� sei zehnmal so hoch wie die Sättigungsmenge �̅(��). 

Ferner soll die Differenz aus fixen Mindestgrenzkosten der Backstop-Technologie und 

marginalen Produktionskosten der konventionellen Technologie (�� − ��) die 

Abbaukosten �� um 50 Prozent übertreffen. Der anfängliche Limitpreis, der sich aus der 

Summe von � und (�� − ��) berechnet, hat somit einen Wert von 35 Einheiten. Die 

preisreduzierende bisherige und erwartete Innovationsrate � der Backstop-Technologie 

wird mit ein Prozent sehr konservativ gewählt, um dadurch die Wirkung einer 

                                                 
40  Bezüglich zugehöriger Programmierung der Simulation siehe Anhang 1, S. 122. 



Modell I – Unendliche Anpassungsgeschwindigkeit der Substitutionskonkurrenz 52 

0 10 20 30 40 50 60 70
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

t

q

 

 

s = 0
s = 1.0
s = 1.5
s = 2.0

Mengenbesteuerung auf das Abbauverhalten bei exogen niedriger 

Innovationsgeschwindigkeit hervorzuheben.  

Die folgenden Grafiken stellen den Verlauf des Rohstoffbestands, die aus Sicht des 

Rohstoffunternehmens gewinnmaximierende, optimale Abbaurate und den zugehörigen 

Rohstoffpreis dar. Die blaue Linie zeigt dabei stets die Trajektorie der untersuchten 

Größen ohne Erhebung einer Wertsteuer.  

 

Abbildung 11: Optimale Abbauintensität bei konstantem Wertsteuersatz 
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Abbildung 12: Optimale Reservenentwicklung bei konstantem Wertsteuersatz 

 

 

 

 

 

 

 

 

Der optimale Ausstiegszeitpunkt variiert in diesem Fall ebenfalls beachtlich und ist bei 

den hier gewählten Steuersätzen identisch mit den zuvor gewählten Steuersätzen der 

Mengenbesteuerung. Im Fall ohne Besteuerung beträgt �∗ circa 47 Zeiteinheiten. Bei 

einer Wertsteuer in Höhe von � = 1.0 steigt �∗ auf ungefähr 60. Im Fall von � = 1.5 steigt 

�∗ auf einen Wert von 69 und sinkt bei einer Erhöhung der Steuer auf � = 2.0 auf 

ungefähr 29 Zeiteinheiten. Bei einer Besteuerung in Höhe von � = 1.0 wird der Rohstoff 

noch vollständig abgebaut. Bei einer Besteuerung in Höhe von � = 1.5 sind im 

Endzeitpunkt indes Rohstoffreserven in Höhe von fast 20 Prozent des Anfangsbestands 

vorhanden. Im Fall eines Steuerbetrags von � = 2.0 verbleiben im vorliegenden 

Zahlenbeispiel sogar knapp 90 Prozent der Rohstoffreserven in situ.  

Die Entwicklung des für den Verbraucher geltenden Brutto-Rohstoffpreises sieht wie 

folgt aus: 
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Abbildung 13: Optimaler Brutto-Rohstoffpreis bei konstantem Wertsteuersatz 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Im Fall einer Wertbesteuerung ist der anfängliche Rohstoffpreis im Vergleich zu einer 

ausbleibenden Besteuerung umso höher, je höher der Steuersatz gewählt wird. Jedoch 

sind in den vorliegenden Zahlenbeispielen gegensätzliche Tendenzen zu beobachten: 

Während beispielsweise der Rohstoffpreis im Fall einer Nichtbesteuerung langfristig 

steigt, sinkt er durch Implikation einer Wertsteuer und kann den Gleichgewichtspreis 

ohne Besteuerung sogar unterschreiten. Dass der Preis ohne Besteuerung im vorliegenden 

Zahlenbeispiel im Durchschnitt langfristig steigt, liegt sowohl am Verhältnis der 

Sättigungsmenge �̅(��) zum anfänglichen Limitpreis �̅(��) als auch an der 

Wachstumsrate der Sättigungsmenge �, die mit zwei Prozent doppelt so hoch wie die 

Rate der technischen Innovation � festgelegt wurde. 

Bei den gewählten Steuersätzen stimmen sämtliche Ergebnisse mit dem Fall einer 

Mengenbesteuerung überein. Beide Steuerarten entfalten mithin die gleiche Wirkung. 

2.6.3 Subventionierung der Substitutionskonkurrenz 

In einer globalen Maßnahme soll die Substitutionskonkurrenz durch die 

Verbraucherländer zeitinvariant subventioniert werden – beispielsweise indirekt durch 

staatliche Bezuschussung des Erwerbs einer Backstop-Technologie. Konkret bedeutet 



Modell I – Unendliche Anpassungsgeschwindigkeit der Substitutionskonkurrenz 55 

dies eine Reduktion der durchschnittlichen Grenzkosten der Substitutionskonkurrenz in 

Höhe der Subventionierung. Dies hat zur Folge, dass sich der Limitpreis während des 

gesamten Abbauzeitraums um einen konstanten Betrag verringert. Nach Implikation der 

Subventionierung wird zur Vereinfachung weiterhin von einer genähert linearen 

Rohstoff-Nachfragefunktion ausgegangen. 

Kernaussage 

 Die Existenz eines Grünen Paradoxons lässt sich ausschließen, wenn sowohl vor 

als auch nach der Subvention ein Restbestand an Rohstoffreserven optimal ist. In 

allen anderen Fällen führt die Maßnahme potentiell zu einer gegenwärtigen 

Ausweitung des Rohstoffausbaus.  

Begründung 

Bei Annahme einer konstanten Bezuschussung einer Backstop-Technologie in Höhe von 

� pro Einheit ändert sich die dynamische Funktion des Limitpreises (3) zu: 

 �̅�(�) = � �� � � + (�� − �) − �� = �̅(�) − � ( 142 ) 

Hierbei bezeichnet �̅�(�) den Limitpreis nach und �̅(�) den Limitpreis vor 

Subventionierung. Mithin folgt als Modifikation für die Preisabsatzfunktion (4):  

In der folgenden grafischen Darstellung zeigt sich eine Abflachung der Preisabsatzkurve 

zu jedem Zeitpunkt. Dies bedeutet, dass die Verbraucher nach der Subventionierung der 

Backstop-Technologie dieselbe Rohstoffmenge nur zu einem geringeren Preis 

nachfragen.  

 

 

 

 

 �(�, �, �) = �̅�(�) �1 −
�(�)

�̅(�)
� = (�̅(�) − �) �1 −

�(�)

�̅(�)
� ( 143 ) 
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Abbildung 14: Dynamische Preisabsatzkurve bei Subvention  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1. Fall: Die Rohstoffreserven werden im Optimum vollständig abgebaut. 

Infolge des adaptierten Limitpreises bleibt die Struktur von Gleichung (76) unverändert. 

�̅(�) ist lediglich durch �̅�(�) zu ersetzen. Unter Berücksichtigung von (142) mit    

�̅�(�) = �̅(�) − �  und weiterer Umformung folgt für (76): 

 �(�∗) = �� − �
1

2
 

�̅(�)

�̅(�) − �
 ��̅(�) − �� − (�̅(�∗) − ��) �� (���∗) − (� − � �� (���∗))�

�������������������������������������������
�∗(�)

�∗

�

 �� = 0 
 

( 144 ) 

Die Implikation der Bezuschussung in Höhe von � besitzt im Integranden von (144) eine 

gegenläufige Wirkung. Zum einen steigt der Term 
��(�)

�̅(�)��
 streng monoton in �. Dies 

induziert ceteris paribus einen Anstieg der optimalen Abbauintensität �∗(�). Zum anderen 

 

       �(�) 
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fällt der Part �̅(�) − �� − (�̅(�∗) − ��) �� (���∗) − (� − � �� (���∗)) streng monoton in �, 

was ceteris paribus zu einer Reduktion von �∗(�) führt. Ob sich die gegenwärtige 

Abbauintensität im Vergleich zu ausbleibender Subventionierung erhöht oder verringert, 

hängt von der Dynamik der Preisabsatzkurve vor und nach Subventionierung der 

Backstop-Technologie ab. Gleiches gilt für die optimale Abbaudauer.41 Somit ist sowohl 

eine klimaschädliche als auch eine klimaschonende Wirkung bei Subventionierung der 

Substitutionskonkurrenz möglich.42  

2. Fall: Die Rohstoffreserven werden im Optimum nicht vollständig abgebaut. 

Mithin gilt nach Modifikation von Gleichung (90) und (85):  

 �∗ = − 
1

�
  ���

� + �� + �� − ��

�
� ( 145 ) 

   

 �∗(�) =
�̅(�)

2
  �1 −

��

�̅(�) − �
� ( 146 ) 

Wie man anhand (146) erkennen kann, fällt die optimale Abbauintensität �∗(�) streng 

monoton unter der Bezuschussung �. Ferner lässt sich feststellen, dass sich die 

gegenwärtige Abbauintensität reduziert, sofern sowohl vor als auch nach der 

Subventionsmaßnahme ein Restbestand an Rohstoff in den Lagerstätten optimal ist. 

Gleichzeitig verringert sich durch Implikation von � in (145) die optimale Abbaudauer 

�∗. Dies bedeutet, dass insgesamt weniger Rohstoffreserven verbraucht werden. Somit 

ist die Subvention der Backstop-Technologie in diesem Fall klimapolitisch effektiv. Gilt 

indes, dass erst infolge der Subvention ein Restbestand optimal wird, so sinkt gemäß (85) 

und (147) die gegenwärtige Abbauintensität �∗(��) nur dann, wenn für die anfänglichen 

Opportunitätskosten (Schattenpreis) �(��) ohne Subvention folgende Bedingung erfüllt 

ist: 

                                                 
41  Zwar bedeutet die Abflachung der Preisabsatzkurve in Abbildung 14 eine Verringerung des potentiellen 

kumulierten Gewinns des Rohstoffkartells. Dies bedeutet jedoch nicht zwangsläufig, dass mehr 
Rohstoff in der Gegenwart und weniger in der Zukunft gefördert wird. Eine vertiefende Ergänzung 
hierzu befindet sich in Anhang 3, Ergänzung A, S. 125ff. 

42  Van der Ploeg / Withagen (2012) gelangen für den Fall eines Rohstoffmonopols unter Annahme 
bestandsabhängiger Förderkosten sowie linearer Rohstoffnachfragekurve zu dem Ergebnis eines 
Grünen Paradoxons: Bei Ausschöpfung sämtlicher Reserven bewirkt demnach die diskrete 
Preissenkung eines Backstops eine Reduzierung der Abbaudauer und Erhöhung der gegenwärtigen 
Abbauintensität. Dieses Resultat gilt im hiesigen Modell mit konstanten Extraktionskosten nicht.  

 (Zur detaillierten Erläuterung siehe Anhang 3, Ergänzung B, S. 127f.) 
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 �(��) <  
�� �̅(��)

�̅(��) − �
− �� ( 147 ) 

In diesem Fall ist die klimapolitische Maßnahme wirksam und verursacht kein Grünes 

Paradoxon. Umgekehrt ist die Subvention klimapolitisch unwirksam beziehungsweise 

kontraproduktiv, sofern gilt: 

 �(��) ≥  
�� �̅(��)

�̅(��) − �
− �� ( 148 ) 

Die grafische Darstellung der Ergebnisse erfolgt im folgenden Abschnitt. Dort wird im 

Rahmen einer Simulation unter anderem die Wirkung einer Subventionierung von 

Elektromobilität untersucht.  
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2.7 Anwendungsbeispiel: Elektromobilität 

Im folgenden Abschnitt wird eine Simulation auf Basis des ersten Modells durchgeführt. 

Betrachtet werden zwei Techniken aus dem Verkehrssektor. Hierbei sollen die Kosten 

eines repräsentativen konventionellen Dieselfahrzeugs den Kosten eines 

batteriebetriebenen Elektroautos gegenübergestellt und die optimale 

Kraftstoffproduktion aus fossilen Energieträgern ermittelt werden. In diesem 

Zusammenhang wird die Simulation auf den gewinnoptimalen Abbau konventioneller 

Erdölreserven43 beschränkt. Alle unkonventionellen Erdölreserven oder andere fossile 

Energieträger, aus denen theoretisch flüssige Kraftstoffe produziert werden können, 

sollen vereinfacht anderweitig verwendet werden. Ferner werden Rohstoffsteuern nicht 

in die Simulation implementiert. Stattdessen wird untersucht, wie sich eine 

klimapolitische Maßnahme in Form einer Subventionierung des Elektrofahrzeugs auf die 

Abbauintensität konventioneller Erdölreserven auswirkt.  

Alle Daten, die Elektromobilität oder konventionelle Kraftfahrzeuge betreffen, basieren 

auf einer Studie von Blesl u.a. (2009). Den Beginn des Betrachtungszeitraums bildet das 

Jahr 2009. Die Mobilitätskosten werden in Eurocent pro gefahrenem Kilometer (��/��) 

angegeben. Ferner wird der Umrechnungskurs zwischen Euro und US-Dollar taxiert. Ein 

Euro soll im Durchschnitt 1.20 US-Dollar entsprechen. Als Referenzfahrzeug dient ein 

Mittelklassewagen des Fabrikats „VW Golf“ mit einem durchschnittlichen 

Kraftstoffverbrauch von 5.5 Litern Dieselkraftstoff pro 100 Kilometer. Das 

Elektrofahrzeug hat einen Energieverbrauch von durchschnittlich 73 Megajoule (��) pro 

100 Kilometer. Bei einer angenommenen jährlichen Laufleistung von durchschnittlich 

12000 Kilometern und zehn Jahren Nutzung werden die Mobilitätskosten für 

Anschaffung inklusive Wartung durch Blesl u.a. (2009) auf 21 ��/�� geschätzt. Die 

Kosten für ein vergleichbares Elektrofahrzeug sollen sich 2009 auf 43 ��/�� belaufen. 

Die Differenz beider Mobilitätskosten beträgt ohne Strom- oder Kraftstoffkosten somit 

zu Beginn 22 ��/��. Nach den Schätzungen von Blesl u.a. (2009) sollen die 

Mobilitätskosten für das Elektrofahrzeug bis zum Jahr 2030 auf 26 ��/�� absinken. Die 

Kosten des Dieselfahrzeugs sollen gemäß der Studie hingegen nahezu stabil bleiben.  

                                                 
43  Gemäß Bundesanstalt für Geowissenschaften und Rohstoffe (BGR) (2015) beträgt deren Anteil an den 

weltweiten Erdölreserven ungefähr 80 Prozent.  
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In der Simulation wird unterstellt, dass der Strom zur Ladung der Traktionsbatterie des 

Elektrofahrzeugs nicht mithilfe fossiler Rohstoffe, sondern einer regenerativen 

Energiequelle gewonnen wird. Somit ist eine stringente Entkopplung der Elektromobilität 

von nichterneuerbaren Rohstoffen zumindest für den Aspekt der Mobilität gewährleistet. 

Im aufgezeigten Beispiel werden die Grenzkosten der Stromproduktion eines 

Wasserkraftwerks berücksichtigt. Gemäß Angaben der IEA (2010) beträgt der weltweite 

Anteil der durch Wasserkraft gewonnenen Elektrizität ungefähr 16 Prozent. Wasserkraft 

ist mithin die größte regenerative Energiequelle. Dies hängt damit zusammen, dass diese 

Form der regenerativen Energiegewinnung relativ günstig beispielsweise im Vergleich 

zu Solartechnik ist. Ferner kann in einem Wasserkraftwerk im Gegensatz zu Solartechnik 

täglich 24 Stunden Strom erzeugt werden. Die Produktionskosten eines Wasserkraftwerks 

belaufen sich laut IEA (2010) in der Spitze auf ungefähr 100 US-Dollar pro 

Mega-Watt-Stunde (��ℎ) und 20 US-Dollar Wartungskosten pro ��ℎ. Hieraus 

ergeben sich in der Summe umgerechnet 100 Euro pro ��ℎ (€ ��ℎ)⁄ . Diese Kosten 

werden zur Vereinfachung als konstant angenommen. Bei einem durch Blesl u.a. (2009) 

unterstellten Verbrauch von 0.73 �� ��⁄  ergibt sich für das Elektrofahrzeug ein 

konstanter Kostenanteil von ungefähr 2 �� ��⁄ . Insgesamt belaufen sich die 

Mobilitätskosten des Elektrofahrzeugs somit auf 45 �� ��⁄ .  

Auf Grundlage der Annahmen von Modell I wird angenommen, dass das Rohstoffkartell 

mittels eigenem Angebot den Preis des Kraftstoffs derart steuert, dass die 

Mobilitätskosten des Elektroautos in Höhe von 45 �� ��⁄  nicht überschritten werden. Da 

die Kosten für das Dieselfahrzeug bei 21 ��/�� ohne Kraftstoffverbrauch liegen, 

bedeutet dies einen anfänglichen Limitpreis für das Rohstoffkartell in Höhe von 

umgerechnet 24 �� ��⁄ .  

Die Abbau-, Transport- und Raffinationskosten zur Produktion eines Barrels 

Dieselkraftstoff wird im Beispiel auf konstant 30 Euro geschätzt. Dies bedeutet in der 

Summe Grenzkosten in Höhe von ungefähr 0.18 € �⁄  Kraftstoff oder ungefähr 1 �� ��⁄ . 

Nimmt man wie Blesl u.a. (2009) über den Zeitstrahl konstante Produktionskosten für das 

konventionelle Referenzfahrzeug an, so ergibt sich anhand Modell I für die zugrunde zu 

legenden Grenzkosten �� des Rohstoffkartells ein Betrag von 22 �� ��⁄ . Ausgehend von 

2009 ergeben sich gemäß Blesl u.a. für das Jahr 2030 ein Absinken der Anschaffungs- 

und Wartungskosten des Elektroautos auf circa 26 �� ��⁄  sowie weiterhin konstante 

Stromkosten in Höhe von 2 �� ��⁄ . Basierend auf dieser Preisentwicklung wird 

vereinfacht angenommen, dass sich die Anschaffungs- und Wartungskosten des 
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Elektrofahrzeugs langfristig den entsprechenden Kosten des konventionellen Fahrzeugs 

annähern. Dies bedeutet für die sogenannten fixen Mindestgrenzkosten der 

Substitutionskonkurrenz �� einen Betrag von 23 �� ��⁄  inklusive der zu 

implementierenden Stromkosten. Da die Herstellungs- und Wartungskosten des 

konventionellen Fahrzeugs �� bei 21 �� ��⁄  liegen, nähert sich der Limitpreis 

asymptotisch der Differenz beider Beträge in Höhe von 2 �� ��⁄  an. Bei einem 

angenommenen Verbrauch des Referenzfahrzeugs von 0.055 � ��⁄  entspricht dies einem 

Betrag von ungefähr 0.36 € �⁄ . Die Differenz zu den anfänglichen Grenzkosten der 

Elektromobilität in Höhe von 24 �� ��⁄  ergibt für den Liter Kraftstoff einen anfänglichen 

Limitpreis von umgerechnet 4.36 € ohne Steuern und Abgaben. 

Mithilfe der bisher getroffenen Annahmen kann die Höhe der anfänglichen dynamischen 

Produktionskosten � und die Rate der Effizienzsteigerung der Backstop-Technologie � 

durch Einsetzen der Werte in Gleichung (3) bestimmt werden.44 Die Angabe pro Liter 

entfällt aus Gründen der Vereinfachung.  

 �̅(��) = � �� � � + �� − �� 

 4.36 € = � + 0.36 € 

   

 ⟺     � = 4.00 € 

Bei Absinken der Anschaffungs- und Wartungskosten des Elektroautos 2030 auf circa 26 

�� ��⁄  und Stromkosten in Höhe von 2 �� ��⁄  beträgt die Differenz zum konventionellen 

Referenzfahrzeug 7 �� ��⁄ . Dies bedeutet für das Rohstoffkartell einen Limitpreis in 

Höhe von 1.27 € �⁄  im Jahr 2030. Mithilfe dieser Werte lässt sich ebenfalls anhand 

Gleichung (3) nun die Rate des technischen Fortschritts � ermitteln. 

 �̅(21) = 4.00 €  �� � �� + 0.36 € 

 1.27 € = 4.00 €  �� � �� + 0.36 € 

   

 ⟺     � ≅ 7.1 % 

                                                 
44  Siehe Abschnitt 2.2, S. 15. 
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Seitens der Bundesanstalt für Geowissenschaften und Rohstoffe (BGR) (2010) werden die 

konventionellen Erdölreserven für das Jahr 2009 auf weltweit 161 Gigatonnen (��) 

geschätzt. Diese Reserven werden komplett dem dominanten Rohstoffkartell zugeordnet. 

Gemäß Angabe der OPEC (2015) wird der Anteil des Transportsektors am gesamten 

weltweiten Erdölverbrauch für das Jahr 2009 auf etwa 50 Prozent geschätzt. Dies 

impliziert, dass Kraftstoffe circa die Hälfte der Endprodukte von Erdölraffinerien bilden. 

Somit stehen faktisch 80 �� „Reserven an Kraftstoffen“ zur Verfügung. Die restlichen 

80 �� dienen zur Herstellung weiterer Erdölprodukte, die hier nicht betrachtet werden 

sollen. Der Erdölverbrauch für das Gesamtjahr 2009 wird seitens der BGR (2010) mit 

3884 Megatonnen (��) angegeben. Dieser Wert wird zur Vereinfachung auf 4 �� 

aufgerundet. Als Kraftstoffverbrauch ergibt sich dann ein Wert von ungefähr 2 ��. 

Demgegenüber steht die Höhe des Netto-Literpreises Kraftstoff des Dieselfahrzeugs von 

geschätzten 0.65 € im Jahr 2009.45 Mithilfe von Gleichung (4) lässt sich die anfängliche 

Sättigungsmenge �̅� bestimmen:46 

 �(��) = �̅(��) �1 −
��

�̅�

� 

 0.65 € = 4.36 € �1 −
2 ��

�̅�

� 

   

 ⟺     �̅(��) ≅ 2.4 �� 

Die Kapitalmarktrendite � wird mit zwei Prozent angenommen. Zur Vereinfachung wird 

angenommen, dass die Wachstumsrate der Sättigungsmenge � sowie die Zuwachsrate 

der Motorisierung übereinstimmen. � wird auf drei Prozent geschätzt.  

Zusammenfassend ergeben sich für das Rohstoffkartell folgende Werte als 

Eingangsparameter: 

 �� = 80 ��  

 � = 4.00 €  

 �̅(��) ≅ 2.4 ��  

                                                 
45  Vgl. hierzu Statista GmbH (2016). Als Referenzland dient Deutschland. Anm.: Der durchschnittliche 

Verbraucherpreis 2009 in Höhe von ca. 1.09 € ist um Steuern und Abgaben bereinigt. 
46  Siehe Abschnitt 2.2, S. 16. 
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 �� = 0.18 €  

 �� − �� = 0.36 €  

 � = 2.0 %  

 � = 3.0 %  

 � ≅ 7.1 %  

Mithilfe dieser Eingangsparameter werden nun der optimale Verlauf des 

Rohstoffbestands �(�), der Abbauintensität �(�), der Sättigungsmenge �̅(�) und des 

Rohstoffpreises �(�) simuliert.47 

 

Abbildung 15: Optimale Kraftstoffproduktion  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

                                                 
47  Bezüglich zugehöriger Programmierung siehe Anhang 1, S. 123. 
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Abbildung 16: Optimale Entwicklung der Kraftstoffreserven 

 

 

 

 

 

 

 

 
 
 

Abbildung 17: Optimaler Kraftstoffpreis 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Die optimale Kraftstoff-Produktionsdauer �∗ beträgt circa 57 Jahre. Der Rohstoff ist 

somit mit Ausgangspunkt 2009 im Jahr 2066 erschöpft. Die Produktionsmenge beginnt 

mit einem Betrag von 1.13 ��, erreicht nach circa 29 Jahren, also im Jahr 2038, ihr 
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Maximum und beträgt dann circa 1.8 ��. Der optimale Kraftstoffpreis sinkt von 

anfänglich 2.30 € �⁄  auf 0.43 € �⁄  im Endzeitpunkt. An dieser Stelle wird nochmals darauf 

hingewiesen, dass weltweit unterschiedliche Steuern und Abgaben bei der Simulation 

nicht berücksichtigt werden.  

In einem weiteren Schritt wird davon ausgegangen, dass der Staat den Kauf eines 

Elektrofahrzeugs mit einem Pauschalbetrag in Höhe von 5000 € bezuschusst. Durch die 

Reduktion der Anschaffungskosten sinken die Mobilitätskosten bei einer angenommenen 

Laufleistung von jährlich 12000 Kilometer und zehn Jahren Nutzungsdauer dann zu 

jedem Zeitpunkt konstant um circa 4 ��/��. Die anfänglichen Mobilitätskosten betragen 

dann umgerechnet 41 ��/��. Hieraus ergibt sich ein anfänglicher Limitpreis für den 

Kraftstoff in Höhe von 20 �� ��⁄  oder umgerechnet 3.64 €/�. Für die 

Mindestgrenzkosten �� der Substitutionskonkurrenz folgt nach Abzug in Höhe von                      

� = 4 ��/�� ein Absinken auf 19 ��/��. Die Subvention bedeutet, dass von der 

Differenz �� − �� zusätzlich � subtrahiert werden muss. Hierdurch ergibt sich ein 

Ergebnis in Höhe −0.36 €/�. Die restlichen Eingangsparameter bleiben unverändert. Der 

optimale Verlauf des Rohstoffbestands �(�), der Abbauintensität �(�), der 

Sättigungsmenge �̅(�) und des Rohstoffpreises �(�) besitzt dann folgende geänderte 

Gestalt. Hierbei stellen die blauen Kurven die Verläufe ohne und die roten mit 

Subventionierung dar. 

 

Abbildung 18: Hohe Subvention – Optimale Kraftstoffproduktion 
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Abbildung 19: Hohe Subvention – Optimale Entwicklung der Kraftstoffreserven 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Abbildung 20: Hohe Subvention – Optimaler Kraftstoffpreis 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Die optimale Produktionsdauer �∗ beträgt nun lediglich etwa 28 Jahre. Die 

Kraftstoffreserven werden nicht komplett verwertet. Es verbleibt mit Beendigung des 

Abbaus im Jahr 2037 ein Restbestand von knapp 43 �� potentiellen Kraftstoffs ungenutzt. 

0 10 20 30 40 50 60
0

0.5

1

1.5

2

2.5

t [Jahre]

p
 [

€
]



Modell I – Unendliche Anpassungsgeschwindigkeit der Substitutionskonkurrenz 67 

Die jährliche Kraftstoffproduktion startet mit einer Menge von 1.14 �� und erreicht nach 

17 Jahren mit 1.55 �� das Maximum. Der optimale Kraftstoffpreis sinkt von anfänglich 

1.90 € �⁄  auf 0.19 € �⁄  im Endzeitpunkt.  

In der folgenden Simulation wird eine niedrigere Subventionshöhe angenommen. 

Insgesamt soll die Differenz (�� − �� − �) zu einem Wert von lediglich 0.19 € �⁄  und 

somit 1 �� ��⁄  führen. Dies entspricht einem Zuschuss beim Kauf des Elektrofahrzeugs 

von etwa 1250 €. Bei Beibehaltung der restlichen Parameter ergeben sich dann folgende 

Entwicklungen. Hierbei stellen die blauen Kurven die Verläufe ohne und die roten mit 

Subventionierung dar. 

 

Abbildung 21: Niedrige Subvention – Optimale Kraftstoffproduktion 
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Abbildung 22: Niedrige Subvention – Optimale Entwicklung der Kraftstoffreserven 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Abbildung 23: Niedrige Subvention – Optimaler Kraftstoffpreis 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Die optimale Produktionsdauer �∗ beträgt nun etwa 54 Jahre. Die Kraftstoffreserven 

werden komplett verwertet. Die jährliche Kraftstoffproduktion startet mit einer Menge 
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von knapp 1.13 �� und erreicht nach 30 Jahren mit etwa 1.9 �� das Maximum. Der 

optimale Kraftstoffpreis sinkt von anfänglich 2.20 € �⁄  auf 0.25 € �⁄  im Endzeitpunkt.  
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Exkurs: Internationale Wirtschaftsförderung 

Im Folgenden werden die Auswirkungen von Förderprogrammen für Schwellen- und 

Entwicklungsländer untersucht. Eine solche Maßnahme stellt zwar keine originäre 

klimapolitische Maßnahme dar. Dennoch soll untersucht werden, wie sich dies auf die 

optimale Abbauintensität des dominanten Rohstoffkartells auswirkt. Hierbei wird 

grundsätzlich unterstellt, dass Wirtschaftsförderung zu einem steigenden 

Industrialisierungsgrad in den unterstützen Staaten führt. Dies induziert einen stärkeren 

Anstieg der Nachfrage nach fossilen Rohstoffen.  In der Modellierung führt dies zu einer 

höheren Wachstumsrate der Rohstoff-Sättigungsmenge. 

Kernaussagen 

 Für den Fall, dass die Erschöpfung des Rohstoffs optimal ist, bewirkt ein 

beschleunigter Anstieg der Sättigungsmenge zwar eine niedrigere gegenwärtige 

Abbauintensität. Jedoch ist zu beachten, dass sich gleichzeitig der Abbauzeitraum 

verkürzt, so dass die Abbauintensität anfänglich stärker ansteigen muss als ohne 

Wirtschaftsförderung. Somit besteht potentiell eine klimaschädliche Wirkung der 

Maßnahme. 

 Für den Fall, dass gegen Ende des optimalen Abbauzeitraums Reserven in situ 

verbleiben, erhöht ein beschleunigter Anstieg der Sättigungsmenge die Abbaurate 

zu jedem Zeitpunkt. Der Abbauzeitraum bleibt hingegen unverändert, so dass 

insgesamt eine größere Menge an Rohstoff verwertet wird. Mithin wirkt dann eine 

solche Maßnahme klimaschädlich. 

Begründung 

1. Fall: Die Rohstoffreserven werden im Optimum vollständig abgebaut. 

Gemäß (74) berechnet sich dann der anfängliche Schattenpreis: 

 �(��) = (�̅(�∗) − ��) ��� �∗
 ( 149 ) 

Bis zur Verbindungsstelle �(�) = 0 gilt Regime 1. Der Verlauf der optimalen Abbaurate 

�∗(�) folgt gemäß (77): 

 �∗(�) =
�̅(�)

2
 �1 −

�� + �(��) �� �

�̅(�)
� ( 150 ) 
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Für die Erschöpfung des Rohstoffs zum optimalen Endzeitpunkt gilt gemäß (75): 

 �∗(�∗) = �� − �
�̅(�)

2
 �1 −

�� + �(��) �� �

�̅(�)
�

�����������������
�∗(�)

�∗

�

 �� = 0 ( 151 ) 

Es wird angenommen, dass sich infolge der Fördermaßnahmen in den Schwellenländern 

die Wachstumsrate der Sättigungsmenge � erhöht.48 Dann steigt �̅(�) in Gleichung (2) 

mit �̅(�)� = ��(��) � �� � stärker an. ��(��) indes bleibt unverändert. Weiterhin gilt 

Lemma 1.49 Dies impliziert im Fall eines vollständigen Abbaus, dass �∗(�∗) = 0 und 

�∗(�∗) = 0 gleichzeitig eintreten müssen. Da der Limitpreis �̅(�∗) gemäß (3) streng 

monoton in �∗ fällt, führt eine gleichbleibende oder ansteigende optimale Abbaudauer �∗ 

gemäß (149) zwingend zu einem gleichen beziehungsweise kleineren �(��). Dies bedingt 

gemäß (150) eine kontinuierlich höhere Abbauintensität. Bei verlängertem 

Abbauzeitraum kann dann aber (151) nicht mehr erfüllt sein. Mithin kann eine stärker 

ansteigende Sättigungsmenge �̅(�) nur durch einen höheren anfänglichen Schattenpreis 

�(��) und eine gleichzeitig verkürzte optimale Abbaudauer �∗ kompensiert werden. Dies 

führt gemäß (150) zwar zu einer niedrigeren gegenwärtigen Abbauintensität �∗(�). 

Aufgrund der Beschleunigung des Abbaus muss diese jedoch im weiteren Verlauf 

temporär höher ausfallen als die Abbauintensität ohne Wirtschaftsförderung. Je schneller 

dies geschieht, desto ungünstiger ist dies für das globale Klimasystem. Mithin wirkt die 

Maßnahme trotz Reduktion der gegenwärtigen Abbauintensität potentiell klimaschädlich.  

2. Fall: Die Rohstoffreserven werden im Optimum nicht vollständig abgebaut. 

Gemäß (84) gilt dann für den Schattenpreis �(�) = 0. Der optimale Abbauzeitraum �∗ 

lässt sich gemäß (90) wie folgt berechnen: 

 �∗ = − 
1

�
 ���

��−��

�
� ( 152 ) 

Und wie in (85) dargestellt, ergibt sich für die optimale Abbaurate: 

 �∗(�) =
�̅(�)

2
 �1 −

��

�̅(�)
� ( 153 ) 

                                                 
48  Dies impliziert eine globale Erhöhung der Wachstumsrate der Sättigungsmenge. 
49  Siehe Abschnitt 2.4, S. 22. 
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Wie man erkennen kann, erhöht ein beschleunigter Anstieg der Sättigungsmenge �̅(�) 

ceteris paribus unmittelbar nach Abbaubeginn kontinuierlich die optimale Abbaurate 

�∗(�). Sie verändert jedoch nicht den optimalen Ausstiegszeitpunkt. Mithin verbleibt mit 

Ende des Abbaus weniger Rohstoff in situ. Die Förderung der Schwellenländer ist in 

diesem Fall aus klimapolitischer Sicht nicht sinnvoll. 
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3 Modell II – Endliche Anpassungsgeschwindigkeit 

der Substitutionskonkurrenz 

3.1 Ausgangslage 

Im folgenden Teil der Arbeit wird von der Annahme einer unendlichen 

Anpassungsgeschwindigkeit der Substitutionskonkurrenz abgewichen. Stattdessen wird 

in Anlehnung an das sogenannte Gaskins-Modell davon ausgegangen, dass das Angebot 

an regenerativen Substituten einem dynamischen Anpassungsprozess unterliegt und 

somit zu einer zeitabhängigen Größe wird.  

Gaskins (1971) untersucht die optimale Preisstrategie eines dominanten Unternehmens, 

das ein Konsumgut produziert. Hierbei nimmt er an, dass das dominante Unternehmen 

im Wettbewerb mit einer Vielzahl kleiner Marktteilnehmer steht, zugleich aber über 

geringere Herstellungskosten verfügt. Darüber hinaus existiert im Gaskins-Modell für das 

produzierte Konsumgut ein Preisniveau beziehungsweise Limitpreis, bei welchem der 

Marktanteil der Konkurrenten konstant verbleibt. Bei einer Abweichung reagieren die 

Konkurrenten in Abhängigkeit der Differenz zwischen Markt- und Limitpreis durch 

zeitverzögerten Marktein- oder Marktaustritt. Gaskins nimmt ferner an, dass die 

Produktionskapazität des dominanten Industrieunternehmens weder quantitativ noch 

zeitlich limitiert ist. Unter diesen Voraussetzungen gelangt er zu dem Ergebnis, dass ein 

stabiler optimaler Preispfad des dominanten Industrieunternehmens existiert, der sich 

dem Limitpreis stetig annähert. Wie sich im folgenden Abschnitt zeigt, lässt sich dies 

nicht ohne Weiteres auf natürliche Rohstoffe übertragen, da diese lediglich begrenzt und 

somit nicht unlimitiert zur Verfügung stehen.  

Im Unterschied zum ersten Modell wird die Existenz eines Energiemarktes angenommen, 

auf dem neben fossilen Energieträgern zugleich regenerative Substitute angeboten 

werden. Mit Blick auf die OPEC wird erneut von einem Rohstoffkartell ausgegangen, 

welches analog zum ersten Modell vereinfacht über sämtliche Reserven fossiler 

Brennstoffe verfügen soll. Das Rohstoffkartell wird mit kleineren Konkurrenten 

konfrontiert, die perfekte Substitute in Form von Backstop-Technologien anbieten. Indes 

wird davon ausgegangen, dass die Marginalkosten für den Rohstoffabbau – inklusive der 
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Grenzkosten konventioneller Energiewandlungstechniken – in konstanter Höhe unterhalb 

der vergleichbaren durchschnittlichen Kosten für Backstop-Technologien liegen. 

Insgesamt soll das Rohstoffkartell aufgrund dieses Kostenvorteils, eigener 

Produktionskapazität sowie hohen Verbreitungsgrads rohstoffbasierter 

Energiewandlungstechniken den Energiemarkt dominieren. Bei der 

Substitutionskonkurrenz wird vorausgesetzt, dass die Produktionskapazität jedes 

einzelnen Anbieters gering und limitiert ist. Indes wird angenommen, dass sich der Anteil 

an Backstop-Technologien durch Marktzutritt weiterer Anbieter dynamisch erhöht, 

sofern der Energiepreis die durchschnittlichen marginalen Produktionskosten der 

Substitutionskonkurrenz überschreitet. Im Unterschied zum ersten Modell wird somit von 

einer endlichen, sich in Abhängigkeit des Energiepreises auf dem Zeitstrahl verändernden 

Angebotselastizität der Substitutionskonkurrenz ausgegangen. Dies impliziert die 

formale Annahme einer endlichen Anpassungsgeschwindigkeit für 

Backstop-Technologien. Im Ergebnis wird das dominante Rohstoffkartell gezwungen, 

eine Abbau- und Preisstrategie zu wählen, die die Existenz von Marktanteilen der 

Konkurrenten auf dem Zeitstrahl nicht strikt unterbindet, sondern unter Berücksichtigung 

der Anpassungsgeschwindigkeit gewinnoptimal gestaltet. Hierbei wird analog zum 

Gaskins-Modell angenommen, dass die Anteile der Substitutionskonkurrenz zu Beginn 

des Betrachtungszeitraums eine exogene Größe bilden. Im Anschluss wandeln sich die 

Marktanteile durch die gewinnoptimale Steuerung des Rohstoffkartells zu einer 

endogenen Variablen.  
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3.2 Preisabsatzfunktion 

Der Ausgangspunkt soll durch eine stationäre kumulierte Nachfragefunktion für fossile 

Energieträger und regenerative Substitute gebildet werden. Der zugehörige Energiemarkt 

befindet sich im Gleichgewicht mit entsprechendem Gleichgewichtspreis �. Zur 

Vereinfachung wird eine genäherte Linearität sowie negative Steigung der 

Energienachfragekurve angenommen. Dann lässt sich die inverse Nachfragefunktion 

(Preisabsatzfunktion) durch folgende Gleichung beschreiben: 

 �(�) = �̅ −
�̅

�̅
 �(�) ( 154 ) 

�(�) kennzeichnet hierbei die kumulierte Nachfrage nach Substituten und dem Rohstoff 

(Energienachfrage) im Gleichgewicht. �̅ stellt den Preis dar, bei welchem weder 

Substitute noch Rohstoff nachgefragt werden. �̅ indes kennzeichnet die Sättigungsmenge. 

Abbildung 24: Kumulierte Preisabsatzkurve 
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Im Gleichgewicht entspricht die Summe aus der abgebauten Menge �(�) des dominanten 

Rohstoffkartells sowie dem Angebot an regenerativen Substituten durch die 

Konkurrenten �(�)50 der Energienachfrage �(�). Somit gilt: 

 �(�) = �(�) + �(�) ( 155 ) 

In Anlehnung an Gaskins (1971) wird die Anpassungsgeschwindigkeit der 

Angebotsmenge der Substitutionskonkurrenz zur Vereinfachung durch eine lineare 

Differentialgleichung 1. Ordnung spezifiziert: 

 �̇(�) = � [�(�) − ��] ( 156 ) 

Wie anhand dieser Gleichung zu sehen ist, induziert ein hoher Rohstoffpreis �(�) ein 

stärkeres Wachstum von �(�). Somit kann bei positivem Anfangsbestand �(��)        

�(�) = �̅ nicht auftreten. Mithin besitzt �̅ lediglich theoretischen Charakter und dient zur 

Darstellung der genäherten Linearität der kumulierten Preisabsatzfunktion (154). Die zur 

Vereinfachung konstante positive Größe �� in (156) stellt in diesem Modell die Höhe der 

durchschnittlichen marginalen Produktionskosten der Substitutionskonkurrenz dar, bei 

der der Marktanteil an Backstop-Technologien auf dem Zeitstrahl unverändert bleibt. � 

ist eine positive Konstante, die als Indikator der Preissensitivität der 

Anpassungsgeschwindigkeit der Marktanteile von Backstop-Technologien interpretiert 

werden kann. Nach Einsetzen von (154) und (155) in (156) folgt: 

 �̇(�) = � ��̅ −
�̅

�̅
 [�(�) + �(�)] − ��� ( 157 ) 

Die zweite Zustandsvariable wird durch den Rohstoffbestand � bestimmt. Die 

entsprechende Bewegungsgleichung lautet: 

 �̇(�) = − �(�) ( 158 ) 

Mithin impliziert die Modellierung zwei Zustandsvariablen.  

                                                 
50  Anm.: � ist hier nicht zu verwechseln mit den variablen Produktionskosten des Substituts des ersten 

Modells. 
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3.3 Zielfunktional 

Bezüglich des Zielfunktionals des Rohstoffkartells handelt es sich analog zum ersten 

Modell um ein Lagrange-Problem mit dem Restwert �(�(�), �) = 0. Künftige Gewinne 

werden gleichfalls in Höhe des Kapitalmarktzinses � diskontiert. Indes lassen sich die 

Abbaukosten zur Vereinfachung vernachlässigen.51 Als Kapitalwert für den 

intertemporalen Gewinn des Rohstoffs ergibt sich: 

 � = � �� � � �(�) �(�) ��  →   ��� 

�

�

 ( 159 ) 

Unter Beachtung von Gleichung (154) und (155) folgt: 

 � = � �� � � �(�) ��̅ −
�̅

�̅
 [�(�) + �(�)]�  ��

�

�

 ( 160 ) 

Neben den durch (157) und (158) beschriebenen Bewegungsgleichungen gelten folgende 

Nebenbedingungen: 

 �� =� �(��) > 0 

Der anfängliche Rohstoffbestand ist bekannt und 

nicht erweiterbar. Eine Unterscheidung von 

Ressourcen und Reserven wird im Modell nicht 

getroffen. 

( 161 ) 

    

 �(�) ≥ 0 Ein negativer Rohstoffbestand wird ausgeschlossen. ( 162 ) 

    

 �(�) ≥ 0 
Eine negative Abbaurate wird ebenfalls 

ausgeschlossen. 
( 163 ) 

    

 �(�) ≥ 0 
Ein negatives Angebot der Substitutionskonkurrenz 

ist nicht möglich. 
( 164 ) 

   

                                                 
51  Dies ist formal möglich, da über den gesamten Betrachtungszeitraum hinweg von einem zeitinvarianten, 

konstanten Kostenvorteil des Rohstoffkartells sowie der konventionellen Energiewandlungstechniken 
gegenüber Backstop-Technologien ausgegangen wird. Die Aussagen der weiteren Untersuchungen 
werden durch die Vernachlässigung der Abbaukosten nicht verändert. 
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 � ∈ [0, �] 

Der Zeitparameter � des Integrals der 

Gewinnfunktion �(�, �, �) startet in � = 0 =� �� und 

endet zum Zeitpunkt � = �.  � ist frei wählbar. Es 

wird mithin ein optimales �∗ bestimmt. 

( 165 ) 
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3.4 Anwendung des Pontrjagin‘schen Maximumprinzips 

Die Bedingungen des Pontrjagin‘schen Maximumprinzips gelten laut Sydsæter / 

Hammond (2008) auch bei einer Erhöhung der Anzahl von Kontroll- und 

Zustandsvariablen. Dann müssen mit Bezug auf die Ergebnisse von Feichtinger / Hartl 

(1986) sowie Seierstad / Sydsæter (1987) bei der Bestimmung eines optimalen 

Abbaupfads folgende Kriterien erfüllt sein: 

 �∗(�) = ��� ��� �    ∀   � ∈ Ω,   Ω(�(�), �) = ��(�): �(�) ∈ �0, �̅(�)�� ( 166 ) 

 �� = 0 ( 167 ) 

 �̇(�) = � �(�) − �� ( 168 ) 

 �̇(�) = � �(�) − �� ( 169 ) 

Die zugehörigen Transversalitätsbedingungen bei einem frei wählbaren und optimalen 

Endzeitpunkt �∗ lauten:  

 �(�∗) ≥ 0 ;      �(�∗) �(�∗) = 0  ( 170 ) 

 �(�∗) ≤ 0 ;      �(�∗) �(�∗) = 0 ( 171 ) 

 �(�∗) = 0    ( 172 ) 

Hierbei bezeichnet � analog zum ersten Modell die zugehörige Hamilton-Funktion. 

Diese lautet: 

 � = � �(�) ��̅ −
�̅

�̅
 [�(�) + �(�)]� + �(�) �̇ + �(�) �̇(�) ( 173 ) 

� bildet den Kozustand zum Ressourcenstock � und � den Kozustand zur 

Angebotsmenge der Substitutionskonkurrenz �. Beide Kozustände sind als Schattenpreise 

zu interpretieren.  
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Aufgrund vernachlässigbarer Produktionskosten des dominanten Rohstoffunternehmens 

wird bis zur kompletten Ausbeutung der Ressource stets von einer positiven 

Abbauintensität �(�) ausgegangen. Mithin gilt dann, dass �(�) bis zum Endzeitpunkt stets 

kleiner als die kumulierte Nachfrage �(�) sein muss. Dies bedeutet zugleich, dass ein 

zusätzliches Angebot an Substituten einen höheren Absatz der Substitutionskonkurrenz 

impliziert und somit die Absatzmenge des dominanten Rohstoffkartells reduziert. Mithin 

gilt, dass der Schattenpreis �(�) als Kostenindikator einer zusätzlichen Angebotseinheit 

der Substitutionskonkurrenz über den gesamten Zeitraum nicht positiv sein kann. Ferner 

muss �(�) im Laufe der Zeit steigen, da jede zusätzliche Angebotsmenge der Konkurrenz 

in der Zukunft für den Gewinn des Rohstoffkartells aufgrund des natürlichen 

Diskontierungsfaktors �� � � weniger schädlich ist. Aus (171) folgt zudem, dass im 

optimalen Abbauzeitpunkt �(�∗) den Wert null annehmen muss, sofern gegen Ende des 

Abbaus �(�∗) > 0 gilt. Dies impliziert, dass im optimalen Endzeitpunkt �∗ eine 

zusätzliche Angebotseinheit der Substitutionskonkurrenz keine gewinnreduzierende 

Wirkung auf das Zielfunktional hat.  

Analog zum ersten Modell dieser Arbeit lässt sich die nichtnegative Konstante � durch 

eins substituieren. Nach Einsetzen von Gleichung (157) und (158) in die Hamilton-

Funktion (173) folgt: 

 � = �(�) ��̅ −
�̅

�̅
 [�(�) + �(�)]� − �(�) �(�) + �(�) � ��̅ −

�̅

�̅
 [�(�) + �(�)] − ��� ( 174 ) 

Gemäß (166) und (167) gilt im Maximum, dass die partielle Ableitung der 

Hamilton-Funktion nach der Kontrollvariablen �� den Wert null annehmen muss. Somit 

ergibt sich: 

 �� = �̅ −
�̅

�̅
 [2 �(�) + �(�) + � �(�)] − �(�)   =   0 ( 175 ) 

Hieraus folgt für die optimale Abbaurate �∗(�): 

 �∗(�) =
1

2
 ��̅ − �(�) − � �(�) −

�̅

�̅
 �(�)� ( 176 ) 
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Lemma 152 lässt sich auch auf dieses Modell übertragen. Demnach ist die optimale 

Steuerung  �∗ an allen Stellen innerhalb des Definitionsbereichs stetig, insbesondere auch 

an den Verbindungsstellen � = 0, � = 0 beziehungsweise � = �̅, sofern die 

Hesse-Matrix der Hamilton-Funktion in der Kontrolle negativ definit ist.  

Dies ist gleichbedeutend mit ��� < 0. Aus Gleichung (174) ergibt sich für die zweifache 

partielle Ableitung der Hamilton-Funktion nach der Kontrolle: 

 ��� = − 2 
�̅

�̅
 ( 177 ) 

Der Limitpreis �̅ sowie die Sättigungsmenge �̅ nehmen nur positive Werte an. ��� ist 

dann stets negativ. Somit ist auch in diesem Modell die Regularitätsbedingung für die 

Hamilton-Funktion erfüllt, und �∗(�) ist für alle � innerhalb des Definitionsbereichs und 

damit insbesondere auch an den Verbindungsstellen stetig. Unter dieser Voraussetzung 

können zum optimalen Endzeitpunkt �∗ ausschließlich folgende Fälle auftreten: 

 �(�∗) = 0  ∧   �∗(�∗) = 0 ( 178 ) 

oder 

 �(�∗) > 0  ∧   �∗(�∗) = 0 ( 179 ) 

Für alle � < �∗ gilt mithin �(�) > 0  ∧   �(�) > 0, da die Optimalität von �∗ bedingt, 

dass �∗ genau jener Zeitpunkt ist, bei welchem der Abbau dauerhaft gestoppt wird. Der 

Fall �(�∗) > 0  ∧   �(�∗) = 0 scheidet für dieses Modell jedoch aus, da aufgrund 

vernachlässigbarer Abbaukosten des dominanten Rohstoffunternehmens mindestens ein 

� > �∗existiert muss, bei welchem Umsatz und somit zusätzlicher Gewinn für das 

dominante Rohstoffunternehmen regeneriert werden kann. Hinreichende Bedingung zur 

Bestimmung einer Lösung ist gemäß Mangasarian (1966), Feichtinger / Hartl (1986) 

sowie Léonard / Long (1992), dass die Hamilton-Funktion konkav sowohl in den 

Zuständen als auch in der Kontrolle ist. Dies ist der Fall, wenn die Hesse-Matrix der 

Hamilton-Funktion aufgrund der Vorzeichen der Eigenwerte negativ semi-definit ist.53 

Sofern die Lösung innerhalb eines zulässigen Lösungsintervalls liegt, impliziert die 

strenge Konkavität der Hamilton-Funktion in den Zuständen und in der Kontrolle die 

                                                 
52  Siehe Abschnitt 2.4, S. 22. 
53  Zur Bestimmung der Definitheit von Matrizen vgl. Léonard / Long (1992), S. 76f. 
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Eindeutigkeit einer optimalen Lösungs-Trajektorie (�∗, �∗, �∗). Die zugehörige 

Hesse-Matrix der Hamilton-Funktion (174) lautet: 

 � = �

��� ��� ���

��� ��� ���

��� ��� ���

�    ⟺    � =

⎝

⎜
⎛

−2 
�̅

�̅
−

�̅

�̅
0

−
�̅

�̅
0 0

0 0 0⎠

⎟
⎞

 ( 180 ) 

Für die Differenz aus Hesse-Matrix und dem Produkt aus Eigenwerten � und 

Einheitsmatrix � gilt ���[ℋ − � �] = 0: 

 ���

⎝

⎜
⎛

−2 
�̅

�̅
− � −

�̅

�̅
0

−
�̅

�̅
0 − � 0

0 0 0 − �⎠

⎟
⎞

 =  0 ( 181 ) 

Gemäß Sarrus-Regel und nach entsprechender Umformung lassen sich die Eigenwerte � 

wie folgt berechnen:    

 �−2 
�̅

�̅
− ��  �� + � �

�̅

�̅
�

�

= 0   ( 182 ) 

 ⇔   ��
�̅

�̅
�

�

− 2 
�̅

�̅
 � − ��� � = 0  ( 183 ) 

 ⇒    � =
�̅

�̅
   ∨   � = 0 ( 184 ) 

Alle Eigenwerte nehmen Werte größer oder gleich null an. Die Hesse-Matrix der 

Hamilton-Funktion ist somit positiv semidefinit. Mithin sind die Bedingungen des 

Pontrjagin‘schen Maximumprinzips nicht hinreichend zur Bestimmung einer eindeutigen 

Lösung. Lässt sich jedoch eine Trajektorie (�, �, �) bestimmen, welche die Bedingungen 

des Pontrjagin‘schen Maximumprinzips erfüllt, und kann zusätzlich nachgewiesen 

werden, dass darüber hinaus keine entsprechende Trajektorie existiert, dann handelt es 

sich gemäß Cesari (1983) sowie Feichtinger / Hartl (1986) um eine eindeutige 

Lösungstrajektorie (�∗,  �∗,  �∗).  

Im vorliegenden Modell kann sich eine Lösung für die Abbauintensität �∗(�) und das 

zugehörige Angebot der Konkurrenz �∗(�) nur im Intervall �0, �̅� bewegen. Beide 

Randwerte implizieren für die Gewinnfunktion (160) den Wert null. Jeder Wert von  
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(�∗, �∗) im Inneren des Intervalls führt zur Generierung von Gewinnen. Gleichzeitig ist 

�(��) – wie bereits eingangs festgelegt – eine exogene Größe, mit dem das dominante 

Rohstoffunternehmen zu Beginn des Betrachtungszeitraums konfrontiert wird. 
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3.5 Bestimmung von Lösungspfaden 

3.5.1 Herleitung des kanonischen Differentialgleichungssystems 

Zur Herleitung des Phasendiagramms werden zunächst die notwendige Bedingung    

�� = 0 und die zugehörige Abbauintensität betrachtet:  

 �∗(�) =
1

2
 ��̅ − �(�) − � �(�) −

�̅

�̅
 �(�)� ( 185 ) 

Wenn im Optimum notwendigerweise �� = 0 gelten muss, dann trifft dies zwangsläufig 

auch für die Ableitung von �� nach der Zeit zu: 

 �̇� = 0 ( 186 ) 

Dann folgt aus (185):54 

 �̇(�) = − 
1

2
 ��̇(�) + � �̇(�) +

�̅

�̅
 �̇(�)� ( 187 ) 

Berechnet man die partielle Ableitung der Hamilton-Funktion (174) nach der jeweiligen 

Zustandsvariablen, dann können die Differentialgleichungen (168) und (169) modifiziert 

werden zu: 

 �̇(�) = � �(�) ( 188 ) 

    

 �̇(�) = � �(�) +
�̅

�̅
 [�(�) + �(�) �] ( 189 ) 

Für (188) folgt unmittelbar als Lösung: 

 �(�) = �(��) �� � ( 190 ) 

Aus der notwendigen Bedingung �� = 0 und entsprechender Umformung von Gleichung 

(185) ergibt sich für �(�):  

 �(�) =
1

�
 ��̅ −  2 �(�) − �(�) −

�̅

�̅
 �(�)� ( 191 ) 

                                                 
54  Auf die Annotation " * ", die als Kennzeichnung für eine Variable im Optimum dient, wird aus Gründen 

der Übersichtlichkeit sowohl hier als auch bei den folgenden Differentialgleichungen verzichtet. 
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(188), (189) und (191) eingesetzt in (187) führen zu: 

 �̇(�) = − 
1

2
 � � �̅ −

�̅

�̅
 [�(�) + �(�)] − �� +  

i

�
 ��̅ − 2 �(�) − �(�) −

�̅

�̅
 �(�)�

+  
�̅

�̅
 ��(�) + �̅ − 2 �(�) − �(�) −

�̅

�̅
 �(�)� � 

− 
1

2
  

�̅

�̅
 � �(�) 

( 192 ) 

Und nach weiterer Umformung folgt als erste Differentialgleichung des Systems: 

 �̇(�) = �� 
��

��
+ ��  �(�) + �� 

��

��
+

�

�
�  �(�) +

�

�
 �(�) − � ��� −

��

�
� −

�

�
�� ( 193 ) 

Die zweite Differentialgleichung des Systems entspricht der Bewegungsgleichung (157) 

für die Substitutionskonkurrenz �(�): 

 �̇(�) = � ��� −
��

��
 [�(�) + �(�)] − ��� ( 194 ) 

 

Hierbei ist zu beachten, dass in Differentialgleichung (193) der Schattenpreis und 

Kozustand �(�) enthalten ist und mithin eine Störfunktion bildet. Eine Komplettierung 

des Differentialgleichungssystems ergibt sich durch (188) mit �̇(�) = � �(�). Dennoch 

wird im Folgenden lediglich ein zweidimensionaler Phasenraum betrachtet. Dies ist für 

die qualitative Untersuchung des Modells zielführend und zugleich hinreichend.  

(193) und (194) bilden ein kanonisches Differentialgleichungssystem und eignen sich zu 

einer Phasendiagrammanalyse in der ��(�), �(�)�-Ebene. In Matrizenform lautet das 

Gleichungssystem: 

 �
�̇(�)

�̇(�)
� = �

� 
�̅

�̅
+ �  � 

�̅

�̅
+

�

2

− � 
�̅

�̅
− � 

�̅

�̅

� �
�(�)

�(�)
�  + �

�

2
 �(�) − � ��̅ −

��

2
� −

�

2
 �̅

 � [�̅ − ��]
� ( 195 ) 

3.5.2 Stabilitätsanalyse 

In einem ersten Schritt werden die Nullklinen des Differentialgleichungssystems 

ermittelt. Wie man anhand der Differentialgleichung (194) erkennen kann, ergibt sich für 

die Abbauintensität �(�) an der Stelle �̇(�) = 0:  
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 �(�)|�̇�� = �̅ −
�̅

�̅
 �� − �(�) ( 196 ) 

Für die Steigung der Nullkline �̇(�) = 0 folgt demnach:  

 
��

��
�

�̇��
= − 1 ( 197 ) 

Gleichzeitig kann man anhand (194) erkennen, dass �̇(�) sowohl bei einem Anstieg von 

�(�) als auch von �(�) fällt.  

Indes ergibt sich aufgrund (193) für die Abbauintensität �(�) an der Stelle �̇(�) = 0: 

 �(�)|�̇�� =
� ��̅  −  

��

2 � + 
 � 
2

 �̅

� 
�̅

�̅
 +  �

 −  
1

2
 

�

� 
�̅

�̅
 +  �

 �(�) −  
� 

�̅

�̅
 +  

�
2

� 
�̅

�̅
 +  �

  �(�)  ( 198 ) 

Abbildung 25: Nullkline des Angebots der Substitutionskonkurrenz 
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Für die Steigung der Nullkline �̇(�) = 0 folgt demnach: 

 
��

��
�

�̇��
= − 

� 
�̅

�̅
 +  

�
2

� 
�̅

�̅ 
 +  �

 ( 199 ) 

Da Zähler und Nenner auf der rechten Seite ökonomisch sinnvoll nur positive Werte 

annehmen können, folgt weiter: 

 − 1 <   
��

��
�

�̇��
 <  0 ( 200 ) 

Die Nullkline �̇(�) = 0 verläuft somit flacher als �̇(�) = 0. Ferner folgt aus Gleichung 

(193), dass �̇(�) sowohl bei einem Anstieg von �(�) als auch von �(�) ceteris paribus 

steigt.  

Um die weitere Analyse des Differentialgleichungssystems instruktiv zu gestalten, wird 

zunächst angenommen, dass es sich bei der Störfunktion �(�) in (193) beziehungsweise 

(198) um eine Konstante handelt. Mithin soll fiktiv �(�) = �� = �����.  ∀  � ∈ [0,  �∗] 

gelten. Ferner werden zur Vereinfachung die Schnittstellen der Nullklinen  �̇(�) = 0 und 

�̇(�) = 0 an der Abszisse und Ordinate in der kommenden Abbildung durch � und � 

ersetzt. Aus (198) folgt für �(�) = 0 im Startzeitpunkt ��: 

 � =  
� ��̅  −  

��

2 � + 
 � 
2

 �̅

� 
�̅

�̅
 +  �

 −  
1

2
 

�

� 
�̅

�̅
 +  �

 �� ( 201 ) 

Der Achsenabschnitt der Abszisse wird durch � ersetzt. Für �(�) = 0 in (198) folgt im 

Startzeitpunkt ��: 

 � =  
� ��̅  −  

��

2 � + 
 � 
2

 �̅

� 
�̅

�̅
 +  

�
2

 − 
1

2
 

�

� 
�̅

�̅
 +  

�
2

 �� ( 202 ) 
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Zur Vereinfachung wird angenommen, dass sich beide Nullklinen im I. Quadranten 

schneiden und unter Beachtung der ökonomischen Restriktionen (163) und (164) ein 

Gleichgewichtspunkt ��(�)|�̇��
�̇��

  ,  �(�)|�̇��
�̇��

� existiert.55 Hierzu muss folgende 

Anfangsbedingung erfüllt sein: 

 � ≤  �̅ −
�̅

�̅
 ��  ≤  � ( 203 ) 

Im Gleichgewichtspunkt nehmen �(�) und �(�) folgende Werte an: 

                                                 
55  Anm.: Diese Annahme ist nicht notwendig für die Existenz von Lösungstrajektorien. Auch andere 

Stabilitätsbedingungen implizieren in diesem Modell optimale Abbaupfade, sofern die Bedingungen 
des Pontrjagin‘schen Maximumprinzips sowie Lemma 1 erfüllt werden. Die Analyse optimaler 
Abbaupfade und ihrer Veränderung infolge klimapolitischer Maßnahmen erweist sich jedoch unter 
dieser Annahme als sehr instruktiv. Zugleich lassen sich die Ergebnisse unmittelbar auf andere 
Stabilitätsbedingungen übertragen. 

Abbildung 26: Nullkline der Abbauintensität 
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 �(�)|�̇��
�̇��

=
�

�
 �� + 3 �̅ − ��  �

�

�
 + 2 

�̅

�̅
�  ( 204 ) 

   

 �(�)|�̇��
�̇��

= �
�̅

�̅
+

�

�
�  �� −

�

�
 �� − 2 �̅ ( 205 ) 

In der folgenden Abbildung werden die bisherigen Ergebnisse illustriert: 

 

Beide Nullklinen unterteilen den ersten Quadranten in vier Richtungsfelder, dargestellt 

durch die Pfeile für die eindimensionalen Bewegungen von �(�) und �(�). Anhand der 

Richtungsfelder lässt sich leicht erkennen, dass es sich beim Schnittpunkt der beiden 

Nullklinen um einen Sattelpunkt handeln muss. Mithin führt eine stabile Mannigfaltigkeit 

ins Gleichgewicht. Diese liegt bei fiktiv konstantem �(�) mit �(�) = �� auf einer 

Geraden. Alle anderen Trajektorien (�, �) hingegen erreichen das Gleichgewicht nicht.  

Abbildung 27: Gleichgewichtspunkt und Richtungsfelder 
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In einem nächsten Schritt werden die stabilen Mannigfaltigkeiten berechnet. Diese 

kennzeichnen die Richtung derjenigen Trajektorien, welche auf einer Geraden in den 

Gleichgewichtspunkt führen beziehungsweise sich aus diesem entfernen. Hierzu wird 

nochmals das Differentialgleichungssystem in Matrizenform betrachtet: 

 �
�̇(�)

�̇(�)
�  =  �

� 
�̅

�̅
+ �  � 

�̅

�̅
+

�

2

− � 
�̅

�̅
− � 

�̅

�̅

� �
�(�)

�(�)
�  +  �

�

2
 �(�) − � ��̅ −

��

2
� −

 � 

2
 �̅

 � [�̅ − ��]
� ( 206 ) 

Die zugehörige Koeffizientenmatrix – in der Folge als � bezeichnet – ist nichts anderes 

als die totale Ableitung des Differentialgleichungssystems 1. Ordnung. � kennzeichnet 

das Stabilitätsverhalten in der (�, �)-Ebene.  

 � = �
� 

�̅

�̅
+ � � 

�̅

�̅
+

�

2

− � 
�̅

�̅
− � 

�̅

�̅

� ( 207 ) 

Die Determinante berechnet sich mithilfe der Sarrus-Regel zu: 

 ��� � = �� 
�̅

�̅
+ �� �− � 

�̅

�̅
� − �� 

�̅

�̅
+

�

2
� �− � 

�̅

�̅
� = − 

1

2
  

�̅

�̅
 � ( 208 ) 

Die Determinante der Koeffizientenmatrix � ist negativ. Dies ist die Bestätigung, dass es 

sich beim Schnittpunkt der Nullklinen (Gleichgewichtspunkt) um einen Sattelpunkt 

handelt.56 Zur weiteren Veranschaulichung werden die zugehörigen Eigenwerte und 

Eigenvektoren der Koeffizientenmatrix � ermittelt.57 Die Eigenvektoren behalten nach 

Multiplikation mit der Matrix ihre Richtung bei. Somit zeigen diese die Richtungen der 

stabilen und instabilen Mannigfaltigkeit des Sattelpunktes des dynamischen Systems an. 

Für die Differenz aus Koeffizientenmatrix � und dem Produkt aus Eigenwerten � und 

Einheitsmatrix � gilt ���[� − � �] = 0: 

 ��� �
� 

�̅

�̅
+ � − � � 

�̅

�̅
+

�

2

− � 
�̅

�̅
− � 

�̅

�̅
− �

� = 0 ( 209 ) 

                                                 
56  Vgl. hierzu auch Sydsaeter / Hammond (2008) sowie Karmann (2008). 
57  Anm.: In der mathematischen Literatur wird überwiegend der griechische Buchstabe � für den 

Eigenwert einer Matrix genutzt. Da � jedoch eine der beiden Kozustandsvariablen der 
Hamilton-Funktion bezeichnet, wird an dieser Stelle für den Eigenwert auf � ausgewichen. 



Modell II – Endliche Anpassungsgeschwindigkeit der Substitutionskonkurrenz 91 

Mithilfe der Sarrus-Regel lässt sich auch hier der Wert der Determinante berechnen: 

 �� 
�̅

�̅
+ � − �� �− � 

�̅

�̅
− �� − �� 

�̅

�̅
+

�

2
� �− � 

�̅

�̅
� = 0 ( 210 ) 

Mithin erhält man das charakteristische Polynom und hieraus für die Eigenwerte:  

 �� − � � −
�

2
 � 

�̅

�̅
 = 0 ( 211 ) 

Somit ergibt sich als Lösung: 

 �� =  
�

2
+

1

2
��� + 2 � � 

�̅

�̅
 ( 212 ) 

   

 �� =  
�

2
−

1

2
��� + 2 � � 

�̅

�̅
 ( 213 ) 

In der Folge werden die beiden Eigenwerte ��,� berechnet, die zu den Eigenvektoren 

(��� , �̃�) und (��� , �̃�) gehören. Der Zusammenhang zwischen der Koeffizientenmatrix �, 

den Eigenwerten sowie den Eigenvektoren resultiert aus dem Produkt 

(� − � �) ����,� , �̃�,�� = 0: 

 �
� 

�̅

�̅
+ � − ��,� � 

�̅

�̅
+

�

2

− � 
�̅

�̅
− � 

�̅

�̅
− ��,�

� �
���,�

�̃�,�
� = 0 ( 214 ) 

Mithilfe Matrixmultiplikation lässt sich (214) in folgendes lineares Gleichungssystem 

aufspalten: 

 �� 
�̅

�̅
+ � − ��,�� ���,� + �� 

�̅

�̅
+

�

2
� �̃�,� = 0 ( 215 ) 

  

 − � 
�̅

�̅
 ���,� + �− � 

�̅

�̅
− ��,�� �̃�,� = 0 ( 216 ) 

Der erste, zum Eigenwert �1 gehörende Eigenvektor (��� , �̃�) lässt sich dann mithilfe des 

folgenden Gleichungssystems ermitteln: 
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 �� 
�̅

�̅
+

�

2
−

1

2
��� + 2 � � 

�̅

�̅
 �  ��� + �� 

�̅

�̅
+

�

2
� �̃� = 0 ( 217 ) 

    

 − � 
�̅

�̅
 ��� + �− � 

�̅

�̅
−

�

2
+

1

2
��� + 2 � � 

�̅

�̅
 � �̃� = 0 ( 218 ) 

Am einfachsten ist es, wenn man für ein Element den Wert eins wählt, beispielsweise für 

�̃�. Dann ergibt sich für ���: 

 ��� =
 
1
2

��� + 2 � � 
�̅

�̅

�
2

−
1
2

��� + 2 � � 
�̅

�̅

 ( 219 ) 

Und damit für einen Eigenvektor (��� , �̃�): 

 (��� , �̃�) =

⎝

⎛
 
1
2

��� + 2 � � 
�̅

�̅

�
2

−
1
2

��� + 2 � � 
�̅

�̅

     ,    1

⎠

⎞  ( 220 ) 

Der zweite gesuchte Eigenvektor wird auf gleiche Weise mithilfe des Eigenwertes �� 

ermittelt:  

 �� 
�̅

�̅
+

�

2
+

1

2
��� + 2 � � 

�̅

�̅
 �  ��� + �� 

�̅

�̅
+

�

2
� �̃� = 0 ( 221 ) 

  

 − � 
�̅

�̅
 ��� + �− �

�̅

�̅
−

�

2
−

1

2
� �� + 2 � � 

�̅

�̅
 � �̃� = 0 ( 222 ) 

Der zweite Eigenvektor besitzt dann folgende Gestalt:  

 (��� , �̃�) =

⎝

⎛− 
 
1
2

��� + 2 � � 
�̅

�̅

�
2

+
1
2

��� + 2 � � 
�̅

�̅

     ,    1

⎠

⎞  ( 223 ) 

Der erste Eigenvektor (��� , �̃�), der zum positiven Eigenwert �� gehört, sowie dessen 

reelles Vielfaches zeigen hierbei die Richtung der Trajektorien (�∗ , �∗) entlang der 
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Geraden aus dem Sattelpunkt an. Der zweite Eigenvektor (��� , �̃�), der zum negativen 

Eigenwert �� gehört, sowie dessen reelles Vielfaches zeigen die Richtung der 

Trajektorien (�∗ , �∗) entlang der Geraden hin zum Sattelpunkt an.  

Im nächsten Schritt wird die Veränderung des Schattenpreises �(�) berücksichtigt. �(�) 

ist positiv und streng monoton wachsend. Zunächst werden nochmals das 

Differentialgleichungssystem in Matrizenform sowie die zugehörigen Nullklinen 

betrachtet. Diese lauten: 

 �
�̇(�)

�̇(�)
� = �

� 
�̅

�̅
+ �  � 

�̅

�̅
+

�

2

− � 
�̅

�̅
− � 

�̅

�̅

� �
�(�)

�(�)
�  + �

�

2
 �(�) − � ��̅ −

��

2
� −

 � 

2
 �̅

 � [�̅ − ��]
� ( 224 ) 

    

Abbildung 28: Stabilität bei stationärem Gleichgewichtspunkt (bei fiktiv konstantem 
Schattenpreis) 
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 �(�)|�̇�� = − 
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�̅
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�
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�̅
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  �(�)  +  
� ��̅  −  
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�̅
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 �(�)   ( 225 ) 

    

 �(�)|�̇�� = �̅ −
�̅

�̅
 �� − �(�) ( 226 ) 

Wie man anhand (226) erkennt, bewirkt das streng monoton wachsende Produkt aus 

Schattenpreis �(�) und 
�

�
 

�

� 
��

��
 � �

 eine dynamische Verschiebung des Gleichgewichtpunktes 

in Richtung Abszisse.58  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
58  Anm.: Hierbei ist zu beachten, dass die lineare Darstellung der (in-)stabilen Mannigfaltigkeiten in 

Abbildung 29 lediglich zur Veranschaulichung der Dynamik dient. Tatsächlich ändern sich diese 
aufgrund des streng monoton wachsenden Kozustands �(�) zu Kurven und besitzen als Ausgangs- 
beziehungsweise Zielpunkt das Gleichgewicht, das sich im optimalen Endzeitpunktes �∗ ergibt. 

Abbildung 29: Dynamischer Gleichgewichtspunkt (bei Implikation eines dynamischen 

Schattenpreises) 
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3.5.3 Eindeutigkeit von Lösungspfaden 

Zum besseren Verständnis und aus Gründen der Systematik wird der Kozustand und 

Schattenpreis �(�) zunächst vernachlässigt, so dass der Gleichgewichtspunkt des 

Differentialgleichungssystems erneut fiktiv stationär bleibt. Dann besteht das kanonische 

Differentialgleichungssystem in (224) aus zwei inhomogenen Differentialgleichungen    

1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten und konstanten Störfunktionen. Der Existenz- 

und Eindeutigkeitssatz59 der Lösung eines solchen Systems führt im vorliegenden Modell 

bei gegebenem Anfangswert �(��) und der Endbedingung �(�∗) = 0  ∧   �(�∗) = 0 

nicht zwingend zu einer Lösungs-Trajektorie (�(�), �(�)) – insbesondere dann nicht, 

wenn �(��) größer ist als die Angebotsmenge an der Schnittstelle zwischen der Nullkline 

�̇ = 0 und der Abszisse. In diesem Fall entfernt sich die Trajektorie aufgrund der 

Sattelpunktstabilität kontinuierlich von der Abszisse, so dass zu keinem Zeitpunkt  

�(�) = 0 eintritt. Existiert indes für kleinere �(��) eine Lösungstrajektorie, so ist diese 

eindeutig. Mithilfe der beiden folgenden Abbildungen soll dieses Ergebnis heuristisch 

bestätigt werden: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
59  Vgl. hierzu Collatz (1990): Der Eindeutigkeitssatz der Lösung bedeutet insbesondere, dass sich die 

zugehörigen Trajektorien des Differentialgleichungssystems nicht schneiden können. 
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Betrachtet werden zwei Ausgangspunkte. Der Ausgangspunkt (��(��), �� ∗) befindet sich 

in geringerem Abstand zu den Nullklinen �̇ = 0 und �̇ = 0 als (�(��), �∗). Dies 

bedeutet, dass in der Ausgangslage der Betrag von sowohl �̇ als auch �̇ niedriger ist als 

im Startpunkt (�(��), �∗). Da es sich um ein Differentialgleichungssystem 1. Ordnung 

mit konstanten Koeffizienten handelt, setzt sich dies bis zur Verbindungsstelle �(�) = 0 

fort. Mithin ist �� ∗ > �∗ und �(�) bei Ausgangspunkt (��(��), �� ∗) zu jedem Zeitpunkt 

größer als bei gewähltem Ausgangspunkt (�(��), �∗). Dann kann maximal nur einer der 

beiden Pfade eine Lösung des Differentialgleichungssystems darstellen; nämlich 

derjenige, bei welchem aufgrund der geforderten Stetigkeit der optimalen Abbauintensität 

in den Verbindungsstellen �(�∗) = 0 und �(�∗) = 0 gleichzeitig eintreten.60 Eine 

ähnliche Argumentation erfolgt bei einer Ausgangssituation für ein größeres �(��) rechts 

des Gleichgewichtes. Folgende Abbildung illustriert diesen Fall: 

                                                 
60  Siehe Lemma 1, Abschnitt 2.4, S. 22. 

Abbildung 30: Fiktiv stationärer Gleichgewichtspunkt und Eindeutigkeit bei geringer 

Substitutionskonkurrenz 
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Der Pfad mit Ausgangspunkt (�(��), �∗) führt früher in die Verbindungsstelle �(�) = 0, 

denn im Vergleich hierzu müssen bei Ausgangsposition (��(��), �� ∗) die rot und blau 

eingezeichneten Isoklinen erst noch erreicht werden. Dies bedeutet, dass �∗ < �� ∗ gilt. 

Gleichzeitig folgt hieraus, dass die Werte von �(�) in der Trajektorie mit Ursprung 

(�(��), �∗) zu jedem Zeitpunkt niedriger ausfallen als in der Trajektorie mit 

Ausgangspunkt (��(��), �� ∗). Somit kann auch hier nur einer der beiden Pfade die Lösung 

sein. 

Bisher wurde der Schattenpreis �(�) fiktiv vernachlässigt. Im nächsten Schritt wird dieser 

in die Überlegungen einbezogen. Die zugehörige Dynamik des Schattenpreises als 

Störfunktion des Systems folgt aus (190) mit �(�) = �(��) �� �.  Angenommen, es 

existiert auf Basis der exogenen Anfangswerte �(��) und �(��) eine Kombination aus 

�(��) und �(��), welche die notwendigen Bedingungen des Pontrjagin‘schen 

Maximumprinzips erfüllt und somit den Ausgangspunkt für einen optimalen Abbaupfad 

Abbildung 31: Fiktiv stationärer Gleichgewichtspunkt und Eindeutigkeit bei hoher 

Substitutionskonkurrenz 
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bildet: Dann ist die zugehörige Trajektorie gemäß Cesari (1983) sowie Feichtinger / 

Hartl (1986) eine eindeutige Lösung, sofern darüber hinaus keine weiteren 

Kombinationen aus �(��) und �(��) existieren, welche die notwendigen Bedingungen 

des Pontrjagin‘schen Maximumprinzips erfüllen. Dass ausschließlich eine eindeutige 

Kombination aus �(��) und �(��) zu einem Lösungspfad führt, lässt sich heuristisch unter 

Zuhilfenahme zweier schematischer Abbildungen zeigen: 

  

 

 

 

 

 

Der rote Pfeil zeigt die Bewegungsrichtung des Gleichgewichtspunktes an. Die schwarze 

Trajektorie mit Startpunkt (�(��), �(��)) soll einen optimalen Abbaupfad darstellen. Im 

optimalen Endzeitpunkt �∗ gilt gemäß (176): 

 �∗(�∗) =
1

2
 ��̅ − �(�∗) − � �(�∗) −

�̅

�̅
 �(�∗)� = 0 ( 227 ) 

Abbildung 32: Dynamischer Gleichgewichtspunkt und Eindeutigkeit bei geringer  

Substitutionskonkurrenz 
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Gleichzeitig muss bei Erreichen des optimalen Endzeitpunktes zum ersten Mal und 

endgültig �(�∗) = 0 eintreten. Zwischen der optimalen Abbauintensität und dem 

Ressourcenstock ergibt sich mithin folgende Beziehung: 

 �(�∗) = �� − � �∗(�)

�∗

�

  �� = 0  ( 228 ) 

In Abbildung 32 kann man erkennen, dass eine geringere Abbauintensität �(��) zu 

Beginn – wie bei der grünen Trajektorie angenommen – einen größeren anfänglichen 

Schattenpreis �(��) in (225) induzieren muss. Andernfalls würde der Abbaupfad 

aufgrund der größeren Entfernung zur Nullkline �̇ = 0 zu einem Zeitpunkt � < �∗ die 

Abszisse erreichen. Mithin wäre dann (228) nicht erfüllt.  

Um die Auswirkung einer Erhöhung von �(��) hinsichtlich der Eindeutigkeit einer 

Lösung zu analysieren, wird zunächst die Transversalitätsbedingung des 

Pontrjagin‘schen Maximumprinzips (171) mit �(�∗) ≤ 0,  �(�∗) �(�∗) = 0 betrachtet. 

Hiernach folgt aus �(�∗) ≠ 0 unmittelbar �(�∗) = 0. Dann ergibt sich unter Beachtung 

von (190) aus (227): 

 �(�∗) = �(��) �� �∗
= �̅ −

�̅

�̅
 �(�∗) ( 229 ) 

Aufgrund des größeren Abstands des Ausgangspunkts der grünen Trajektorie zur 

Nullkline �̇ = 0 steigt das Angebot der Konkurrenz im Startpunkt stärker als in der 

schwarzen Trajektorie. Gleichzeitig fällt �(�) in der grünen Trajektorie aufgrund der 

Entfernung zu �̇ = 0 nicht so stark wie in der schwarzen. Andernfalls wäre Lemma 1 

verletzt, welches aufgrund der Stetigkeit der optimalen Abbauintensität impliziert, dass 

�(�∗) = 0 und �(�∗) = 0 gleichzeitig eintreten müssen.61 Dies bedeutet, dass sich 

sowohl �∗ als auch �(�∗) durch eine Reduktion von �(��) bei gleichzeitigem Anstieg 

von �(��) vergrößern. Da in (229) der Term �̅ −
�̅

��
 �(�∗) in �(�∗) fällt, �(��) �� �∗

 indes 

in �∗ sowie �(��) steigt, kann dann Gleichung (229) nicht gleichzeitig für die schwarze 

und die grüne Trajektorie gelten. Gleiches gilt auch für den Fall, dass �(��) erhöht und 

�(��) reduziert wird. Somit kann höchstens eine einzige Trajektorie (� , �) bei den 

gegebenen Anfangswerten �(��) und �(��) optimal sein.  

                                                 
61  Für alle � ≥ 0 und � < �∗ gilt aufgrund vernachlässigbarer Abbaukosten: �(�) > 0  ∧   �(�) > 0. 
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In einem weiteren Schritt wird der Fall betrachtet, dass das anfängliche Angebot der 

Konkurrenz �(��) wesentlich größer ist und damit im Optimum zunächst schrumpft:  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Auch hier sei die schwarze Trajektorie eine optimale Trajektorie. Eine geringere 

Abbauintensität �(��) zum Start – wie bei der grünen Trajektorie angenommen – bedeutet 

gleichzeitig einen größeren anfänglichen Schattenpreis ��, da ansonsten aufgrund der 

niedrigeren Steigung �̇(�) die Abbaurate �(�) zu einem Zeitpunkt � < �∗ den Wert null 

erreichen und mithin dann nicht �(�∗) = 0 gelten würde, sondern noch ein Restbestand 

an Rohstoffreserven vorhanden wäre. Aufgrund des geringeren Abstands des 

Ausgangspunkts der grünen Trajektorie zur Nullkline �̇ = 0 sinkt der Marktanteil der 

Substitutionskonkurrenz � im Startpunkt hier schwächer als in der schwarzen Trajektorie. 

Gleichzeitig muss �(�) in der grünen Trajektorie langsamer sinken. Andernfalls wäre die 

Endbedingung, dass �(�∗) = 0 und �(�∗) = 0 im Optimum gleichzeitig eintreten 

müssen, zusätzlich verletzt. Dies bedeutet, dass sich sowohl �∗ als auch �(�∗) bei einer 

Abbildung 33: Dynamischer Gleichgewichtspunkt und Eindeutigkeit bei hoher  

Substitutionskonkurrenz 
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Reduktion von �(��) und gleichzeitigem Anstieg von �(��) erhöhen. Mithin kann dann 

Gleichung (229) auch hier nicht gleichzeitig für die schwarze und die grüne Trajektorie 

gelten. Gleiches gilt auch für den Fall, dass �(��) erhöht und �(��) reduziert werden. 

Somit kann auch hier höchstens eine einzige Trajektorie (� , �) bei gegebenem 

Anfangswert von �(��) und �(��) optimal sein. 

Diese Ergebnisse sollen im folgenden Lemma festgehalten werden: 

 

Lemma 2 

 

  

Existiert eine Trajektorie (�(�), �(�)), die die Bedingungen des Pontrjagin‘schen 

Maximumprinzips erfüllt, so ist diese Trajektorie optimal und stellt eine eindeutige 

Lösung dar. 
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3.6 Sensitivitätsanalyse klimapolitischer Instrumente 

In diesem Abschnitt wird die Wirkung marktkonformer klimapolitischer Instrumente auf 

die optimale Abbauintensität betrachtet. Analog zu Abschnitt 2.6 werden folgende 

Annahmen getroffen: Die klimapolitischen Maßnahmen werden durch sämtliche 

Verbraucherländer durchgeführt. Gleichzeitig wird von einer Proportionalität zwischen 

der Abbauintensität und der CO2-Emissionsmenge ausgegangen. Unter Berücksichtigung 

von Lenton u.a. (2008) wird vorausgesetzt, dass Kipp-Punkte im Klimasystem existieren, 

bei deren Überschreiten irreversible kollaterale Umweltschäden eintreten. Dies 

impliziert, dass ausnahmslos jede klimapolitische Maßnahme, die den Anstieg der 

gegenwärtigen Abbauintensität des Rohstoffkartells zur Folge hat, als Grünes Paradoxon 

interpretiert werden kann.  

Aufgrund der Komplexität wird ausschließlich die Wirkung konstanter 

Verbrauchssteuern in Form einer Mengen- oder Wertsteuer untersucht. Darüber hinaus 

wird der Fall einer Subventionierung der Substitutionskonkurrenz betrachtet. Ferner wird 

angenommen, dass der Marktanteil der Substitutionskonkurrenz zu Beginn 

vergleichsweise gering ist. Somit wird der Fall betrachtet, dass sich die Angebotsmenge 

der Substitutionskonkurrenz im Ausgangspunkt �(��) ohne klimapolitische Maßnahme 

links der instabilen Mannigfaltigkeit befindet, �(�) auf dem Zeitstrahl also steigt.62  

Bezüglich der Opportunitätskosten beziehungsweise des Schattenpreises �(�) lassen sich 

vorab folgende Überlegungen treffen, die für die weitere Analyse von Bedeutung sind: 

Die betrachteten klimapolitischen Instrumente führen dazu, dass sich das 

Gewinnpotential des Ressourcenstocks im Vergleich zu nicht vorhandenen 

klimapolitischen Maßnahmen reduziert. Dies bedeutet, dass sich die kumulierten 

Opportunitätskosten, die sich aus dem Produkt des Ressourcenstocks �(��) und dem 

Integral ∫ �(�)
�∗

�
�� ergeben, ebenfalls verringern müssen – und zwar unabhängig davon, 

ob der optimale Abbauzeitraum �∗ infolge der klimapolitischen Maßnahme fällt oder 

steigt. Mithin reduzieren sich sowohl die laufenden Opportunitätskosten �(�) als auch 

�(�∗).63  

 

                                                 
62  Vgl. Abbildung 32, S. 98. 
63  Gemäß (190) mit �(�) = �(��) �� � muss dies dann auch für den Schattenpreis im Startpunkt �(��) 

gelten. 
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3.6.1 Mengensteuer 

Im ersten Schritt wird analysiert, inwiefern sich ein staatlicher Eingriff in Form einer 

Mengenbesteuerung auf die dynamische Entwicklung des Systems auswirkt und damit 

den optimalen Abbaupfad verändert. Die Mengensteuer soll dabei ausschließlich für den 

Rohstoff des dominanten Rohstoffkartells gelten.  

Kernaussage 

 Eine konstante Mengenbesteuerung des Rohstoffs führt zu einer Reduzierung der 

gegenwärtigen Abbauintensität und besitzt somit eine klimaschonende Wirkung.  

Begründung 

Die Gewinnfunktion des dominanten Rohstoffkartells (160) ändert sich bei Einführung 

einer Mengensteuer in Höhe � pro verkaufter Einheit Rohstoff zu: 

 � = � �� � � �(�) ��̅ −
�̅

�̅
 [�(�) + �(�)] − ��  ��

�

�

  ( 230 ) 

Hieraus folgt für die Hamilton-Funktion sowie deren partielle Ableitung nach der 

Kontrollvariablen: 

 � = �(�) ��̅ −
�̅

�̅
 [�(�) + �(�)] − �� − �(�) �(�) + �(�) � ��̅ −

�̅

�̅
 [�(�) + �(�)] − ���  ( 231 ) 

  

 �� = �̅ −
�̅

�̅
 [2 �(�) + �(�) + �(�) �] − � − �(�)   ( 232 ) 

Notwendige Bedingung im Optimum ist �� = 0. Mithin folgt dann aus (232): 

 �(�) =
1

2
 ��̅ − �(�) − � �(�) −

�̅

�̅
 [�(�) + �]� ( 233 ) 

Somit erhält man mithilfe desselben Verfahrens wie in Abschnitt 3.5.1 ein modifiziertes 

kanonisches Differentialgleichungssystem der Form: 

 �̇(�) = �� 
�̅

�̅
+ ��  �(�) + �� 

�̅

�̅
+

�

2
�  �(�) +

�

2
 �(�) − � ��̅ −

��

2
� −

 � 

2
�̅ + �� 

�̅

�̅
+ �� 

�

2
 ( 234 ) 

    

 �̇(�) = � ��̅ −
�̅

�̅
 [�(�) + �(�)] − ��� ( 235 ) 
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Wie man erkennen kann, werden die konstanten Koeffizienten des 

Differentialgleichungssystems durch eine Mengensteuer nicht beeinflusst. Dies bedeutet, 

dass sich die Eigenwerte nicht ändern. Indes vergrößert sich in (234) im Vergleich zu 

ausbleibender Besteuerung der konstante Anteil des Störterms um das Produkt 

�� 
��

�̅
+ �� 

�

�
. Mithin muss die Nullkline �̇(�) = 0 modifiziert werden, wohingegen die 

Nullkline �̇(�) = 0 infolge der Wertbesteuerung unverändert bleibt: 

 �(�)|�̇�� =
− �� 

�̅

�̅
+

�
2�  �(�) −

�
2

 �(�) + � ��̅ −
��

2 � +
 � 
2

 �̅ − �� 
�̅
�̅

+ �� 
�
2

� 
�̅

�̅
+ �

 ( 236 ) 

    

 �(�)|�̇�� = �̅ −
�̅

�̅
 �� − �(�) ( 237 ) 

Durch (236) wird deutlich, dass die Vergrößerung des konstanten Anteils des Störterms 

ceteris paribus zu einem Absinken der Nullkline �̇ = 0 führt, so dass der 

Schrumpfungsprozess der optimalen Abbauintensität tendenziell abgeschwächt wird. 

Hieraus lässt sich schlussfolgern, dass das kumulierte Angebot der Konkurrenz nach einer 

Mengenbesteuerung steigen muss.64 Somit gilt: 

 � ��(�) ��

��
∗

�

  >  � �(�) ��

�∗

�

  ( 238 ) 

Hierbei gilt weiterhin, dass eine zusätzliche Angebotseinheit der Substitutionskonkurrenz 

in der Gegenwart aufgrund der Diskontierung den kumulierten Gewinn des 

Rohstoffkartells stärker reduziert als in der Zukunft. Dann folgt aus (238), dass der Betrag 

des zugehörigen gegenwärtigen Schattenpreises �(��) infolge der Mengenbesteuerung 

absinken muss. Aus (169) in Verbindung mit der partiellen Ableitung von (231) nach �(�) 

folgt: 

 �̇�(��) = � ��(��) +
�̅

�̅
 [��(��) + ��(��) �] ( 239 ) 

                                                 
64  Zwar reduziert sich infolge der klimapolitischen Maßnahme der Kozustand �(�) zu jedem Zeitpunkt, 

doch widerspricht es der ökonomischen Interpretation des Kozustands als Schattenpreis, dass durch die 
Reduktion von �(�) die beschriebene Tendenz aufgehoben wird.  
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Mithilfe der notwendigen Bedingung (171) mit �(�∗) �(�∗) = 0 lässt sich aufgrund der 

Stetigkeit des Kozustands65 schlussfolgern, dass infolge der Besteuerung in der 

Gegenwart sich die Steigung von � erhöht, somit also �̇�(��) < �̇(��) gilt.66  Damit (239) 

erfüllt ist, muss folglich ��(��) < �(��) gelten.  

Die Abbildung auf der folgenden Seite zeigt die Auswirkung der Mengenbesteuerung in 

der ��(�), �(�)�-Ebene. Hierbei stellt � den Ausgangspunkt des Gleichgewichts ohne die 

klimapolitische Maßnahme dar. Durch die Mengenbesteuerung springt der 

Gleichgewichtspunkt zum Zeitpunkt �� nach �. Von dort aus verschiebt er sich während 

des Abbauzeitraums entlang der Nullkline �̇(�) = 0 kontinuierlich nach unten. Hierdurch 

verändert sich unmittelbar der Lösungspfad. Der jeweilige Lösungspfad vor 

beziehungsweise nach Einführung einer Mengensteuer wird in der Abbildung schwarz 

dargestellt. 

 

 

 

 

 

 

                                                 
65  Anm.: Die Stetigkeit des Kozustands folgt im hiesigen Modell unmittelbar aus der Stetigkeit der 

Kontrollvariablen und umgekehrt. Vgl. hierzu u.a. Feichtinger / Hartl (1986), S. 168. 
66  Hieraus folgt zugleich, dass �(�) langsamer gegen einen Betrag von null konvergiert. 

Abbildung 34: Wirkung einer konstanten Mengensteuer 

 

� 

� 



Modell II – Endliche Anpassungsgeschwindigkeit der Substitutionskonkurrenz 106 

3.6.2 Wertsteuer 

Neben einer Mengenbesteuerung wird untersucht, inwiefern sich ein klimapolitischer 

Eingriff in Form einer Wertbesteuerung auf die dynamische Entwicklung des Systems 

auswirkt und somit den optimalen Abbaupfad verändert. Die Wertsteuer soll hierbei 

exklusiv für den Rohstoff des dominanten Rohstoffkartells gelten.  

Kernaussage 

 Eine konstante Wertbesteuerung des Rohstoffs führt zu einer Erhöhung der 

gegenwärtigen Abbauintensität und wirkt somit klimaschädlich.  

Begründung 

Die Gewinnfunktion (160) ändert sich bei Einführung einer Wertsteuer � zu: 

 � = � �� � �  
�(�) 

1 + �
 ��̅ −

�̅

�̅
 [�(�) + �(�)]�  ��

�

�

  ( 240 ) 

Für die Hamilton-Funktion und deren partielle Ableitung nach der Kontrollvariablen 

ergibt sich dann: 

 � =
�(�)

1 + �
 ��̅ −

�̅

�̅
 [�(�) + �(�)]� − �(�) �(�) + �(�) � ��̅ −

�̅

�̅
 [�(�) + �(�)] − ���  ( 241 ) 

  

 �� =
1

1 + �
 ��̅ −

�̅

�̅
 [2 �(�) + �(�)]� − � 

�̅

�̅
 �(�) − �(�)  ( 242 ) 

Notwendige Bedingung im Optimum ist �� = 0. Mithin folgt dann für die optimale 

Abbaurate: 

 �(�) =
1

2
 ��̅ − �(�) − � [1 + �] �(�) −

�̅

�̅
 [1 + �] �(�)� ( 243 ) 

Somit erhält man mittels desselben Verfahrens wie in Abschnitt 3.5.1 ein modifiziertes 

kanonisches Differentialgleichungssystem der Form: 

 �̇(�) = �� 
�̅

�̅
 
2 − �

2
+ � � �(�) + �� 

�̅

�̅
 +

�

2
�  �(�) +

�

2
 [1 + �] �(�) − � ��̅ −

��

2
� −

 � 

2
 �̅ ( 244 ) 
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 �̇(�) = � ��̅ −
�̅

�̅
 [�(�) + �(�)] − ��� ( 245 ) 

Wie anhand (244) zu erkennen ist, beeinflusst eine Wertbesteuerung unmittelbar die 

Größe des konstanten Koeffizienten vor �(�). Dies führt dazu, dass sich sowohl die 

Eigenwerte als auch die Eigenvektoren des Differentialgleichungssystems verändern. 

Damit weiterhin von Sattelpunktstabilität ausgegangen werden kann, soll für die Höhe 

des Wertsteuersatzes � gelten:67 

 0 <  � <   
�

�
 
�̅

�̅
 ( 246 ) 

Hierdurch ist gewährleistet, dass die Determinante der zugehörigen Koeffizientenmatrix 

aus (244) und (245) negativ verbleibt. Dies ist äquivalent mit zwei Eigenwerten 

unterschiedlichen Vorzeichens.  

In Bezug auf die Nullklinen �̇(�) = 0 und �̇(�) = 0 indes führt die Wertbesteuerung zu 

einer Veränderung in Form: 

 �(�)|�̇�� =  
− �� 

�̅

�̅
 +

�
2� �(�) −

�
2

 [1 + �] �(�) + � ��̅ −
��

2 � +
 � 
2

 �̅

� 
�̅

�̅
  

2 − �
2

 + � 
 ( 247 ) 

  

 �(�)|�̇�� = �̅ −
�̅

�̅
 �� − �(�)  ( 248 ) 

Wie man anhand von Gleichung (248) erkennt, wird die Nullkline �̇ = 0 durch eine 

Wertbesteuerung nicht verändert. Aus (247) wird jedoch deutlich, dass die Nullkline    

�̇ = 0 aufgrund des durch die Besteuerung induzierten kleineren Nenners stärker abfällt.  

Indes vergrößert die Wertbesteuerung in (247) den Anteil des positiven Achsenabschnitts, 

der durch den Quotienten aus dem konstanten Störterm � ��̅ −
��

�
� +

 � 

�
 �̅ und dem 

konstanten Koeffizenten � 
�̅

��
  

���

�
 + � bestimmt wird. Zugleich erhöht sich der Betrag des 

negativen variablen Störterms − 
�

�
 �(�) um den Faktor [1 + �]. Um nun zu bestimmen, 

in welche Richtung die gegenwärtige Abbauintensität infolge einer Wertbesteuerung 

ausschlägt, wird zusätzlich eine Analyse der Eigenwerte sowie der Kozustandsvariablen 

                                                 
67  Anm.: Auch bei geändertem Stabilitätsverhalten können weiterhin Lösungspfade existieren. 

Voraussetzung gemäß Lemma 1 ist, dass diese im Endzeitpunkt die Abszisse berühren. 
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�(�) notwendig. Unter Anwendung derselben Schritte wie in Abschnitt 3.5.2 erhält man 

nach einer Wertbesteuerung folgende modifizierte Eigenwerte: 

 ���
=

�

2
−

�

4
 � 

�̅

�̅
+

1

2
��� + [2 − �] � � 

�̅

�̅
+

�

4
[� − 8] ��

�̅

�̅
�

�

  ( 249 ) 

   

 ���
=

�

2
−

�

4
 � 

�̅

�̅
−

1

2
��� + [2 − �] � � 

�̅

�̅
+

�

4
[� − 8] ��

�̅

�̅
�

�

  ( 250 ) 

Die mithilfe der Bedingung von (246) angenommene Sattelpunktstabilität impliziert, dass 

es sich bei (249) und (250) auch nach der Wertbesteuerung um reelle Eigenwerte handelt. 

Vergleicht man diese mit den Eigenwerten ohne Besteuerung (212) und (213) –              

�� =
�

�
+

�

�
��� + 2 � � 

�̅

��
  und �� =

�

�
−

�

�
��� + 2 � � 

�̅

��
   –, so wird deutlich, dass sich 

die Beträge sowohl des positiven als auch des negativen Eigenwertes infolge der 

Maßnahme verringern. Hierbei reduziert sich der Betrag des negativen Eigenwertes �� 

infolge der Wertbesteuerung im Vergleich zum positiven Eigenwert �� anteilig stärker, 

so dass gilt: 

 
����

�

����
�

 >  
|��|

|��|
  ( 251 ) 

Dies bedeutet, dass die Veränderung im homogenen Teil eine partiell verstärkte 

Verdrängungsstrategie des Rohstoffkartells bedingt. Unter Beachtung von Lemma 168 gilt 

dies analog für die Erhöhung des konstanten Anteils des Achsenabschnitts in (247). Beide 

Tendenzen implizieren, dass das kumulierte Angebot der Konkurrenz nach einer 

Wertbesteuerung sinken muss. Somit gilt: 

 � ��(�) ��

��
∗

�

  <   � �(�) ��

�∗

�

  ( 252 ) 

Hierbei gilt weiterhin, dass eine zusätzliche Angebotseinheit der Substitutionskonkurrenz 

aufgrund der Diskontierung den kumulierten Gewinn des Rohstoffkartells in der 

Gegenwart stärker reduziert als in der Zukunft. Dann folgt aus (252), dass der Betrag des 

                                                 
68  Siehe Abschnitt 2.4, S. 22. 
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zugehörigen gegenwärtigen Schattenpreises �(��) infolge der Wertbesteuerung 

ansteigen muss. Aus (169) in Verbindung mit der partiellen Ableitung von (241) nach 

�(�) folgt: 

 �̇�(��) = � ��(��) + 
�̅

�̅
 �

��(��)

1 + �
+ ��(��) �� ( 253 ) 

Mithilfe der notwendigen Bedingung (171) mit �(�∗) �(�∗) = 0 lässt sich aufgrund der 

Stetigkeit des Kozustands schlussfolgern, dass sich infolge der Besteuerung in der 

Gegenwart die Steigung von � erhöht, somit also �̇�(��) > �̇(��) gilt.69 Damit (253) 

erfüllt ist, muss folglich ��(��) > �(��) gelten.  

Folgende Abbildung illustriert den Effekt der Wertbesteuerung in der ��(�), �(�)�-Ebene. 

Hierbei stellt � den Ausgangspunkt des Gleichgewichts ohne die klimapolitische 

Maßnahme dar. Durch die Wertbesteuerung springt der Gleichgewichtspunkt zum 

Zeitpunkt �� nach �. Von dort aus verschiebt er sich entlang der Nullkline �̇(�) = 0 

kontinuierlich nach unten. Hierdurch verändert sich unmittelbar der Lösungspfad. Der 

jeweilige Lösungspfad vor beziehungsweise nach Einführung einer Wertsteuer wird in 

der Abbildung schwarz dargestellt. 

 

 

 

 

 

 

 

                                                 
69  Hieraus folgt zugleich, dass �(�) schneller gegen null konvergiert. 
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3.6.3 Subventionierung der Substitutionskonkurrenz 

In diesem Abschnitt wird untersucht, welche Auswirkung die Subventionierung von 

umweltfreundlichen, regenerativen Substituten sowie Energiewandlungstechniken der 

Substitutionskonkurrenz auf die optimale Abbauintensität hat. Weiterhin soll gelten, dass 

die Marktanteile der Substitutionskonkurrenz in der Ausgangslage vergleichsweise 

gering sind.  

Kernaussage 

 Eine Subventionierung der Substitutionskonkurrenz führt zu einer Erhöhung der 

optimalen gegenwärtigen Abbauintensität und somit zu einem Grünen Paradoxon.  

 

Abbildung 35: Wirkung einer konstanten Wertsteuer 
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Begründung  

Die Subventionierung hat zur Folge, dass die Marktanteile der Substitutionskonkurrenz 

bereits bei einem niedrigeren Rohstoffpreis beziehungsweise bei einer größeren 

Angebotsmenge des Rohstoffkartells zunehmen. Konkret bedeutet dies eine Reduktion 

der durchschnittlichen Grenzkosten der Substitutionskonkurrenz �� in Höhe der 

Subventionierung.70 Nimmt man an, dass die Subvention einer beliebigen Höhe � pro 

Einheit der Substitutionskonkurrenz entspricht, dann ändert sich zwar formal die 

Gewinnfunktion des Rohstoffkartells (160) nicht, indes muss die Hamilton-Funktion 

(174) modifiziert werden zu:  

 � = �(�) ��̅ −
�̅

�̅
 [�(�) + �(�)]� − �(�) �(�) + �(�) � ��̅ −

�̅

�̅
 [�(�) + �(�)] − [�� − �]� ( 254 ) 

Die Bewegungsgleichungen (193) und (194) ändern sich zu: 

 �̇(�) = �� 
�̅

�̅
+ ��  �(�) + �� 

�̅

�̅
+

�

2
�  �(�) +

�

2
 �(�) − � ��̅ −

�� − �

2
� −

�

2
�̅ ( 255 ) 

  

 �̇(�) = � ��̅ −
�̅

�̅
 [�(�) + �(�)] − [�� − �]� ( 256 ) 

Wie in den Gleichungen (255) und (256) zu sehen ist, bleiben die konstanten 

Koeffizienten des Differentialgleichungssystems infolge der Subventionierung weiterhin 

unverändert. Dies bedeutet, dass die Subventionierung die Eigenwerte beziehungsweise 

Eigenvektoren nicht beeinflusst. Indes folgt für die Nullklinen bei Implikation der 

Subventionierung: 

 �(�)|�̇�� = − 
� 

�̅

�̅
 +  

�
2

� 
�̅

�̅
 +  �

  �(�)  +  
� ��̅ – 

�� − �
2

� +  
 � 
2

 �̅

� 
�̅

�̅
 +  �

 −  
1

2
 

�

� 
�̅

�̅
 +  �

 �(�)   ( 257 ) 

    

 �(�)|�̇�� = �̅ −
�̅

�̅
 [�� − �] − �(�) ( 258 ) 

Sowohl aus (257) als auch (258) wird ersichtlich, dass die Achsenabschnitte beider 

Nullklinen ansteigen. Da �(�) infolge der klimapolitischen Maßnahme zu keinem 

                                                 
70  Vgl. S. 76: �� stellt die Höhe der durchschnittlichen marginalen Produktionskosten der 

Substitutionskonkurrenz dar, bei welcher der Marktanteil an Backstop-Technologien unverändert 
bleibt. 
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Zeitpunkt höhere Werte annehmen kann, kann die Verschiebung der Nullkline �̇(�) = 0 

durch �(�) nicht kompensiert werden. Aufgrund der größeren Distanz zu �̇(�) = 0 ist 

somit zur Erfüllung von Lemma 171 zwingend eine höhere anfängliche Abbauintensität 

notwendig. Da sich die Eigenwerte und Eigenvektoren infolge der klimapolitischen 

Maßnahme nicht verändern, führt die größere Distanz zur Nullkline �̇(�) = 0 dazu, dass 

im optimalen Endzeitpunkt die Marktanteile der Substitutionskonkurrenz höher ausfallen 

als ohne Subventionierung, �(�∗) also ansteigt. Dieses Ergebnis kann unmittelbar auf 

eine Preissenkung der durchschnittlichen Grenzkosten der Backstop-Technologie �� 

infolge technischer Innovationen übertragen werden. In diesem Fall lässt sich die 

Variable � als Differenzbetrag der Grenzkosten vor und nach der Subventionierung 

interpretieren. 

Folgende Abbildung illustriert den Effekt der Subventionierung in der 

��(�), �(�)�-Ebene. Hierbei stellt � den Ausgangspunkt des Gleichgewichts ohne die 

klimapolitische Maßnahme dar. Durch die Subventionierung der Backstop-Technologie 

springt der Gleichgewichtspunkt zum Zeitpunkt �� nach �. Von dort aus verschiebt er 

sich entlang der Nullkline �̇(�) = 0 kontinuierlich nach unten. Hierdurch verändert sich 

unmittelbar der Lösungspfad. Der jeweilige Lösungspfad vor beziehungsweise nach der 

Subventionierung von Backstop-Technologien wird in der Abbildung schwarz 

dargestellt. 

 

 

 

 

 

 

                                                 
71  Siehe Abschnitt 2.4, S. 22. 
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Abbildung 36: Wirkung einer Subventionierung 
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4 Zusammenfassende Bemerkungen und Diskussion 

Die vorliegende Arbeit liefert einen Beitrag zur Anwendung der Dynamischen 

Optimierung im Themenfeld der Umwelt- und Ressourcenökonomik. Mithilfe des 

Pontrjagin‘schen Maximumprinzips werden gewinnoptimale Abbaupfade von Anbietern 

fossiler Energieträger hergeleitet sowie der Einfluss marktkonformer klimapolitischer 

Eingriffe analysiert. Hierbei wird aufgrund der Struktur des Erdölmarktes – und der 

dortigen Präsenz der OPEC – eine imperfekte Wettbewerbssituation angenommen, in der 

sich vereinfacht sämtliche Besitzer fossiler Energieträger zu einem Rohstoffkartell 

zusammenschließen. Gleichzeitig wird vorausgesetzt, dass Substitutionskonkurrenten 

existieren, die umweltfreundliche Backstop-Technologien produzieren. Im Rahmen 

zweier Modelle wird zwischen unendlicher sowie endlicher Anpassungsgeschwindigkeit 

der Substitutionskonkurrenten unterschieden. 

Im ersten Modell wird eine unendliche Anpassungsgeschwindigkeit der 

Substitutionskonkurrenz bei einer linearen Rohstoffnachfrage angenommen. Dies 

impliziert die Existenz eines Limitpreises, oberhalb dessen Backstop-Technologien 

vollkommen elastisch angeboten werden können. Folglich wird das Rohstoffkartell 

gezwungen, eine Grenzpreisstrategie zu wählen, indem es den Limitpreis mithilfe der 

eigenen periodischen Angebotsmenge unterbietet. In Bezug auf Backstop-Technologien 

wird zusätzlich technischer Fortschritt, der zu dynamisch sinkenden marginalen 

Produktionskosten führt, berücksichtigt. Darüber hinaus wird ein sukzessiver Anstieg des 

weltweiten Rohstoffbedarfs in das Modell integriert. Unter diesen Voraussetzungen lässt 

sich zeigen, dass die Rohstoffvorkommen nicht zwingend komplett ausgebeutet werden, 

sofern die marginalen Produktionskosten der Backstop-Technologie im Zeitverlauf unter 

die Grenzkosten der Rohstoffextraktion inklusive der konventionellen 

Energiewandlungstechnik fallen.  

In einem weiteren Schritt wird die Beeinflussung der optimalen Abbauintensität des 

Rohstoffkartells infolge marktkonformer klimapolitischer Maßnahmen untersucht. 

Hierzu zählen die Mengen- und Wertbesteuerung fossiler Energieträger und die staatliche 

Subventionierung von Backstop-Technologien. In einem Exkurs wird zusätzlich der 

Effekt von Wirtschaftsförderung in den Schwellen- und Entwicklungsländern bestimmt.  
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Die Untersuchungen in Bezug auf Rohstoffsteuern führen zu dem Ergebnis, dass eine 

Wertsteuer die gleiche Wirkung wie eine Mengensteuer besitzt. Für den Fall, dass im 

Optimum die Reserven nicht gänzlich ausgebeutet werden, bewirken beide Steuerarten 

eine Reduzierung der gewinnoptimalen Abbauintensität im gesamten Zeitintervall. Dies 

bedeutet, dass mehr Rohstoff in situ verbleibt. Ist hingegen für das Rohstoffkartell die 

komplette Verwertung der Reserven optimal, so induziert lediglich eine Besteuerung mit 

Wachstumsraten unterhalb der Höhe des Marktzinses eine verminderte gegenwärtige 

Abbauintensität. Hoel (2012) sowie van der Ploeg / Withagen (2012) gelangen in ihren 

Ausführungen für den Fall vollständigen Wettbewerbs der Rohstoffanbieter zu 

demselben Ergebnis.  

In Bezug auf die Subventionierung der Substitutionskonkurrenz kann im ersten Modell 

gezeigt werden, dass sich die Existenz eines Grünen Paradoxons nur dann ausschließen 

lässt, wenn sowohl vor als auch nach der Subventionierung die unvollständige 

Ausbeutung der Rohstoffreserven gewinnoptimal ist. In allen übrigen Fällen kann die 

Maßnahme sowohl zu einem erhöhten als auch verringerten gegenwärtigen 

Rohstoffabbau führen. Im Unterschied dazu gelangen sowohl Gerlagh (2011) als auch 

van der Ploeg / Withagen (2012) unter Annahme vollständiger Angebotskonkurrenz zu 

dem Ergebnis, dass sich infolge des Preissturzes eines Backstops die gegenwärtige 

Abbaurate für fossile Brennstoffe stets erhöht.  

Im Rahmen des ersten Modells wird zusätzlich ein Anwendungsbeispiel präsentiert. 

Hierbei wird der Einfluss einer dynamischen Preisreduktion der Elektromobilität auf die 

Produktion von Kraftstoffen, die aus konventionellem Erdöl hergestellt werden, 

simuliert. Anhand der Angaben des BGR (2009) sowie einer Studie von Blesl u.a. (2009) 

ergibt sich bei einer Kapitalmarktrendite von zwei Prozent, einer Wachstumsrate der 

weltweiten Motorisierung in Höhe von jährlich drei Prozent sowie vernachlässigbaren 

Steuern eine gewinnoptimale Dauer der Kraftstoffproduktion von 57 Jahren. Eine 

staatliche Bezuschussung in Höhe von 5000 Euro beim Kauf eines Elektroautos bewirkt 

eine nahezu unveränderte gegenwärtige Abbauintensität der konventionellen 

Erdölreserven. Diese sinkt jedoch nach 15 Jahren unter den Wert ohne Subventionierung. 

Gleichzeitig halbiert sich die optimale Dauer der Kraftstoffproduktion, so dass nicht alle 

konventionellen Rohstoffreserven aufgebraucht werden und somit ein positiver 

klimapolitischer Effekt eintritt. Hingegen führt eine Bezuschussung von lediglich 1250 

Euro in der Simulation zu einem Grünen Paradoxon. Bei dieser Höhe werden weiterhin 

sämtliche Rohstoffreserven aufgebraucht, gleichzeitig jedoch die Abbaudauer verkürzt. 
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Für die abschließend in einem Exkurs betrachtete Wirtschaftsförderung in Entwicklungs- 

beziehungsweise Schwellenländern kann gezeigt werden, dass hierdurch bei inkompletter 

Verwertung der Rohstoffreserven die Abbauintensität zu jedem Zeitpunkt ansteigt. In 

diesem Fall ändert sich der Abbauzeitraum nicht, so dass gegen Ende weniger Reserven 

in situ verbleiben. Ist indes der vollständige Verbrauch der Rohstoffreserven optimal, so 

verringert sich zwar die gegenwärtige Extraktionsmenge des Rohstoffkartells, 

gleichzeitig verkürzt sich aber auch der Abbauzeitraum. Daraus folgt, dass die 

gewinnoptimale Abbauintensität zumindest in einer Periode höher sein muss als ohne die 

Umsetzung der klimapolitischen Maßnahme. 

Im zweiten Modell wird angenommen, dass sich die Marktanteile von 

Backstop-Technologien in Abhängigkeit des Rohstoffpreises zeitvariant anpassen und 

somit eine endliche Anpassungsgeschwindigkeit der Substitutionskonkurrenz 

vorausgesetzt werden muss. Gleichzeitig wird von einem konstanten Kostenvorteil der 

Rohstoffextraktion inklusive der konventionellen Energiewandlungstechniken gegenüber 

Backstop-Technologien ausgegangen, so dass zur Vereinfachung die Marginalkosten der 

konventionellen Energiegewinnung vernachlässigt werden können. Dies impliziert, dass 

das Rohstoffkartell seine Rohstoffreserven stets ausschöpft. Im Ergebnis wählt das 

Rohstoffkartell eine Abbau- und Preisstrategie, die durch eine gewinnoptimale Steuerung 

der zeitabhängigen Marktanteile der Substitutionskonkurrenz gekennzeichnet ist.  

Auf Basis dieser Annahmen lässt sich mithilfe des Pontrjagin‘schen Maximumprinzips 

ein kanonisches Differentialgleichungssystem herleiten. Hierbei zeigt sich, dass die 

potentiellen Lösungstrajektorien unter den getroffenen Annahmen zwar sattelpunktstabil 

verlaufen, sich jedoch der Gleichgewichtspunkt des Systems kontinuierlich verschiebt. 

Des Weiteren kann nachgewiesen werden, dass die Existenz von Lösungstrajektorien 

stets deren Eindeutigkeit impliziert. Analog zum ersten Modell werden separat die 

Auswirkungen einer Mengen- sowie Wertbesteuerung fossiler Energieträger analysiert. 

Hierbei wird davon ausgegangen, dass die Marktanteile der Substitutionskonkurrenten 

anfänglich vergleichsweise gering sind. Zur Vereinfachung werden die Wirkungen 

zeitinvarianter, konstanter Steuersätze betrachtet. Ferner wird der klimapolitische Effekt 

einer Subventionierung der Substitutionskonkurrenz untersucht.  

Hinsichtlich der Wirkung einer konstanten Mengenbesteuerung des Rohstoffs lässt sich 

feststellen, dass hierdurch die gegenwärtige Abbauintensität des Rohstoffkartells 

reduziert wird, die Maßnahme somit klimafreundlich wirkt. Für eine konstante 
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Wertbesteuerung allerdings zeigt sich, dass hierdurch die gegenwärtige Abbaurate 

ansteigt. Somit wirkt sich hier – sowohl im Unterschied zu dem Ergebnis                                 

Sinns (2008a, 2008b) als auch zum ersten Modell – eine konstante Wertbesteuerung trotz 

vernachlässigter Extraktionskosten weder neutral noch klimaschonend aus, sondern 

besitzt einen umweltschädlichen Effekt. Auch bei der Untersuchung der 

Subventionierung der Substitutionskonkurrenz zeigt sich ein abweichendes Ergebnis zum 

ersten Modell. So führt diese Maßnahme im zweiten Modell ohne Einschränkung zu einer 

Ausweitung der derzeitigen Fördermenge fossiler Brennstoffe. Gerlagh (2011) sowie van 

der Ploeg / Withagen (2012) gelangen im Fall einer kompletten Verwertung der 

Rohstoffreserven zu demselben Resultat, jedoch unter Annahme vollkommener 

Angebotskonkurrenz und unendlicher Angebotselastizität von Backstop-Technologien 

oberhalb der zugehörigen marginalen Produktionskosten. 

Vergleicht man beide Modellierungen, so kann neben den teils unterschiedlichen 

Resultaten festgestellt werden, dass sich das zweite Modell als diffiziler erweist. Durch 

die Annahme endlicher Anpassungsgeschwindigkeit der Substitutionskonkurrenz muss 

hier eine zusätzliche Zustandsvariable beachtet werden. Zwar wird aufgrund der 

Komplexität im zweiten Modell kein Algorithmus zur Bestimmung konkreter 

Lösungstrajektorien entwickelt, gleichwohl lassen sich mithilfe einer Stabilitäts- 

beziehungsweise Phasenraumanalyse qualitative Aussagen in Bezug auf das Muster und 

die klimapolitische Sensitivität gewinnoptimaler Abbaupfade treffen. Ferner können 

Einblicke gewonnen werden, nach welchen Grundsätzen ein dominanter 

Rohstoffproduzent optimal auf vorhandene oder drohende Marktanteile von 

Substitutionskonkurrenten reagiert. In Abhängigkeit des Verbreitungsgrads von 

Backstop-Technologien toleriert er einen weiteren Anstieg oder versucht, eigene 

Marktanteile zurückzugewinnen. Dieser Aspekt bietet eine interessante Option zur 

Weiterentwicklung. In einer Modifikation könnten als Substitutionskonkurrenten 

Anbieter unkonventionellen Erdöls72 angenommen werden, die bei hohen Preisen 

sukzessive neue Rohstoffvorkommen erschließen. In diesem Zusammenhang erlaubt die 

Struktur des zweiten Modells eine separate Betrachtung der Abbaupfade des 

Rohstoffkartells sowie der Substitutionskonkurrenz. Da unkonventionelle und 

konventionelle Erdölgewinnung das Ökosystem unterschiedlich belasten, lässt sich 

hierdurch die Entwicklung von Umweltschäden analysieren. Eine weitere interessante 

                                                 
72  Hierunter fallen beispielsweise Anbieter, die Erdöl mithilfe von Verfahren wie Fracking, Extraktion aus 

Teersand oder auch Verflüssigung von Steinkohle gewinnen. 
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Möglichkeit der Erweiterung bietet eine Untersuchung der Folgen eines künftigen 

Anstiegs des globalen Energiebedarfs. Hierbei kann davon ausgegangen werden, dass 

sich sowohl die Nachfrage nach fossilen Brennstoffen als auch nach regenerativen 

Energien erhöht. Letzteres impliziert, dass die Markteintrittsgeschwindigkeit der 

Substitutionskonkurrenz steigt. Mittels Dynamischer Optimierung könnte dann geklärt 

werden, welches Verhältnis dieser beiden Faktoren für eine Senkung der gegenwärtigen 

Abbauintensität notwendig ist. 

Bezüglich des ersten Modells wird angemerkt, dass die Annahme unendlicher 

Anpassungsgeschwindigkeit der Substitutionskonkurrenz für bestimmte 

Wirtschaftsbereiche auf den ersten Blick eine starke Vereinfachung darstellt. Zum 

Beispiel wird für eine künftige flächendeckende Nutzung von Elektrofahrzeugen ein 

erheblicher Ausbau von erneuerbaren Energien oder Kernkraftwerken nötig, um auch 

tatsächlich eine Entkopplung der Elektromobilität von fossilen Brennstoffen zu 

gewährleisten. Für die momentan vorhandenen grünen Substitute kann also zumindest im 

Transportsektor noch nicht von einer sehr hohen Anpassungsgeschwindigkeit 

ausgegangen werden. Dies mag Sinn (2008a, 2008b) unter anderem vor Augen haben, 

wenn er in seinen Ausführungen argumentiert, dass es sich bei Kohlenwasserstoffen um 

essentielle volkswirtschaftliche Produktionsfaktoren handelt, die durch regenerative 

Energien nicht vollständig substituiert werden können. Diese Annahme impliziert 

zugleich einen unendlichen Rohstoffpreis bei marginalem Angebot und schließt die 

Existenz eines Limitpreises aus. Die Dynamik der bisherigen Erfindungen lassen jedoch 

berechtigte Zweifel zu, dass sich dies ohne Weiteres auf die Zukunft übertragen lässt. 

Vieles spricht dafür, dass durch fortlaufende technische Innovationsprozesse der 

Anwendungsbereich und damit die Angebotselastizität von regenerativen Substituten 

weiter ansteigen wird. Ferner ist keineswegs ausgeschlossen, dass zukünftig synthetische 

Kraftstoffe mit nahezu neutraler CO2-Bilanz produziert werden können.73 Da in diesem 

Fall konventionelle Energiewandlungstechniken nicht ausgetauscht werden müssen, ist 

die Anpassungsgeschwindigkeit derartiger Substitute bei Überschreiten der zugehörigen 

Produktionskosten äußerst hoch. Geht man ferner davon aus, dass die Entwicklung 

solcher Substitute mit steigenden Rohstoffpreisen wahrscheinlicher wird, so lässt sich der 

Limitpreis im ersten Modell dieser Arbeit – und damit die Notwendigkeit einer 

                                                 
73  Mithilfe sogenannter Power-to-Liquid-Verfahren lassen sich synthetische Kraftstoffe aus CO2-Anteilen 

der Luft sowie Wasser erzeugen.  
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Grenzpreisstrategie der Rohstoffproduzenten – selbst bei momentan noch nicht 

existierenden Substituten begründen.  

Der Vergleich beider Modelle deutet noch auf einen weiteren interessanten Aspekt hin: 

So ist im zweiten Modell die optimale Abbaustrategie des dominanten Rohstoffkartells 

im Fall eines niedrigen Verbreitungsgrads regenerativer Energien dadurch 

gekennzeichnet, dass der Marktanteil der Substitutionskonkurrenz bis zur Ausschöpfung 

stetig ansteigt. Dies bedeutet, dass über den gesamten Abbauzeitraum der Rohstoffpreis 

oberhalb der durchschnittlichen marginalen Produktionskosten der 

Substitutionskonkurrenz liegt. Gleichzeitig impliziert die Grenzpreisstrategie im ersten 

Modell, dass zu jedem Zeitpunkt ein niedrigerer Rohstoffpreis und damit eine höhere 

Abbauintensität gewinnoptimal ist. Hieraus lässt sich schlussfolgern, dass ein starker 

Anstieg der Anpassungsgeschwindigkeit regenerativer Substitute zu einer forcierten 

Ausbeutung der Rohstoffreserven führt und deshalb umweltschädlich wirkt. Somit ergibt 

sich für die staatliche Klimapolitik ein Dilemma: Zwar eröffnet eine sehr hohe 

Anpassungsgeschwindigkeit regenerativer Substitute die Möglichkeit, dass nicht alle 

Rohstoffreserven ausgeschöpft werden, doch führt die staatliche Förderung eines 

beschleunigten Markeintritts von Backstop-Technologien potentiell zu einer strikten 

Grenzpreisstrategie der Rohstoffanbieter und damit zu verstärkten CO2-Emissionen in der 

Gegenwart. Dies könnte verhindert werden, wenn die Verbraucherländer 

Forschungsprojekte im Bereich regenerativer Energien möglichst intransparent und 

nichtöffentlich gestalten. Hierdurch ließe sich die Wahrscheinlichkeit eindämmen, dass 

die Rohstoffproduzenten die Entwicklung perfekter Substitute antizipieren und 

infolgedessen den Rohstoffabbau beschleunigen. In diesem Zusammenhang wird auf das 

Resultat beider Modelle hinsichtlich des positiven klimapolitischen Effekts einer 

konstanten, zeitinvarianten Mengenbesteuerung fossiler Brennstoffe hingewiesen. Durch 

die weltweite Einführung einer solchen Steuer könnte verhindert werden, dass sich die 

gegenwärtige Abbauintensität aufgrund umwelttechnischer Innovationen erhöht. 

Insgesamt verdeutlichen die Ergebnisse dieser Arbeit – aber auch der Vergleich zu den 

Ausführungen der anderen genannten Autoren –, dass unterschiedliche 

Marktbedingungen zu einer Veränderung der Wirkung klimapolitischer Maßnahmen 

führen können. Um folglich die Effekte marktkonformer Klimapolitik abschätzen zu 

können, sind sowohl die aktuellen Marktstrukturen als auch künftige Entwicklungen 

regenerativer Substitute zu berücksichtigen.
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Anhang 1 

Simulation Abschnitt 2.6.1 – Programmierung MATLAB® 

function 

[T,lambda,p,pR,d,q,R,abgebaut,RT,Steuereinnahmen]=RohstoffabbauMENGENSTEUER(z,

a,Y,gB,gR,gK,d0,R0,r,s) 

     

RT=0; % Restbestand bei T = T* wird mit 0 initialisiert 

 

p=@(t) z*exp(-a*t)+gB-gK; % p entspricht in der Arbeit dem Limitpreis �̅  

 

d=@(t) d0*exp(Y*t); % d entspricht in der Arbeit der Sättigungsmenge �̅ 

                        % Y entspricht in der Arbeit der Wachstumsrate der   

                          Rohstoffnachfrage � 

    

abgebaut=false; 

     

    % Fall 1: noch Restbestand     

    if (s+gR+gK > gB)  

        T=-1/a*log((s+gR+gK-gB)/z); 

        q=@(t) d(t)/2.*(1-(s+gR)./p(t)); 

        R=@(t) R0-quadl(q,0,t); 

        pR=@(t) 1*(p(t).*(1-q(t)./d(t))); 

        RT=R(T); 

        lambda=0; 

    end 

  

    % Fall 2: alles abgebaut 

    if (s+gR+gK <= gB) || (RT <= 0)        

        integrand1=@(t) d(t)./p(t);  

        integrand2=@(t) d(t)./p(t).*exp(r*t); % r entspricht in der Arbeit i 

        f=@(t) R0 - d0/2/Y*(exp(Y*t)-1) + (gR+s)/2*quadl(integrand1,0,t)              

               + 1/2*exp(-r*t).*(p(t) – (gR-s).*quadl(integrand2,0,t);  

        T0=100;   

        T = fzero(f,T0); 

        lambda=@(t) (p(T)-gR-s).*exp(r*(t-T)); 

        q=@(t) d(t)./2.*(1-(gR+s+lambda(t))./p(t)); 

        R=@(t) R0-quadl(q,0,t); 

        pR=@(t) 1*(p(t).*(1-q(t)./d(t))); % pR entspricht in der Arbeit dem   

                                            Rohstoffpreis �(�, �)  

        abgebaut=true; 
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    end 

integrand3=@(t) (pR(t)-gR-s).*q(t).*exp(r*(T-t)); 

integrand4=@(t) pR(t).*q(t); 

integrand5=@(t) (pR(t)-s).*q(t); 

Steuereinnahmen=quadl(integrand4,0,T) - quadl(integrand5,0,T); 

end 
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Simulation Abschnitt 2.6.2 – Programmierung MATLAB® 

function 

[T,lambda,p,pR,d,q,R,abgebaut,RT,Steuereinnahmen]=RohstoffabbauWERTSTEUER(z,a,

Y,gB,gR,gK,d0,R0,r,s) 

 

RT=0;  

p=@(t) z*exp(-a*t)+gB-gK;  

d=@(t) d0*exp(Y*t); 

abgebaut=false; 

 

    % Fall 1: noch Restbestand     

    if (gR*(1+s)+gK > gB) 

        T=-1/a*log((gR*(1+s)+gK-gB)/z); 

        q=@(t) d(t)/2.*(1-gR*(1+s)./p(t)); 

        R=@(t) R0-quadl(q,0,t); 

        RT=R(T); 

        lambda=0; 

    end 

 

    % Fall 2: alles abgebaut 

    if  (gR*(1+s)+gK <= gB) || (RT <= 0)        

        integrand1=@(t) d(t)./p(t);  

        integrand2=@(t) d(t)./p(t).*exp(r*t); 

        f=@(t) R0 - d0/2/Y*(exp(Y*t)-1) +   

              (gR*(1+s)/2)*quadl(integrand1,0,t) + 1/2*exp(-r*t).*(p(t)-  

               gR*(1+s)).*quadl(integrand2,0,t);  

        T0=50;   

        T = fzero(f,T0); 

        lambda=@(t) (p(T)./(1+s)-gR).*exp(r*(t-T)); 

        q=@(t) d(t)./2.*(1-((gR*(1+s)+lambda(t)*(1+s))/p(t))); 

        R=@(t) R0-d0/2/Y*(exp(Y*t)-1) + (gR*(1+s)/2)*quadl(integrand1,0,t)  

               + 1/2*exp(-r*T).*(p(T)-gR*(1+s)).*quadl(integrand2,0,t);     

        abgebaut=true; 

    end 

 

pR=@(t) 1*(p(t).*(1-q(t)./d(t)));  

integrand3=@(t) (pR(t)./(1+s)-gR).*q(t).*exp(r*(T-t)); 

integrand4=@(t) pR(t).*q(t); 

integrand5=@(t) pR(t)./(1+s).*q(t); 

Steuereinnahmen=quadl(integrand4,0,T) - quadl(integrand5,0,T); 

end 
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Simulation Abschnitt 2.7 – Programmierung MATLAB® 

function  

[T,lambda,p,pR,d,q,R,abgebaut,RT]=Rohstoffabbau(z,a,Y,gB,gR,gK,d0,R0,r) 

  

 

RT=0;  

p=@(t) z*exp(-a*t)+gB-gK;  

d=@(t) d0*exp(Y*t);  

  

abgebaut=false; 

     

    % Fall 1: noch Restbestand     

    if (gR+gK > gB) 

        T=-1/a*log((gR+gK-gB)/z); 

        q=@(t) d(t)/2.*(1-gR./p(t)); 

        R=@(t) R0-quadl(q,0,t); 

        pR=@(t) 1*(p(t).*(1-q(t)./d(t)));  

        RT=R(T); 

        lambda=0; 

    end 

 

    % Fall 2: alles abgebaut 

    if (gR+gK <= gB) || (RT <= 0)        

        integrand1=@(t) d(t)./p(t);  

        integrand2=@(t) d(t)./p(t).*exp(r*t); 

        f=@(t) R0 - d0/2/Y*(exp(Y*t)-1) + gR/2*quadl(integrand1,0,t)   

               + 1/2*exp(-r*t).*(p(t)-gR).*quadl(integrand2,0,t);  

        T0=100;   

        T = fzero(f,T0); 

        lambda=@(t) (p(T)-gR).*exp(r*(t-T)); 

        q=@(t) d(t)./2.*(1-(gR+lambda(t))./p(t)); 

        R=@(t) R0-quadl(q,0,t);         

        pR=@(t) 1*(p(t).*(1-q(t)./d(t)));  

        abgebaut=true; 

    end 

end 
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Anhang 2 

Ergänzung zu Abschnitt 2.5 (S. 33) 

Beweis: 

Der Cournot-Punkt – gebildet aus Preis und zugehöriger Absatzmenge – beschreibt das 

Gewinnmaximum eines Monopolisten bei gegebener statischer Preisabsatzfunktion. Die 

hiesige dynamische Gewinnfunktion des dominanten Rohstoffkartells lässt sich in eine 

unendliche Zahl statischer Funktionen �(�) aufspalten. Mithin folgt aus Gleichung (7) zu 

jedem festen Zeitpunkt ��: 

 �(�) = ��̅(��) −
�̅(��)

�̅(��)
 �(��) − ���  �(��) 

 

 

 

 

 

 Im Optimum müssen folgende Gleichungen erfüllt sein: 
 

 ��(�) = 0   

 

 ��(�) = �̅(��) − 2 
�̅(��)

�̅(��)
  �(��) − �� = 0  

⇔      �(��) =
�̅(��)

2
 �1 −

��

�̅(��)
�  

 

 

 

 

 

 Hinreichende Bedingung für ein Maximum ist, dass zusätzlich die zweite Ableitung von    

 �(�) negativ ist. Für ���(�) ergibt sich: 

 ���(�) = − 2 
�̅(��)

�̅(��)
 

 

 Da sowohl der Prohibitivpreis �̅(��) als auch die Sättigungsmenge �̅(��) ausschließlich       

lpositive Werte annehmen können, gilt: 

 ���(�) <  0     ∀    �� ∈ [0, �∗] 
 

∎   
 



Anhang 3 125 

 

Anhang 3 

Ergänzung A zu Abschnitt 2.6.3 (S. 57) 

Im Optimum folgt nach Umformung von (77) unter Beachtung von �(�) = �� �� � für den 

Schattenpreis während der Abbauphase: 

Leitet man diese Gleichung nach der Zeitvariablen � ab, so ergibt sich: 

In dieser Bewegungsgleichung lassen sich �̇(�), �̇̅(�) und �̇̅(�) ersetzen. Für �̇(�) gilt 

während der Abbauphase � ∈ [0, �∗] gemäß (52) in Verbindung mit (53): 

Die Ableitung �̇̅(�) lässt sich anhand von Gleichung (2) mit �̅(�) = �̅(��) � � � 

bestimmen. Demnach folgt: 

�̇̅(�) lässt sich mithilfe von Gleichung (3) mit �̅(�) = � �� � � + �� − �� ermitteln: 

Nach Einsetzen von (263) in (3) und Umformung folgt: 

Unter Berücksichtigung von (261), (262) und (264) und Ersetzen von �(�) mithilfe von 

(259) folgt für die Bewegungsgleichung (260) nach Auflösung nach �̇∗(�):  

 �(�) = �̅(�) − �� − 2 
�̅(�)

�̅(�)
 �∗(�) ( 259 ) 

 �̇(�) = �̇̅(�) − 2 
�̇̅(�) �̅(�) �∗(�) + �̇∗(�) �̅(�) �̅(�) − �̇̅(�) �̅(�) �∗(�)

�̅(�)�
  ( 260 ) 

 �̇(�) = � �(�) ( 261 ) 

 �̇̅(�) = � �̅(��) � � � = � �̅(�) ( 262 ) 

 �̇̅(�) = − � � �� � � ( 263 ) 

 �̇̅(�) = � ��� − �� − �̅(�)� ( 264 ) 
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Die in (265) zur Veranschaulichung integrierten Ungleichungen lassen sich daraus 

ableiten, dass während der Abbauphase �̅(�) > �� − �� und �̅(�) > �� gilt und alle 

Parameter positive Werte besitzen. Bei Integration der Subventionsmaßnahme der 

Backstop-Technologie lässt sich (265) modifizieren zu: 

Mithin lassen sich folgende Ungleichungen festhalten: 

(266) verdeutlicht, dass �̇∗(�) ceteris paribus infolge einer Bezuschussung in der 

Abbauphase steigt. (267) indes zeigt, dass eine marginale Veränderung der optimalen 

Abbauintensität d�∗(�) während der Abbauphase schwächer die eigene Steigung 

beeinflusst. 

Diese Gleichung impliziert, dass ein infinitesimaler Anstieg von � einen infinitesimalen 

Anstieg von �̇∗(�) bewirkt, solange folgende Ungleichung erfüllt ist: 

Umgekehrt verkleinert sich die intertemporale Steigung der Abbauintensität �̇∗(�) im 

Vergleich zum Vorzustand, solange gilt: 

 �̇∗(�) = �
�

�
 �

�� � ��

�̅(�)
− 1� −

�

�
 �1 −

��

�̅(�)
��

���������������������
� �

�̅(�) + �� + � + � �1 −
�� � ��

�̅(�)
��

�����������������
� �

�∗(�) ( 265 ) 

 �̇∗(�) = �
�

2
 �

�� − ��

�̅(�) − �
− 1� −

�

2
 �1 −

��

�̅(�) − �
��

�������������������������
� �

�̅(�) + �� + � + � �1 −
�� − ��

�̅(�) − �
��

�����������������
� �

�∗(�) ( 266 ) 

 �
�

2
 �

�� − ��

�̅(�)
− 1� −

�

2
 �1 −

��

�̅(�)
�� �̅(�)   >   �

�

2
 �

�� − ��

�̅(�) − �
− 1� −

�

2
 �1 −

��

�̅(�) − �
�� �̅(�) ( 267 ) 

  

 � + � + � �1 −
�� − ��

�̅(�) − �
�   <   � + � + � �1 −

�� − ��

�̅(�)
� ( 268 ) 

 
��̇∗(�)

��
= �

� (�� − ��) − � �� 

��
� 

�̅(�)

2
− �

� (�� − ��)

��
� �∗(�)  ( 269 ) 

 �∗(�)   >   
�̅(�)

2
 �1 − 

� �� 

 � (�� − ��)
�  ( 270 ) 

 �∗(�)  <   
1

2
 �̅(�) �1 − 

� ��

� (�� − ��)
� ( 271 ) 
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Beide Ungleichungen können indes als Phasen verstanden werden. Gilt Ungleichung 

(270) im Startpunkt, so impliziert dies, dass �∗(�) bis zum Wendepunkt                                     

�∗(�) =  
��(�)

�
 �1 −  

� �� 

 � (�� � ��)
� durch die Subvention stärker ansteigt. Gilt zu Beginn 

indes (271), so fällt �∗(�) bis zum Ende des Betrachtungszeitraums schwächer ab.  

Bei Ausschöpfung der Rohstoffreserven gilt gemäß Lemma 1, dass im optimalen 

Endzeitpunkt � = 0 und �∗ = 0 gleichzeitig eintreten.74 Wird angenommen, dass 

während der gesamten Abbauphase – sowohl ohne als auch mit infinitesimaler Erhöhung 

beziehungsweise Einführung einer Subventionierung – Bedingung (271) erfüllt ist, dann 

impliziert der schwächere Abfall von �∗(�) bis zum Endzeitpunkt eine niedrigere 

gegenwärtige Abbauintensität bei gleichzeitiger Erhöhung der Abbaudauer. Gilt 

hingegen Bedingung (270), so führt eine infinitesimale Erhöhung oder Einführung einer 

Subventionierung lediglich dazu, dass der Wendepunkt �∗(�) =  
��(�)

�
 �1 −  

� �� 

 � (�� � ��)
� 

zu einem späteren Zeitpunkt erreicht wird. Dies kann sowohl zu einer infinitesimalen 

Erhöhung als auch Verringerung der gegenwärtigen Abbauintensität führen, ohne dass 

Lemma 1 verletzt wird.  

Ergänzung B zu Abschnitt 2.6.3 (S. 57) 

Van der Ploeg / Withagen (2012) gehen in ihrer Modellierung nicht von einer 

kontinuierlichen Änderung der Preisabsatzfunktion des Rohstoffmonopols aus. Die 

Vernachlässigung der stetigen Dynamik der Rohstoffnachfrage impliziert im hiesigen 

Modell die Annahme einer konstanten Sättigungsmenge und eines konstanten 

Limitpreises mit � = 0 in (2) und � = 0 in (3). Nach entsprechender Modifikation von 

(76) folgt:  

Diese Gleichung lässt sich transformieren zu: 

                                                 
74  Siehe Abschnitt 2.4, S. 22. 

 �(�∗) = �� −
1

2
�

�̅

�̅
��̅ − �� − (�̅ − ��) �� (���∗)�

�∗

�

 ��  =   0 ( 272 ) 

 �(�∗) = �� − �
�̅

2
 �1 −  �� (���∗) −

��

�̅
+

��

�̅
 �� (���∗)�

�∗

�

 ��  =   0 ( 273 ) 
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Ein subventionsbedingter Preissturz �̅� der Backstop-Technologie führt ceteris paribus 

zu einem kontinuierlich geringeren Wert des Integranden                                                      

��

�
 �1 −  �� (���∗) −

��

�̅
+

��

�̅
 �� (���∗)�

�
. Da dieser Term der Abbauintensität �∗ entspricht, 

wäre bei unveränderter Abbaudauer �∗ ein Restbestand �(�∗) > 0 vorhanden. Mithin 

wird eine Anpassung von �∗ notwendig. �∗� besitzt den gleichen Effekt wie �̅� und 

verkleinert den Integranden beziehungsweise die Abbauintensität zusätzlich, so dass 

�(�∗) = 0 auch hierdurch nicht erfüllt werden kann. Dann impliziert eine 

Subventionierung zwingend einen Anstieg der optimalen Abbaudauer �∗ bei 

gleichzeitiger Reduktion der gegenwärtigen Abbauintensität. Somit ist eine 

Subventionierung bei statischer linearer Rohstoffnachfrage und konstanten Abbaukosten 

klimapolitisch effektiv.
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