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Zusammenfassung

Die Arbeit stellt neue Möglichkeiten der Modellierung von dünnwandigen flachen Ver-
bundschalen mit einem Sandwich-Aufbau vor, bei denen auf der Oberfläche einer passi-
ven Mittelschicht dünne piezoelektrische Sensoren und Aktoren appliziert werden. Für
die Berechnung dieser geschichteten aktiven Strukturen werden zuverlässige und robuste
finite Schalenelemente entwickelt, die auch bei verzerrten Netzgeometrien keine Verstei-
fungseffekte aufweisen und frei von Nullenergiemoden sind.
Ein besonderes Augenmerk gilt des Weiteren einer physikalisch präzisen Modellbildung,
zum Einen hinsichtlich des elektrischen Potenzials, zum Anderen hinsichtlich des piezo-
elektrischen Werkstoffverhaltens, insbesondere der auch im Kleinsignalbereich auftreten-
den Nichtlinearitäten. Verschiedene Varianten zur Modellverbesserung werden bei der
Entwicklung von piezoelektrischen Sandwichelementen berücksichtigt und hinsichtlich ih-
rer Auswirkungen auf die Strukturanalyse untersucht.
Im Einzelnen wird behandelt:
Für Aktoren und Sensoren, die auf die passive Struktur appliziert werden, ist eine diskrete
Approximation des elektrischen Potenzials in der Schalenebene durch einen konstanten
Ansatz ausreichend. Die Unterschiede zu einer kontinuierlichen Beschreibung bei bilinea-
ren Ansätzen werden aufgezeigt.
Im Gegensatz zur hauptsächlich verwendeten linearen Approximation für das elektrische
Potenzial in der Dickenrichtung liefern analytische Untersuchungen einen quadratischen
Verlauf. Dies wird bei der Entwicklung eines Schalenelementes berücksichtigt.
Für eine weitergehendere Betrachtung der Auswirkungen der vollständigen elektrome-
chanischen Kopplung wird eine erweiterte Variationsformulierung entwickelt. Durch die
Einarbeitung der Beziehung zwischen dem elektrischen Potenzial und dem elektrischen
Feld als Nebenbedingung ist diese nur noch in schwacher Form zu erfüllen, so dass bei
Verwendung dieses Elementes alle Beiträge zur inneren Arbeit berücksichtigt werden, die
aus der elektromechanischen Kopplung resultieren. Das sich hieraus ergebende Scha-
lenelement mit erweiterten Ansätzen wird mit denen verglichen, die einen linearen und
einen quadratischen Ansatz für das elektrische Potenzial verwenden. Hierdurch wird eine
Abschätzung der für die Genauigkeit des mathematischen Modells notwendigen Approxi-
mation des elektrischen Potenzials möglich.
Die schon im Kleinsignalbereich bei experimentellen Untersuchungen festgestellten nicht-
linearen Effekte werden unter Verwendung einer konsistenten Linearisierung in eine Ele-
mentformulierung integriert. Schließlich werden die Unterschiede zwischen der linearen
und nichtlinearen Modellierung des Werkstoffverhaltens anhand numerischer Beispiele un-
tersucht.
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Ẽ
m

Verzerrungen im natürlichen rs-Koordinatensystem
Emb, Eb, Es Membran-, Biege-, Schubanteil der Verzerrungen
F materieller Deformationsgradient
F Lastvektor
F diskrete Kraftanregung
G vektor- und tensorwertige Funktion
G gesamtes Potenzial
H magnetische Feldstärke
H elektrische Enthalpiedichte, Rezeptanz
Iy Flächenmoment 2. Ordnung
J Jacobideterminante
K, KT Steifigkeitsmatrix, tangentiale Steifigkeitsmatrix
L Lagrangefunktion
M materielle Punkte des Körpers B, Biegemoment
M Massenmatrix
N Vektoren der Ansatzfunktionen
N Normalkraft, Plattensteifigkeit
P Polarisation
P, Pβ, P , P β Matrix der elektrischen Beiträge zur Steifigkeit
Pr, Psat remanente Polarisation; Sättigungspolarisation, eindimensional
Ps spontane Polarisation
R, R Restglied
Sy Flächenmoment 1. Ordnung
Tc Curietemperatur
U Rechts-Streck-Tensor



XI

U innere Energiedichtefunktion
Uout elektrische Ausgangsspannung
W äußere Arbeit, Verschiebungsverteilung
X, X, X̂ Ortskoordinate, beschreibt die materielle Konfiguration; Knotenwerte

Griechische Symbole

α Parameter für Rayleighsche Dämpfung
β Impermittivitätstensor
β Parameter für Newmarkverfahren; Parameter für Rayleighsche Dämp-

fung
γ Parameter für Newmarkverfahren
ε Permittivitätstensor
ε0 Dielektrizitätskonstante des Vakuums
ηr modaler Verlustfaktor
κ Krümmung
λ Lagrangescher Multiplikator
λ, λ̄ Skalierungsfaktor, für bestimmtes Lastniveau
ν Querkontraktionszahl
ξ, η Koordinaten des Bildbereichs
ξ modaler Dämpfungsparameter
ρ0 Massendichte
ρe elektrische Raumladungsdichte
σ Cauchyscher Spannungstensor
Φ, Φ̂ skalares elektrisches Potenzial, Knotenwerte
φ Eigenfunktion
χ0, χt Abbildung von B nach B0, von B nach Bt
Ψ Deformationsabbildung von B0 nach Bt
ψx, ψy, ψ̂ Rotation um die y- bzw. x-Achse, Knotenwerte
ω Eigenfrequenz

Operatoren

Div Divergenz bzgl. der materiellen Koordinaten X
Grad Gradient bzgl. der materiellen Koordinaten X
Rot Rotation bzgl. der materiellen Koordinaten X
∂ partieller Differenzialoperator
d Differenzialoperator
δ Variation
D Ableitung einer Funktion nach x bei Linearisierung



XII

(.̇), (̈.) erste, und zweite Ableitung nach der Zeit
∆ Differenzenoperator
·, : einfaches und zweifaches inneres Produkt bei Tensoren
(̄.) Mehrfeldvariationsprinzip: angenommene Größen; Linearisierung:

Größen, deren Werte bei definiertem Deformations- / Spannungszu-
stand bekannt

L [.] Linearisierung von skalarwertigen Funktionen
L [.] Linearisierung von vektor- und tensorwertigen Funktionen

Indizierung

D, d von der dielektrischen Verschiebung abhängig
el elektrisch
HW beruht auf dem Prinzip von Hu-Washizu
int innere Arbeit
k von der Vorkrümmung abhängig
l untere Schicht
m mechanisch
nl nichtlinear
p piezoelektrisch
quad quadratischer Ansatz von Φ in Dickenrichtung
s vom Schubzustand abhängig
u vom Membranzustand abhängig, obere Schicht
φ, Φ vom elektrischen Potenzial abhängig
ψ vom Biegezustand abhängig
0 Ausgangszustand, konstanter Anteil
∗ modifizierte Materialparameter, Steifigkeitssubmatrizen

Wichtige Abkürzungen

ANS Assumed Natural Strain
DSG Discrete-Shear-Gap
EAS Enhanced Assumed Strain
elm Element
nel Knotenanzahl des Elementes
PVDF Polyvinylidenfluoride
PZT Blei-Zirkonat-Titanat
SMF Schalenmittelfläche
SM2FΦ Zweifeldvariationsformulierung mit elektrischem Potenzial



XIII

SM2FΦ1 ANS-basiertes piezoelektrisches Schalenelement mit linearem elektri-
schem Potenzial in Dickenrichtung und bilinearem Ansatz für Φ in der
xy-Ebene

SM2FΦ1k ANS-basiertes piezoelektrisches Schalenelement mit linearem elektri-
schem Potenzial in Dickenrichtung und konstantem Ansatz für Φ in
der xy-Ebene

SM2FΦ2 ANS-basiertes piezoelektrisches Schalenelement mit quadratischem
elektrischem Potenzial in Dickenrichtung und bilinearem Ansatz für
Φ in der xy-Ebene

SM2FΦ1n Physikalisch nichtlineares ANS-basiertes piezoelektrisches Schalenele-
ment mit linearem elektrischem Potenzial in Dickenrichtung und bili-
nearem Ansatz für Φ in der xy-Ebene

SM2FΦ1red wie SM2FΦ1 nur mit reduzierter Integration der Schubterme, vgl.
Lammering [71]

SM3FΦ Dreifeldvariationsformulierung mit elektrischem Potenzial und dielek-
trischer Verschiebung

SM3FΦ1 ANS-basiertes piezoelektrisches Schalenelement mit linearem elektri-
schem Potenzial in Dickenrichtung und bilinearem Ansatz für Φ in der
xy-Ebene, sowie konstantem Ansatz für die dielektrische Verschiebung
in der xy-Ebene





1

Kapitel 1

Einleitung

1.1 Adaptive Strukturen

Steigende Anforderungen an Funktionalität, Wirtschaftlichkeit und Sicherheit für Mensch
und Umwelt führen zu einer zunehmenden Optimierung von Konstruktionen, oftmals bei
Minimierung des Materialeinsatzes. Im Zuge dieser Entwicklung ist die Verwendung neuer
Technologien und Werkstoffe für die Realisierung maßgeschneiderter Lösungen auf hohem
technischem Niveau von immer größerer Bedeutung. Insbesondere durch die Integration
von adaptiven Strukturen in die Konstruktion eröffnen sich Möglichkeiten, die Zielvorga-
ben effizient zu erreichen und damit neuartige Konzepte zu verwirklichen, vgl. Chee et
al. [29]. Der Einsatz dieser adaptiven Systeme bietet sich immer dann an, wenn die Um-
setzung mit passiven Strukturen nicht oder nur mit unverhältnismäßig hohem Aufwand
realisierbar ist.

Adaptive Strukturen, auch Smart Structures genannt, stellen eine Synthese aus kon-
ventionellen passiven Strukturen und Sensoren und Aktoren als aktive Bauteile dar. Die
entstehenden Systeme können sich unter Einbeziehung eines geeigneten Reglers selbst-
tätig an wechselnde Betriebs- und Umweltbedingungen anpassen, vgl. u.a. Crawley
[32], Elspass [37], Janocha [57] und Rogers [92]. Werkstoffe oder Bauteile werden
als multifunktional bezeichnet, wenn sie als Sensoren oder Aktoren eingesetzt werden
und darüber hinaus eine tragende oder schützende Funktion wahrnehmen. Ein wichti-
ges Ziel in der Entwicklung adaptiver Strukturen besteht darin, Sensoren und Aktoren
in den Kraftfluss zu integrieren. Die wichtigsten Vertreter multifunktionaler Werkstoffe
lassen sich je nach Verwendungsmöglichkeiten in verschiedene Gruppen unterteilen, vgl.
Jendritza et al. [58]:

• magnetostriktive und piezoelektrische Werkstoffe

• Formgedächtnislegierungen

• Elektro- und magnetorheologische Flüssigkeiten
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• elektrochemische und chemomechanische Energiewandler

Wie in vielen Bereichen wird auch bei der Entwicklung adaptiver Strukturen die Natur
zum Vorbild genommen und versucht, auf diese Weise die Beschränkungen von konventio-
nellen Konzepten zu durchbrechen. Wie das Nervensystem von Lebewesen so übernehmen
bei adaptiven Strukturen Sensoren die Funktion der Wahrnehmung, während die Muskeln
durch die Aktoren repräsentiert werden. Durch ihr Zusammenspiel ist die Kontrolle des
Lebewesens durch das Gehirn bzw. des aktiven Systems unter Einbeziehung eines Reglers
möglich. Voraussetzung ist ein hohes Maß an Integration der verschiedenen Komponenten
in die Gesamtkonstruktion. Dies ist schon beim Entwurf zu berücksichtigen, indem das
passive Systemverhalten der konventionellen Struktur um die mechanischen und elektri-
schen, gegebenenfalls magnetischen Eigenschaften der verwendeten Sensoren und Aktoren
erweitert wird.

Vielfache Verwendung finden gegenwärtig dünnwandige Strukturen, die jedoch selbst
bei kleinen örtlich begrenzten Störungen zu großflächigen Strukturschwingungen neigen.
Damit geht meist eine unerwünschten Schallabstrahlung einher, der durch eine Kombi-
nation von aktiven und auch passiven Dämpfungsmaßnahmen entgegengewirkt werden
sollte. Durch die Integration von Sensoren und Aktoren direkt in die Konstruktion oder
ihre Applikation auf die Oberfläche von Strukturen kann auf diese Schwingungen und die
daraus resultierende Schallemission aktiv eingewirkt werden, vgl. z.B. Janocha [57], Su-
nar und Rao [102] undWiesemann [122]. Damit sind adaptive Systeme in vielfältiger
Weise einsetzbar, u.a. für Überwachungsaufgaben und Schadenserkennung, um z.B. ein
durch Alterung der eingesetzten Werkstoffe geändertes Strukturverhalten zu detektieren.
Des Weiteren kann die Form von Strukturen unter mechanischer oder auch thermischer
Belastung aktiv kontrolliert und damit die Funktionalität bei Einsatz von hochpräzisen
Bauteilen gewährleistet werden. Damit ergeben sich als Hauptanwendungsgebiete von
adaptiven Strukturen vor allem Leichtbaukonstruktionen aus den Bereichen der Aeronau-
tik, der Medizintechnik, der Robotertechnik und dem Automobilbau, vgl. u.a. Crawley
[32], Janocha [57] und Preumont [90].

Der Einsatz von Piezoelektrika bei adaptiven Strukturen ist weit verbreitet, da sowohl
mechanische als auch elektrische Energie leicht erzeugt werden kann und daher piezo-
elektrische Werkstoffe leicht als Aktoren und Sensoren verwendbar sind. Der Berechnung
dieser gekoppelten elektromechanischen Systeme sind jedoch gegenwärtig in kommerziel-
len FE-Programmsystemen noch Grenzen gesetzt. Die Berücksichtigung der Koppelterme
ist in Softwareprodukten wie z.B. ANSYS oder ABAQUS bislang nur für Volumenelemen-
te umgesetzt worden. Die Verwendung dieser Elemente ist bei der Berechnung der meist
dünnwandigen adaptiven Strukturen jedoch mit einem sehr hohen Aufwand verbunden.

Im Gegensatz dazu kann bei der Entwicklung von Schalenelementen der geschichtete
Aufbau einer Struktur schon berücksichtigt werden. Für die Berechnung von dünnwan-
digen Strukturen bieten Schalenelemente zudem eine von der Schichtdicke unabhängige
zweidimensionale Formulierung bzgl. einer Schalenmittelfläche, so dass eine dem Pro-
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blem angepasste Diskretisierung erfolgen kann. Daher ist der Einsatz von piezoelek-
trischen Schalenelementen insbesondere bei gekoppelten elektromechanischen Problemen
dünnwandiger Strukturen sinnvoll. Eine Erweiterung bestehender mechanischer Schalen-
elemente ist deswegen ein notwendiger Schritt zur effizienten Behandlung von adaptiven
Systemen.

1.2 Stand der Forschung

Eine der ersten Arbeiten, die sich mit der numerischen Berechnung von gekoppelten elek-
tromechanischen Systemen mithilfe der Finite-Elemente-Methode befasste, wurde von
Allik und Hughes [1] vorgestellt und behandelt Tetraederelemente. Die elektrischen
Freiheitsgrade werden bei dieser Elementformulierung durch eine statische Kondensation
eliminiert, so dass eine Kopplung an rein mechanische Elemente einfach möglich ist. Eine
Übersicht über die weiteren Entwicklungen auf diesem Gebiet ist bei Benjeddou [15]
und Mackerle [77, 78] zusammenfassend dargestellt.

Ein Überblick über finite Elemente zur Berechnung von adaptiven flächigen Struktu-
ren wird im Folgenden gegeben und die Methoden zur Entwicklung von zuverlässigen und
robusten Platten- und Schalenelementen diskutiert. Danach werden verschiedeneMöglich-
keiten zur Verbesserung der Modellbildung von piezoelektrischen Strukturen vorgestellt,
die eine möglichst genaue Approximation des tatsächlichen Systemverhaltens ermöglichen.

1.2.1 Finite Elemente für flächige piezoelektrische Strukturen

Für die Analyse von dünnwandigen Strukturen eignen sich insbesondere Platten- und
Schalenelemente. Geschichtete Plattenelemente mit aktiven Schichten sind in der Litera-
tur schon recht zahlreich vertreten. Das von Hwang und Park [52] entwickelte bilineare
Element beruht auf der klassischen Laminattheorie, bei dem nur drei mechanische Frei-
heitsgrade am Knoten definiert sind. Die Wirkung von Aktoren wird durch äquivalente
Momente mit einbezogen. Ein ähnliches Vorgehen findet sich bei Chandrashekhara
und Tenneti [27], die piezoelektrische Schichten und außerdem Temperatureinflüsse nur
durch die Verwendung von äquivalenten Normalkräften und Biegemomenten in der Mo-
dellierung berücksichtigen. Elektrostatische Effekte der piezoelektrischen Schichten wer-
den jedoch bei dem vorgestellten schubelastischen Plattenelement mit biquadratischen
Ansatzfunktionen vernachlässigt. Eine Reissner-Mindlin-Kinematik verwendet ebenfalls
Detwiler et al. [34], wobei für bis zu zwei piezoelektrische Schichten jeweils ein elek-
trischer Freiheitsgrad im Element vorgesehen wird. Eine statische Kondensation dieser
zusätzlichen Freiheitsgrade wird auf Elementebene durchgeführt.

Bei Carrera [25], Varadarajan et al. [114], und Yin und Shen [131] werden
die elektrischen Freiheitsgrade bei den schubelastischen Plattenelementen an jedem Kno-
ten vorgesehen, so dass eine Eliminierung der elektrischen Freiheitsgrade erst nach der
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Assemblierung erfolgen kann. Yin und Shen [131] entwickeln außerdem Übergangsele-
mente zwischen Volumen- und Plattenelementen. Eine genauere Beschreibung von aktiven
geschichteten Platten wird bei Carrera [25] und Saravanos et al. [93] durch die Ver-
wendung von Laminattheorien höherer Ordnung erreicht, indem die Schubverzerrungen
entlang der Dickenrichtung nur schichtweise kontinuierlich approximiert werden.

Eine Sonderstellung nehmen die so genannten Volumen-Schalen-Elemente ein. Mithil-
fe dieser speziellen Volumenelemente werden einzelne, auch dünne Schichten modelliert.
Damit ist eine bessere Approximation des Strukturverhaltens zu erzielen, wie dies auch
durch die Verwendung von Laminattheorien höherer Ordnung bei Platten- und Schalen-
elementen möglich ist. Im Vergleich zu den herkömmlichen Schalenelementen ist jedoch
ein weitaus höherer numerischer Aufwand erforderlich. Das Dreieckelement von Tzou
und Ye [113] besitzt biquadratische Ansätze in der Schalenebene und lineare Ansät-
ze in der Dickenrichtung sowohl für mechanische als auch für elektrische Freiheitsgrade.
Eine Weiterentwicklung findet sich bei Köppe et al. [69] für degenerierte Viereck-
Schalenelemente. Ein versteifungsfreies Volumen-Schalen-Element mit acht Knoten wird
von Sze et al. [104] für gekoppelte elektromechanische Probleme unter Verwendung von
hybriden Methoden formuliert. Als unabhängige Variablen werden die Spannungen und
das elektrische Potenzial gewählt. Eine zuverlässige Formulierung ergibt sich durch die
Verwendung der Assumed Natural Strain Methode (ANS), die zusätzlich zur Vermeidung
von Versteifungseffekten bei verzerrten Elementgeometrien eingesetzt wird.

Bei geschichteten Schalenelementen kommen hauptsächlich biquadratische Ansätze zum
Einsatz, durch die krummlinig berandete Systeme besser approximiert werden können.
Ein weiterer Vorteil dieser höheren Ansätze ist, dass sich Versteifungseffekte bei Verschie-
bungselementen nicht so stark auswirken. So wird vonThirupathi et al. [107] ein schu-
belastisches acht-Knoten Sandwichelement mit piezoelektrischer Ober- und Unterschicht
zur Modellierung von Turbinenschaufeln entwickelt. Der inverse piezoelektrische Effekt
wird jedoch nur durch eine Vorverformung der Struktur berücksichtigt. Ebenfalls ein
acht-Knoten Schalenelement mit Reissner-Mindlin-Kinematik wird von Suleman [100]
für die Berechnung von adaptiven Strukturen zur aktiven Lärmbekämpfung in Flugzeug-
kabinen verwendet. Für jede piezoelektrische Schicht wird ein elektrischer Freiheitsgrad
vorgesehen, der jedoch nicht auf Elementebene eliminiert wird. Die Elimination von elek-
trischen Freiheitsgraden wird jedoch von Balamurugan und Narayanan [6, 7] für ein
schubelastisches neun-Knoten Schalenelement mit beliebiger Schichtung umgesetzt. Von
Chen et al. [30] werden wiederum nur ein Aktor und ein Sensor in einem schubelasti-
schen acht-Knoten Schalenelement vorgesehen, wobei jedoch elektrische Freiheitsgrade an
jedem Knoten angesetzt werden. Zusätzlich wird zur Verbesserung des Elementverhaltens
eine reduzierte Integration verwendet.

Von Lee et al. [74] wird ein auf dem Variationsprinzip von Hellinger-Reissner be-
ruhendes schubelastisches Schalenelement mit neun Knoten entwickelt, so dass Verstei-
fungseffekte weitestgehend vermieden werden. Die Autoren berücksichtigen jedoch nur
den inversen piezoelektrischen Effekt. Die Vernachlässigung des direkten piezoelektri-
schen Effekts ist auch bei dem vier-Knoten Schalenelement von Iozzi und Gaudenzi
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[56] und der Erweiterung auf neun bzw. 16 Knoten von Zallo und Gaudenzi [132] zu
finden. Hier wird eine versteifungsfreie Formulierung mithilfe der ANS Methode entwi-
ckelt.

Das von Heyliger et al. [45] entwickelte neun-Knoten Schalenelement legt eine La-
minattheorie höherer Ordnung für die Approximation von sowohl mechanischen als auch
elektrischen Komponenten zugrunde. Eine gemischte Laminattheorie hingegen verwendet
Saravanos [93] für sein acht-Knoten Schalenelement. Dabei wird für die Kinematik die
Schubdeformationstheorie erster Ordnung vorausgesetzt, während das elektrische Poten-
zial schichtweise kontinuierlich approximiert wird. Eine Erweiterung dieses Elements für
thermopiezoelektrische Probleme wird von Lee und Saravanos [73] vorgestellt. Deut-
liche Unterschiede zu den bisher vorgestellten Elementen weist das von Lin et al. [76]
diskutierte Schalenelement auf. Mithilfe der elektrischen Komplementärenergie wird eine
Formulierung eines schubstarren Schalenelementes mit acht Knoten entwickelt, bei der die
dielektrische Verschiebung einen elektrischen Freiheitsgrad am Knoten darstellt, während
das elektrische Potenzial als eine abhängige Größe behandelt wird.

Eines der wenigen Schalenelemente mit bilinearen Ansätzen wird von Lammering
[71] vorgestellt, bei der die elektrischen Freiheitsgrade für die piezoelektrische Ober- und
Unterschicht an jedem Knoten vorgesehen werden. Die in Biegeproblemen auftretenden
Versteifungseffekte werden mit selektiv reduzierter Integration der Schubterme vermie-
den, wobei dadurch jedoch das Auftreten von Nullenergiemoden möglich ist. Eine ver-
steifungsfreie Schalenformulierung mithilfe des Mixed Interpolated Tensorial Components
Approach (MITC) sowohl für vier-Knoten als auch für neun-Knoten Schalenelemente ist
von Kögl und Bucalem [67] erst kürzlich entwickelt worden, wobei jedoch eine Wei-
terentwicklung für geschichtete Strukturen noch aussteht.

1.2.2 Methoden zur Entwicklung von zuverlässigen Schalenele-
menten

Die Methoden zur Formulierung von versteifungsfreien Elementen sind von den rein me-
chanischen finiten Elementen her bekannt. Dieses Wissen ist jedoch bisher nur in wenigen
Fällen in die Entwicklung von gekoppelten elektromechanischen finiten Elementen mit ein-
geflossen, was die obige Darstellung der bisher erzielten Forschungsergebnisse verdeutlicht.
Daher wird zunächst ein Überblick über die verschiedenen Möglichkeiten bei der Formu-
lierung von zuverlässigen, rein mechanischen Schalenelementen gegeben. Aufgrund der
großen Anzahl an bereits vorhandenen mechanischen Schalenelementen wird hier jedoch
nur auf die wesentlichen Entwicklungen hingewiesen. Eine sehr umfangreiche Übersicht
über die bereits existierenden Schalenelemente findet sich bei Yang et al. [127, 126].

Schubelastische Schalenelemente, die auf der Basis von Verschiebungsmethoden formu-
liert werden, neigen insbesondere bei biegedominanten Problemen und großem Schlank-
heitsgrad zum Versteifen. Dabei existieren zwei verschiedene Arten von Versteifungseffek-
ten, die durch das Auftreten von parasitären Schubspannungen bzw. Membranspannun-
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gen entstehen: Membran- und Schubversteifungen. Mit der Einführung von reduzierten
Integrationstechniken, vgl. u.a. Zienkiewicz et al. [133], war zwar das Problem der
zu hohen Systemsteifigkeit behoben, was jedoch zum Entstehen von Nullenergiemoden
führte. Durch die Verwendung von zusätzlichen Stabilisierungstechniken konnte eine Ver-
besserung des Elementverhaltens erzielt werden, vgl. u.a. Zienkiewicz und Taylor
[134] für einen Überblick. Diese Methoden verlangen jedoch vom Anwender Erfahrung
und sind für die allgemeine Verwendung wenig robust.

Erst mit der Entwicklung der Enhanced Assumed Strain Methode (EAS) zur Behand-
lung von Membranversteifungseffekten, vgl. u.a. Simo und Rifai [98], und der effizienten
Vermeidung von Schubversteifungen durch die Assumed Natural Strain Methode (ANS),
vgl. u.a. Hughes und Tezduyar [50], war die Formulierung effizienter und zuverlässi-
ger schubelastischer Schalenelemente möglich. Zumeist findet auch eine Kombination der
ANS- und der EAS-Methode statt, vgl. Andelfinger und Ramm [4], Betsch et al.
[18], Bischoff und Ramm [20], Hauptmann [44] und Sauer [94], um die Effizienz der
Elemente noch zu verbessern. Die Verwendung der MITC Methode ist eine Parallelent-
wicklung zur ANS-Methode, die für bilineare Elemente die gleichen Ergebnisse liefert und
auch vielfache Anwendung bei Schalenelementen findet, vgl. Bathe und dvorkin [10],
Chapelle et al. [28]. Eine ausführlichere Vorstellung der verschiedenen Methoden
findet sich in Kapitel 5.2.

1.2.3 Erweiterungen bei der Modellbildung

Bei der mathematischen Beschreibung von Strukturen hat die erforderliche Genauigkeit
der zu erzielenden Ergebnisse einen großen Einfluss auf die Modellbildung. Bei piezo-
elektrischen Werkstoffen ist vor allem die Formulierung der elektromechanischen Kopp-
lung von zentraler Bedeutung. Zur Berücksichtigung aller Anteile bei der Formulierung
der inneren Arbeit ist die adäquate Approximation des elektrischen Potenzials dabei ein
wichtiger Faktor für die Modellbildung. Um Abweichungen zwischen numerischen Berech-
nungen und experimentellen Untersuchungen zu minimieren, sind außerdem auftretende
nichtlineare Effekte zu berücksichtigen. Diese Aspekte werden im Folgenden diskutiert.

Im Rahmen dieser Arbeit werden piezoelektrische Aktoren und Sensoren als auf die
Struktur applizierte dünne Plättchen oder Folien modelliert. Über Elektroden wird ihr
Betrieb an diskreten Orten gesteuert. Werden keine Interdigitalelektroden eingesetzt,
so ist nur eine treppenförmige Approximation des elektrischen Potenzials entlang der
Struktur möglich. Aufgrund ihrer vorwiegend recht geringen Abmessungen können Ak-
toren und Sensoren meist durch ein einzelnes finites Element repräsentiert werden. Aus
diesem Grund ist die Einhaltung der Kontinuitätsbedingung zwischen den einzelnen fini-
ten Elementen nicht zwingend erforderlich und durch die Verwendung eines C−1-stetigen
Ansatzes für das elektrische Potenzial in der Schalenmittelfläche bei der Modellierung ge-
rechtfertigt. Der große Vorteil ist, dass dadurch die elektrischen Freiheitsgrade schon auf
Elementebene eliminiert werden können, und so ein finites Element mit ausschließlich me-
chanischen Freiheitsgraden entsteht. Dieses Vorgehen wurde in dieser Arbeit umgesetzt,
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und ein Vergleich zwischen Elementen mit C−1-stetigem und C0-stetigem Ansatz für das
elektrische Potenzial durchgeführt. In der Literatur ist diese Methode der konstanten Ap-
proximation des elektrischen Potenzials ebenfalls bereits für verschiedene Elementtypen
verwendet worden, vgl. z.B. für Plattenelemente Detwiler et al. [34], Hwang und
Park [52] und Suleman und Venkayya [101] und für SchalenelementeBalamurugan
und Narayanan [6, 7] und Suleman [100].

Die adäquate Approximation des elektrischen Potenzials über die Schichtdicke stellt
einen weiteren zentralen Punkt dieser Arbeit dar. Die folgenden Überlegungen sollen
dies eingehender beleuchten. Zunächst wird eine lineare Approximation des elektrischen
Potenzials angenommen. Dies bedingt einen konstanten Verlauf des elektrischen Feldes.
Des Weiteren wird bei dünnwandigen Strukturen von den Komponenten der dielektrischen
Verschiebung meist nur die Komponente in Dickenrichtung berücksichtigt. Wird nun à
priori die Einhaltung der elektrischen Feldgleichungen gefordert, so verschwinden bei ih-
rer Auswertung die elektrischen Beiträge vollständig. Es verbleibt nur eine Abhängigkeit
vom mechanischen Verformungsverhalten. Dadurch ist nur noch eine einseitige Kopplung
vorhanden, was dazu führt, dass damit die aus der elektromechanischen Kopplung resul-
tierenden inneren Arbeiten nicht vollständig berücksichtigt werden. Dies steht jedoch im
Widerspruch zu dem vorausgesetzten Stoffgesetz. Um eine vollständige Berücksichtigung
der Kopplung zwischen den elektrischen und mechanischen Feldgrößen beim Strukturver-
halten zu gewährleisten, ist daher mindestens ein quadratischer Verlauf des elektrischen
Potenzials notwendig. Hierdurch wird bei biegedominanten Problemen eine zusätzliche
Steifigkeit der Struktur erzielt und damit schon durch die Modellbildung das tatsächliche
Werkstoffverhalten besser berücksichtigt. In ähnlicher Weise wird ebenfalls bei Gopina-
than et al. [43] und Yang [130] der Nachweis erbracht, dass die Verwendung einer
zumindestens quadratischen Approximation des elektrischen Potenzials physikalisch not-
wendig ist.

In der Literatur ist zumeist noch ein linearer Ansatz für das elektrische Potenzial zu
finden, der in den letzten Jahren jedoch zunehmend durch einen quadratischen Ansatz
ersetzt wird. Insbesondere bei der Formulierung von Schubdeformationstheorien höherer
Ordnung ist die adäquate Approximation des elektrischen Potenzials von großer Bedeu-
tung, vgl. Carrera [25]. Werden die elektrischen Feldgleichungen unter Berücksich-
tigung der vorhandenen kinematischen Beziehungen und des Stoffgesetzes ausgewertet,
so kann unter Einbeziehung der elektrischen Randbedingungen der daraus resultierende
Funktionsverlauf des elektrischen Potenzials bestimmt werden, vgl. Kögl und Buca-
lem [66], Krommer und Irschik [70] und Vel und Batra [115]. Asymptotische
Betrachtungen für piezoelektrische Platten von Rahmoune et al. [91] bestätigen die
obigen Überlegungen, dass eine lineare Approximation des elektrischen Potenzials die
elektromechanische Kopplung nur unvollständig berücksichtigt. Bei Benjeddou et al.
[16] wird außerdem noch bei den analytischen Untersuchungen zwischen geerdeten und
nicht geerdeten Schichten unterschieden.

Um die Beziehung zwischen dem elektrischen Potenzial und dem elektrischen Feld nur
noch in schwacher Form erfüllen zu müssen, eignen sich die hybriden Methoden. Diese
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werden schon seit längerer Zeit zur Vermeidung von Versteifungseffekten erfolgreich bei
rein mechanischen Einfeldproblemen und auch zur einfachen Einbindung von nichtline-
aren konstitutiven Gleichungen verwendet, vgl. Simo und Rifai [98]. In Analogie zu
mechanischen Problemstellungen werden von Yang [128, 129] die möglichen Mehrfeld-
variationsformulierungen mit ihren zugehörigen unabhängigen Variablen für gekoppelte
elektromechanische Systeme entwickelt.

Die Verwendung von hybriden Methoden zur Formulierung von finiten Elementen für
gekoppelte elektromechanische Systeme ist bisher selten erfolgt. Verschiedene gemischte
Hexaederelemente wurden von Sze und Pan [106] vorgestellt und danach auf Volumen-
Schalen-Elemente übertragen, vgl. Sze et al. [104]. Für die Berechnung des bruchme-
chanischen Verhaltens von piezoelektrischen Materialien wurde außerdem ein auf gemisch-
ten Methoden beruhendes Scheibenelement von Wu et al. [125] entwickelt. Zur Mo-
dellierung des Hystereseverhaltens im Großsignalbereich haben Ghandi und Hagood
[42, 41] und Ghandi [40] ebenfalls erweiterte Variationsprinzipe verwendet, wodurch die
numerische Berechnung von Polarisationsvorgängen möglich ist. Das von Ghandi und
Hagood [42, 41] vorgestellte Verfahren entspricht dem Vorgehen bei der Entwicklung der
in dieser Arbeit umgesetzten Mehrfeldvariation. Dabei wird die Beziehung zwischen dem
elektrischen Potenzial und dem elektrischen Feld mithilfe eines Lagrangeschen Multipli-
kators als Nebenbedingung in die Variationsformulierung eingearbeitet. Damit wird nun
die aus der elektromechanischen Kopplung resultierende innere Arbeit vollständig berück-
sichtigt, so dass eine verbesserte Beschreibung des Strukturverhaltens erzielt wird. Der
Lagrangesche Multiplikator kann dann als dielektrische Verschiebung identifiziert werden.
Dieses Vorgehen stellt eine Erweiterung des Hu-Washizu Variationsfunktionals auf gekop-
pelte elektromechanische Problemstellungen dar, das bei Belytschko et al. [13] und
Zienkiewicz und Taylor [134] für rein mechanische Systeme angegeben wird.

Piezoelektrische Werkstoffe zeigen jedoch nicht nur im Großsignalbereich ein nichtlinea-
res Materialverhalten. Experimentelle Untersuchungen weisen physikalische Nichtlineari-
täten auch für den Kleinsignalbereich nach, vgl. Crawley und Lazarus [33], Nguyen
[89], v. Wagner und Hagedorn [117], v. Wagner [118] und Wang et al. [121].
Diese Tatsache wird jedoch im Rahmen der Modellierung bei der überwiegenden Mehrzahl
der bisherigen Publikationen vernachlässigt. Erste Ansätze zur genaueren Approximati-
on des Strukturverhaltens eines eingespannten Balkens im Kleinsignalbereich finden sich
u.a. bei Nguyen [89]. Die Arbeiten von v. Wagner und Hagedorn [117] und v.
Wagner [118] übertragen diese nichtlineare Modellierung auf das Verhalten von axial
und transversal polarisierten Stäben.

Für isotrope und anisotrope Platten wird eine erste Umsetzung von Crawley und
Lazarus [33] vorgestellt. Thornburgh und Chattopadhyay [108] entwickeln eben-
falls ein nichtlineares Stoffgesetz für Kompositplatten, bei der eine Laminattheorie höherer
Ordnung zum Einsatz kommt. VonKoconis et al. [64, 65] werden für die Modellierung
des nichtlinearen Materialverhaltens entsprechende konstitutive Gleichungen verwendet.
Ein ähnliches nichtlineares Stoffgesetz wie von Thornburgh und Chattopadhyay
[108] kommt in dieser Arbeit zur Anwendung. Dabei wird insbesondere Wert auf eine
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thermodynamisch konsistente Formulierung gelegt und aus diesem Grund eine nichtli-
neare elektrische Enthalpiedichte formuliert. Damit ergibt sich für das daraus entwickelte
physikalisch nichtlineare Schalenelement eine symmetrische tangentiale Steifigkeitsmatrix.
An dieser Stelle wird jedoch auf die im Kapitel 3.2 erfolgte ausführliche Diskussion von
verschiedenen nichtlinearen Materialmodellen verwiesen.

1.3 Ziele und Gliederung der Arbeit

Die vorliegende Arbeit verfolgt das Ziel, für die Berechnung geschichteter Schalen mit inte-
grierten piezoelektrischen Sensoren und Aktoren zuverlässige und robuste finite Elemente
zu entwickeln. Besonderes Augenmerk gilt einer physikalisch präzisen Modellbildung, zum
Einen hinsichtlich des elektrischen Potenzials in Dickenrichtung der Schale, zum Anderen
hinsichtlich des piezoelektrischen Werkstoffverhaltens, insbesondere der auch im Kleinsig-
nalbereich auftretenden Nichtlinearitäten.

Mit Blick auf die Finite-Elemente-Formulierung leiten sich daraus folgende Forderungen
für die zu entwickelnden piezoelektrischen Schalenelemente ab, die im Weiteren diskutiert
werden.

Die Entwicklung von geeigneten piezoelektrischen finiten Elementen zur effizienten Be-
rechnung von geschichteten dünnwandigen Strukturen ist ein Ziel dieser Arbeit. Es wird
Wert auf die Formulierung von zuverlässigen und gegenüber Netzverzerrungen robusten
Elementen gelegt. Daher liegt das Hauptaugenmerk auf der Entwicklung von verstei-
fungsfreien Elementen mit niedriger Ansatzordnung, die außerdem keine Nullenergiemo-
den aufweisen und so eine einfache, schnelle und zuverlässige Handhabung durch eine
geringe Anzahl an Freiheitsgraden ermöglichen.

Werden Aktoren und Sensoren auf die passive Struktur appliziert, so ist vielfach ei-
ne diskrete Approximation des elektrischen Potenzials in der Schalenebene mit einem
konstanten Ansatz ausreichend. Die Unterschiede zu einer kontinuierlichen Beschreibung
mittels linearer Approximation wird anhand von Beispielen behandelt.

Ein weiteres Ziel der Arbeit ist die adäquate Approximation des elektrischen Potenzi-
als über die Schichtdicke. Verschiedene analytische Untersuchungen liefern im Gegensatz
zum hauptsächlich verwendeten linearen Ansatz einen quadratischen Verlauf des elektri-
schen Potenzials. Um die tatsächlichen Auswirkungen auf das Verformungsverhalten von
Systemen zu untersuchen, ist dieser quadratische Ansatz bei der Formulierung eines Scha-
lenelementes zu berücksichtigen und mit einer linearen Approximation zu vergleichen.

Durch die Verwendung von hybriden Variationsprinzipen sind weitergehende Betrach-
tungen zum tatsächlichen Verlauf des elektrischen Potenzials möglich. Wird die direkte
Einarbeitung der Inkompressibilitätsbedingung bei nahezu inkompressiblen Materialien
als Vorbild genommen, so kann auch die Beziehung zwischen dem elektrischen Feld und
dem elektrischen Potenzial direkt in die Formulierung integriert werden. Damit braucht
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diese Beziehung nur noch in schwacher Form erfüllt werden, so dass die innere Arbeit von
gekoppelten elektromechanischen Systemen damit vollständig berücksichtigt wird. Die
Folgen für das Systemverhalten sind anhand einer Dreifeldvariationsformulierung und
dem daraus zu entwickelnden Element zu untersuchen.

Die schon imKleinsignalbereich bei experimentellen Untersuchungen festgestellten nicht-
linearen Effekte sind unter Verwendung einer konsistenten Linearisierung in eine Element-
formulierung zu implementieren. Die Unterschiede zwischen der linearen und nichtlinearen
Modellierung des Werkstoffverhaltens sind anhand von Beispielen herauszuarbeiten.

Die Arbeit konzentriert sich insbesondere auf die Entwicklung von flachen Verbundscha-
lenelementen mit einem Sandwich-Aufbau, bei denen auf der Oberfläche einer passiven
Tragstruktur dünne piezoelektrische Platten appliziert werden. Mithilfe der variationel-
len Methoden ergeben sich leistungsfähige finite Elemente zur Berechnung von dünnen
Platten- und Schalenstrukturen mit integrierten piezoelektrischen Sensoren und Aktoren.
Den Ausgangspunkt für die Entwicklung dieser weitergehenden piezoelektrischen Scha-
lenformulierungen stellt die lineare Zweifeldvariationsformulierung von Lammering [71]
mit elektromechanischer Kopplung dar, bei der ein linearer piezoelektrischer Effekt be-
rücksichtigt wird. Dafür ist zusätzlich zu den Verschiebungen das elektrische Potenzial
als weiterer Freiheitsgrad in die Formulierung integriert worden. Die in diesem Element
verwendete selektiv reduzierte Integration der Schubterme zur Vermeidung von Verstei-
fungseffekten wird im Rahmen dieser Arbeit durch die ANS-Methode zu ersetzen sein.
Mit dieser Methode ist dann die Entwicklung von zuverlässigen und robusten piezoelek-
trischen Schalenelementen möglich, bei denen Nullenergiemoden nicht auftreten.

Aus diesen Zielen ergibt sich folgender Aufbau der Arbeit:

Im Kapitel 2 werden die Grundgleichungen für gekoppelte elektromechanische Syste-
me zusammenfassend dargestellt. Unter Verwendung von sowohl elektrischen als auch
mechanischen Feldgleichungen ist die Entwicklung einer Variationsformulierung für das
gekoppelte Gesamtsystem möglich. Im Mittelpunkt dieses Kapitels steht insbesondere
die Diskussion verschiedener Variationsprinzipe, die bei der mathematischen Beschrei-
bung rein mechanischer Systeme schon seit längerem erfolgreich angewendet werden. Die
Grundlage dieser Arbeit bildet die Übertragung dieser gemischten Methoden auf gekop-
pelte elektromechanische Probleme, die zu der Entwicklung einer Zweifeld- und einer
Dreifeldvariationsformulierung führt.

Nach der zunächst phänomenologischen Betrachtung des Werkstoffverhaltens von Pie-
zoelektrika zu Beginn des Kapitels 3 werden konstitutive Gleichungen für das makroskopi-
sche Strukturverhalten vorgestellt. Um eine thermodynamisch konsistente Formulierung
zu erhalten, wird die Existenz eines Potenzials vorausgesetzt. In Abhängigkeit von den
zugrunde gelegten Variationsformulierungen aus Kapitel 2 werden jedoch unterschiedliche
Paare abhängiger elektrischer und mechanischer Variablen verwendet, deren Bestimmung
durch verschiedene Energiepotenziale erfolgt. Dies gilt ebenfalls für nichtlineare Materi-
algesetze des Kleinsignalbereichs, für die sich ein zugehöriges nichtlineares Potenzial über
eine Kopplungsbedingung der abhängigen Variablen bestimmen lässt.
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Die Kombination der entwickelten Gleichungen aus den Kapiteln 2 und 3 führt zur
elektromechanischen Kopplung in den Variationsformulierungen. Die Adaption der ent-
standenden Zweifeld- und Dreifeldvariationsformulierungen an die speziellen Anforderun-
gen einer flachen Schalenformulierung wird im Kapitel 4 durchgeführt. Unter Vorausset-
zung einer Reissner-Mindlin-Kinematik für schubelastische Schalen werden die zugehöri-
gen Schnittgrößen ermittelt. Der adäquaten Approximation des elektrischen Potenzials
in Dickenrichtung kommt in diesem Kapitel eine besondere Bedeutung zu. Die in der Li-
teratur überwiegend vorzufindende Hypothese eines linearen Verlaufs für das elektrische
Potenzial wird einer quadratischen Approximation gegenübergestellt.

Das Kapitel 5 stellt die Vorgehensweise bei der Implementierung der in Kapitel 4 entwi-
ckelten verschiedenen Schalenformulierungen in ein Finite-Elemente-Programm dar. Hier-
zu werden insbesondere die Methoden zur Entwicklung von robusten Elementen mit bi-
linearen Ansatzfunktionen diskutiert, die zuverlässige Ergebnisse bei Netzverzerrungen
liefern und frei von ungewollten Versteifungseffekten sind. Diese Anforderungen werden
durch die Integration der Assumed Natural Strain Methode (ANS) in die verschiedenen
Zweifeldvariationsformulierungen und der Dreifeldvariationsformulierung des Kapitels 4
erfüllt, woraus sich fünf verschiedene ANS-basierte piezoelektrische Schalenelemente er-
geben.

Anhand von numerischen Beispielen werden in Kapitel 6 sowohl die Unterschiede zwi-
schen den einzelnen entwickelten Schalenelementen als auch deren Leistungsfähigkeit her-
ausgearbeitet. Nicht nur für den aktorischen sondern auch für den sensorischen Betrieb
wird das Elementverhalten bei statischen und dynamischen Berechnungen mit Ergebnis-
sen aus der Literatur verglichen. Die Zuverlässigkeit der verschiedenen Elemente auch bei
verzerrten Netzgeometrien und verschiedenen Lagerungsbedingungen ist ebenfalls Gegen-
stand der numerischen Untersuchungen.

Abschließend wird im Kapitel 7 eine Zusammenfassung der in dieser Arbeit erzielten
Fortschritte gegeben und Möglichkeiten zu weitergehenden Untersuchungen und Erweite-
rungen diskutiert.
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Kapitel 2

Mechanische und elektrische
Grundgleichungen

Die in dieser Arbeit betrachteten Ferroelektrika gehören zu den multifunktionalen Werk-
stoffen. Als Ferroelektrika werden Materialien bezeichnet, die sowohl mechanische als
auch elektrische Eigenschaften besitzen und aufgrund dessen als Energiewandler einge-
setzt werden. Für die makroskopische Beschreibung des Gesamtstrukturverhaltens müs-
sen daher sowohl die mechanischen als auch die elektrischen Eigenschaften berücksichtigt
werden. Diese erhält man mithilfe der kontinuumsmechanischen und elektromagnetischen
Grundgleichungen. Werden die beiden Gleichungssätze zusammengeführt, so kann für das
Gesamtsystem eine Variationsformulierung entwickelt werden, die als Ausgangspunkt für
numerische Strukturanalysen dient.

Unabhängig von einem konkreten Stoffgesetz sollen jedoch in diesem Kapitel zunächst
die im Rahmen dieser Arbeit erforderlichen mechanischen und elektrischen Feldgleichun-
gen zusammengestellt werden, vgl. u.a. Tiersten [110] und v. Wagner [118], aus
denen sich die verschiedenen Variationsformulierungen ableiten lassen.

2.1 Kontinuumsmechanische Betrachtungen

Die Kontinuumsmechanik ist die Grundlage für die Beschreibung des Spannungs- und
Dehnungsverhaltens von Festkörpern bei sowohl statischer als auch dynamischer Belas-
tung.

Die in diesem Kapitel zusammengestellten kontinuumsmechanischen Grundgleichungen
dienen lediglich einer kurzen Einführung. Für eine ausführliche Darstellung sei auf die
Literatur verwiesen, z.B. Altenbach und Altenbach [3], Malvern [82], Marsden
und Hughes [84] und Stein und Barthold [99].
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2.1.1 Kinematik

Die Beschreibung der Bewegungen und Deformationen eines materiellen Körpers B erfolgt
mithilfe von kinematischen Beziehungen. Für die vorliegende Arbeit wird eine Lagran-
gesche Betrachtungsweise verwendet, bei der die Bewegung eines Punktes P von einem
Beobachtungspunkt aus im Raum verfolgt wird. Der zum Zeitpunkt t = t0 dargestellte
materielle Körper B in Bild 2.1 besteht aus materiellen Punkten M und sei unverformt,
unbelastet und spannungsfrei. Er wird durch die Abbildung χ0 in die Referenzkonfigu-
ration B0 überführt. Die Lage eines materiellen Punktes P0 in der Referenzkonfiguration
ist damit durch eine Abbildung χ0

X = χ0(P ) (2.1)

in den Euklidischen Raum IE3 gekennzeichnet und wird durch den OrtsvektorX beschrie-
ben. Für einen Zeitpunkt t > t0 ist die Lage dieses Punktes Pt in der Momentankonfigu-
ration Bt durch eine Abbildung

x = χt(P ) (2.2)

gegeben. Die Abbildungen χ0 und χt sind bijektiv, d.h. umkehrbar eindeutig, so dass zu
jedem Zeitpunkt t während der Deformation Durchdringungen des Körpers ausgeschlossen

X , x2 2

X , x1 1

X , x3 3

xX

P0

Q0
Qt

Pt

u

u u+d

B0

Bt

Referenz-
konfiguration

Momentan-
konfigurationΨ

χ
0

χ
t

P

Q
B

dx
dX

Bild 2.1: Darstellung eines materiellen Körpers B in der Referenz- und Momentankonfi-
guration
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sind. Damit ergibt sich der funktionale Zusammenhang zwischen räumlichen Koordinaten
x und materiellen Koordinaten X mithilfe der Deformationsabbildung Ψ zu

x = χt
¡
χ−10 (X)

¢
= Ψ (X) und X = χ0

¡
χ−1t (x)

¢
= Ψ−1 (x) . (2.3)

Der Verschiebungsvektor u für einen materiellen Punkt lässt sich aus der Differenz der
Ortsvektoren der Momentan- und der Referenzkonfiguration bestimmen

u = x−X . (2.4)

Die Deformation eines Körpers kann mithilfe des materiellen Deformationsgradienten
F beschrieben werden

F =
∂Ψ (X)

∂X
=

∂x

∂X
= Gradx =

∂X

∂X
+

∂u

∂X
= 1+Gradu . (2.5)

Anschaulich bedeutet dies, dass ein infinitesimales Linienelement dX von der Referenz-
konfiguration in die Momentankonfiguration transformiert wird

dx = F · dX , (2.6)

vgl. Bild 2.1. Die Forderung nach Eindeutigkeit der Deformation und Stetigkeit der
Abbildung wird durch die Gleichung

J = detF 6= 0 (2.7)

erfüllt, in der J als Jacobische Funktionaldeterminante definiert wird.

Als Verzerrungsmaß ist der materielle Deformationsgradient jedoch ungeeignet, da F im
Allgemeinen nicht symmetrisch, von Starrkörperbewegungen und der Richtung abhängig,
der Spannungszustand jedoch symmetrisch ist. Aus diesem Grund wird zur Beschreibung
der Deformation der symmetrische Greensche Verzerrungstensor Emnl definiert, der sich
in seiner nichtlinearen Form mithilfe des materiellen Deformationsgradienten oder des
Verschiebungsgradienten darstellen lässt

Emnl =
1

2

¡
FT · F− 1

¢
=
1

2

¡
Gradu+GradT u+GradT u · Gradu

¢
. (2.8)

Emnl wird in der Referenzkonfiguration zur Beschreibung der Deformationen verwendet,
die frei von Starrkörperanteilen sind. Der Index m für mechanisch dient dabei der Kenn-
zeichnung dieser mechanischen Größen und zur Unterscheidung vom später eingeführten
elektrischen Feld Eel.

Die Arbeit beschränkt sich auf kleine Verzerrungen, die mit dem linearen Anteil des
Greenschen Verzerrungstensors hinreichend genau beschrieben werden können:

Em =
1

2

¡
Gradu+GradT u

¢
. (2.9)
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2.1.2 Bilanz- und Erhaltungssätze

Mit den Bilanz- und Erhaltungssätzen werden allgemein anerkannte Naturgesetze postu-
liert, die unabhängig vom gewählten Materialmodell für den gesamten Körper gelten.

Zu den Erhaltungssätzen zählt der Satz von der Erhaltung der Masse eines materiel-
len Körpers, der besagt, dass die Gesamtmasse m während des Deformationsprozesses
unverändert bleibt. Sie ergibt sich durch Integration der Massendichte ρ0 in der Referenz-
konfiguration über das Volumen zu

m =

Z
B0

ρ0 dV . (2.10)

Um den Satz von der Erhaltung der Bewegungsgröße zu formulieren, werden die auf
den materiellen Körper von außen angreifenden Kräfte eingeführt. Die Summe dieser
einwirkenden äußeren Volumen- und Oberflächenkräfte ist gleich der zeitlichen Änderung
der Bewegungsgröße

d

dt

Z
B0

ρ0ẊdV =

Z
B0

ρ0b̄dV +

Z
∂Bσ

t̄ dA , (2.11)

wobei Ẋ die Geschwindigkeit, b̄ der Vektor der Volumenkraftdichte und t̄ der Spannungs-
vektor ist, der auf die Oberfläche ∂Bσ des Körpers wirkt. Mithilfe des Cauchy Theorems

t̄ = σ · n (2.12)

wird der Cauchysche Spannungstensor σ eingeführt und das Oberflächenintegral unter
Anwendung des Gaußschen Integralsatzes in ein Volumenintegral umgeformt. n bezeich-
net den Normalenvektor auf der Oberfläche. Damit ergeben sich die dynamischen Feld-
gleichungen als lokale Form der Impulsbilanz zu

Divσ + ρ0

µ
b̄−

∂2X

∂t2

¶
= 0 . (2.13)

Darüber hinaus existieren Erhaltungssätze für den Drehimpuls und die Energie, vgl.
u.a. Stein und Barthold [99], die aber hier nicht weiter behandelt werden.

2.2 Elektrische Betrachtungen - Maxwellsche Glei-
chungen

Im Folgenden werden kurz die Grundlagen der bei elektromechanisch gekoppelten Proble-
men ebenfalls auftretenden elektrischen Phänomene vorgestellt. Aufgrund der Tatsache,
dass ein elektrischer Strom stets von einem Magnetfeld umgeben ist, wird als Ausgangs-
punkt die elektromagnetische Feldtheorie gewählt und nachfolgend eine Reduzierung für
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Piezoelektrika vorgenommen. Ein Überblick über elektromagnetische Feldprobleme findet
sich u.a. bei Becker und Sauter [12] und Lehner [75].

Die 1. Maxwellsche Gleichung ist eine Verallgemeinerung des Durchflutungsgesetzes
für zeitabhängige Vorgänge. Die Gesamtstromdichte setzt sich aus zwei Anteilen zusam-
men, der elektrischen Stromdichte g und der Verschiebungsstromdichte ∂D/∂t, welche
ein magnetisches Wirbelfeld mit der magnetischen Feldstärke H erzeugenI

H · ds =

Z
A

RotH · dF =

Z
A

µ
g +

∂D

∂t

¶
| {z }

Gesamtstromdichte

· dF , (2.14)

wobei sich die Flächenintegrale durch dF = ndF berechnen, siehe Bild 2.2. Damit
Gleichheit zwischen den beiden Feldern besteht, müssen die beiden Flächenintegrale dF
gleich sein. Mit dieser Voraussetzung ergibt sich eine differentielle Form des Maxwellschen
Durchflutungsgesetzes

RotH =
∂D

∂t
+ g . (2.15)

In ähnlicher Weise lässt sich die 2. Maxwellsche Gleichung formulieren: Durch eine
zeitliche Änderung des zu der magnetischen Induktion gehörenden magnetischen Flusses
B entsteht in einer geschlossenen Leiterschleife die elektrische Feldstärke EelI

Eel · ds =

Z
A

RotEel · dF = −
∂

∂t

Z
A

B · dF . (2.16)

Auch hier sind die Flächenintegrale gleich, was ebenfalls auf eine differentielle Formulie-
rung führt

RotEel = −
∂B

∂t
. (2.17)

Dieser Vorgang wird vielfach Faradaysches Induktionsgesetz genannt. Hieraus ergibt sich
implizit die Quellenfreiheit der Flussdichte, indem auf beiden Seiten von Gleichung (2.17)
die Divergenz gebildet wird

DivRotEel = −Div
∂B

∂t
= −

∂

∂t
Div ∂B = 0 (2.18)

→ DivB = 0 , (2.19)

d.h. es existieren keine magnetischen Monopole. Die integrale Formulierung dieser Aus-
sage lautet I

B · dF = 0 . (2.20)

Der elektrische Hüllenfluss durch die Oberfläche A eines Volumens V ist äquivalent zu
allen vorhandenen beliebig verteilten Ladungen Q in diesem Volumen, da die Ladungen
Quellen und Senken sind, siehe Bild 2.2. Die Gesamtladung ergibt sich hierbei durch
die Integration der vorhandenen elektrischen Raumladungsdichte ρe über das Volumen
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D

ρe

A

V

n

dF

Bild 2.2: Elektrischer Hüllenfluss durch die Oberfläche eines beliebigen Volumens

V . Damit kann die integrale Form des Quellenfeldes der elektrischen Ladung angegeben
werden I

D · dF = Q =

Z
V

ρe dV . (2.21)

Auf analoge Art und Weise wie bei den Gleichungen (2.14) und (2.16) lässt sich auch hier
eine differentielle Form angeben

DivD = ρe , (2.22)

für die auch die Bezeichnung elektrische Feldgleichungen verwendet wird.

Als Gegenstück zur Erhaltung der Masse eines materiellen Körpers in der Kontinuums-
mechanik findet sich in der elektromagnetischen Feldtheorie die Erhaltung der elektrischen
Ladung innerhalb eines Volumens. Die Gesamtladung bleibt während eines Deformations-
prozesses in einem abgeschlossenen System unverändert. Sie ergibt sich durch Integration
der elektrischen Raumladungsdichte ρe über das VolumenZ

Div g dV = −
∂

∂t

Z
V

ρe dV , (2.23)

und wird in ihrer lokalen Form als Kontinuitätsgleichung bezeichnet

Div g +
∂ρe
∂t

= 0 . (2.24)

Dies ergibt sich auch mithilfe der Gleichung (2.15) durch Bildung der Divergenz

DivRotH = Div

µ
∂D

∂t
+ g

¶
=

∂

∂t
ρe +Div g = 0 . (2.25)

Nun sind alle notwendigen elektromagnetischen Grundgleichungen eingeführt.
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Aufgrund von Gleichung (2.19) kann ein Vektorpotenzial A definiert werden, das der
Coulomb-Eichung genügt

B = RotA , (2.26)

wodurch sich die 2. Maxwellsche Gleichung aus Gleichung (2.17) nun mithilfe von A
angeben lässt

Rot

µ
Eel +

∂A

∂t

¶
= 0 . (2.27)

Der Ausdruck Eel + ∂A/∂t kann durch ein skalares elektrisches Potenzial Φ dargestellt
werden, das unabhängig von A gewählt werden kann

Eel +
∂A

∂t
= −GradΦ . (2.28)

Wird für piezoelektrische Werkstoffe eine Polarisierbarkeit des Materials vorausgesetzt,
so kann vereinfachend ρe = 0 und g = 0 gesetzt werden. Wenn zusätzlich die experimentell
nachgewiesene Entkopplung der elastischen und elektrischen Wellen bei gleicher Frequenz
angenommen wird, dann ist ¯̄̄̄

∂A

∂t

¯̄̄̄
¿ |GradΦ| . (2.29)

Dies ist zulässig, da die elektromagnetischeWellenlänge bei gleicher Frequenz wesentlich
größer ist als die elastische Wellenlänge, so dass Gleichung (2.17) ebenfalls vernachlässigt
werden kann. Für diese quasistationäre Näherung ist nun ∂A/∂t ≈ 0, und Gleichung
(2.28) reduziert sich zu

Eel = −GradΦ . (2.30)

Der Formelsatz für ein piezoelektrisches Kontinuum vereinfacht sich unter den oben
getroffenen Annahmen zu

RotH =
∂D

∂t
(2.31a)

DivD = 0 (2.31b)

Eel = −GradΦ . (2.31c)

Des Weiteren wird die Wirkung eines äußeren magnetischen Wirbelfeldes im Rahmen
dieser Arbeit vernachlässigt, da kaum ein Einfluss des magnetischen Wirbelfeldes auf das
nicht magnetische Material vorhanden ist.

2.3 Mechanische und elektrische Randbedingungen

Mithilfe der Randbedingungen wird eine mechanische Struktur in das sie umgebende
Gebiet eingebunden. Bei gekoppelten elektromechanischen Systemen sind zusätzlich zu
den mechanischen auch elektrische Randbedingungen zu berücksichtigen.
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Bei den mechanischen Randbedingungen unterscheidet man zwischen den geometri-
schen bzw. wesentlichen Randbedingungen auf dem Verschiebungsrand ∂Bu

u = ū auf ∂Bu , (2.32)

auf dem die Verschiebungen u vorgegeben sind, und den dynamischen bzw. natürlichen
Randbedingungen auf dem Spannungsrand ∂Bσ, auf dem

σ · n = t̄ auf ∂Bσ (2.33)

gefordert wird.

Analog dazu existieren wesentliche und natürliche elektrische Randbedingungen. Auf
dem Rand ∂BΦ wird das elektrische Potenzial Φ

Φ = Φ̄ auf ∂BΦ , (2.34)

und auf dem Rand ∂BD wird die dielektrische Verschiebung

D · n = d̄ auf ∂BD (2.35)

vorgeschrieben.

2.4 Die schwache Form des Gleichgewichts - Variati-
onsprinzipe

Zur vollständigen mathematischen Analyse von Strukturen mit Piezoelektrika ist ein ge-
koppeltes System von partiellen Differenzialgleichungen zu lösen. Eine Lösung des Pro-
blems ist jedoch meist nur mithilfe numerischer Methoden möglich, die nicht von den
Differenzialgleichungen selbst sondern von den zugehörigen Variationsformulierungen aus-
gehen. Es werden daher im Folgenden verschiedene Variationsprinzipe vorgestellt.

2.4.1 Das Prinzip der virtuellen Arbeiten

Das Prinzip der virtuellen Arbeiten ist äquivalent zu einer Gleichgewichtsaussage. Für
beliebige am Körper wirkende jedoch mit den geometrischen Randbedingungen verträg-
liche virtuelle Größen bleibt das Gleichgewicht zwischen inneren und äußeren Arbeiten
erhalten. Das Prinzip der virtuellen Arbeiten lässt sich dadurch entwickeln, dass das zu
lösende Gleichungssystem in die schwache Form des Gleichgewichts überführt wird. Dies
geschieht durch Multiplikation der dynamischen Feldgleichungen (2.13) und der elektri-
schen Feldgleichungen (2.31b) mit einer jeweils zulässigen Testfunktion. Die dynamischen
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Feldgleichungen werden mit der virtuellen Verschiebung δu und die elektrischen Feldglei-
chungen mit dem virtuellen elektrischen Potenzial δΦ multipliziert. Anschließend wird
über das Gebiet B0 integriert

δG(u, δu,Φ, δΦ) =

Z
B0

µ
Divσ + ρ0

µ
b̄−

∂2u

∂t2

¶¶
· δu dV +

Z
B0

DivDδΦ dV = 0 . (2.36)

Damit ist das Prinzip der virtuellen Arbeiten für gekoppelte elektromechanische Systeme
formuliert, das für den mechanischen und den elektrischen Integralterm einzeln erfüllt
werden muss. Erst durch die Einführung eines konkreten Stoffgesetzes wird die Kopplung
verwirklicht. Daher ist eine Verknüpfung beider Beiträge zunächst nicht vorhanden.

In dieser und den folgenden Ausführungen beziehen sich die Formulierungen ausschließ-
lich auf die Referenzkonfiguration, daher wird ab jetzt der Index ’0’ bei der Kennzeichnung
des Gebiets B weggelassen.

Durch die Anwendung des Gaußschen Integralsatzes und Einarbeitung der Randbe-
dingungen aus Gleichung (2.33) und Gleichung (2.35) ergibt sich für gekoppelte elektro-
mechanische Systeme die schwache Form des Gleichgewichts zu

δG(u, δu,Φ, δΦ) =

Z
B

δEm : σ dV −

Z
B

δEel ·DdV

+

Z
B

ρ0
∂2u

∂t2
· δudV −

Z
∂Bσ

δu · t̄ dA−

Z
B

δu · ρ0b̄dV −

Z
∂BD

δΦd̄ dA = 0 . (2.37)

Als abhängige Zustandsgrößen werden hier die mechanischen Spannungen σ und die di-
elektrische VerschiebungD verwendet, für die in den Kapiteln 3.2.2 und 3.2.3 konstitutive
Gleichungen für den hier betrachteten Kleinsignalbereich formuliert werden.

Alle mithilfe der Gleichung (2.37) entwickelten Variationsformulierungen werden zur
besseren Unterscheidung von der in Kapitel 2.4.3 dargestellten Dreifeldvariationsformu-
lierung mit der Abkürzung ’SM2FΦ’ (Smart Material 2-Feldvariationsformulierung mit
elektrischem Potenzial) bezeichnet.

2.4.2 Das Prinzip von Hamilton

Die schwache Form des Gleichgewichts aus Gleichung (2.37) lässt sich ebenfalls mithilfe
des Prinzips von Hamilton herleiten, das für die Beschreibung des Bewegungsablaufs von
konservativen Systemen geeignet ist, vgl. v. Wagner [118] undWolf [123]. Die Anwen-
dung auf ausschließlich mechanische Systeme soll hier nicht näher erläutert werden, vgl.
hierfür u.a. Betten [19], Hurty und Rubinstein [51] undMang und Hofstetter
[83]. Das Augenmerk wird hier auf die gekoppelten elektromechanischen Systeme ge-
richtet. Es soll nachgewiesen werden, dass sich ausgehend von der schwachen Form des
Gleichgewichts, vgl. Gleichung (2.37), mithilfe der Lagrangefunktion L das Prinzip von
Hamilton ableiten lässt, vgl. v. Wagner [118] undWolf [123].
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Die partielle Integration von Gleichung (2.37) über die Zeit führt auf

t1Z
t0

⎡⎣Z
B

µ
δEm : σ − δEel ·D+ ρ0

∂2u

∂t2
· δu− δu · ρ0b̄

¶
dV

−

Z
∂Bσ

δu · t̄dA−

Z
∂BD

δΦ d̄ dA

⎤⎦dt = 0 . (2.38)

Bei dieser Integration wird vorausgesetzt, dass die Testfunktionen δu und δΦ zu den je-
weiligen Zeitpunkten t0 und t1 verschwinden, so dass Gleichung (2.38) insgesamt gleich
Null sein muss. Die mechanischen und elektrischen Energieanteile können in einem Po-
tenzial zusammengefasst werden, der elektrischen Enthalpiedichte H, deren Variation sich
folgendermaßen ergibt

δH
¡
δEm, δEel

¢
= δEm : σ − δEel ·D . (2.39)

Für eine ausführlichere Diskussion von verschiedenen Energiepotenzialen sei jedoch auf
Kapitel 3.2.1 verwiesen.

Das Funktional aus Gleichung (2.38) kann nun mithilfe von Gleichung (2.39) umge-
schrieben werden, indem die Variation und die Integration miteinander vertauscht werden,
was zu der folgenden Formulierung führt

δ

t1Z
t0

∙Z
B

Ã
H
¡
Em,Eel

¢
−
1

2
ρ0

µ
∂u

∂t

¶2
−u · ρ0b̄

!
dV

| {z }
L (u,Φ)

−

Z
∂Bσ

u · t̄dA−

Z
∂BD

Φd̄ dA

| {z }
W (u,Φ)

¸
dt = 0 . (2.40)

Damit ergibt sich das Prinzip von Hamilton für ein piezoelektrisches Kontinuum zu

δ

t1Z
t0

(L (u,Φ) +W (u,Φ)) dt = 0 , (2.41)

wobei mit L (u,Φ) die Lagrangefunktion bezeichnet wird, die sich aus potenzieller und
kinetischer mechanischer Energie sowie zusätzlich aus der elektrischen Energie zusam-
mensetzt. Haben die äußeren Volumenkräfte ein Potenzial, so können sie ebenfalls in die
Lagrangefunktion integriert werden. InW (u,Φ) sind alle auf der Oberfläche auftretenden
äußeren Arbeiten zusammengefasst. Für beliebige zulässige Variationen δu und δΦ wird
ein Verschwinden des Integralausdrucks in Gleichung (2.41) vorausgesetzt, weswegen der
Integrand innerhalb des Zeitabschnittes zu jedem Zeitpunkt verschwinden muss. Daraus
folgt, dass die Lagrangefunktion einen stationären Wert annimmt.

Diese hier vorgestellte Form des Prinzips von Hamilton besitzt ihre Gültigkeit für die
Wahl von u und Φ als unabhängige Variablen. Ist es für eine Problemstellung günstiger,
ein anderes Paar unabhängiger Zustandsgrößen zu verwenden, so ist eine Adaption des
Prinzips mittels Legendrescher Transformation möglich.
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2.4.3 Mehrfeldvariationsprinzipe

Zielsetzung bei der Entwicklung einer Dreifeldvariationsformulierung ist es, die Möglich-
keiten einer verbesserten Modellierung der elektrischen Komponenten zu untersuchen.
Dazu bieten sich gemischte Methoden an, die für rein mechanische Problemstellungen
vielfach sehr erfolgreich zur Entwicklung von finiten Elementen mit verbesserten Eigen-
schaften eingesetzt werden. Diese erweiterten Elementformulierungen werden z.B. zur
Ableitung von ”Assumed Strain” und ”Assumed Stress” Elementen herangezogen und
führen auf finite Elemente, die u.a. erfolgreich insbesondere zur Vermeidung von Verstei-
fungsphänomenen eingesetzt werden.

Kennzeichnend für die mithilfe von Mehrfeldvariationsformulierungen entwickelten me-
chanischen Elemente ist, dass zusätzlich zum Verschiebungsfeld die Verzerrungen und
eventuell außerdem die Spannungen als unabhängige Variablen in die Formulierung ein-
gearbeitet werden, vgl. auch Belytschko et al. [13] und Zienkiewicz und Taylor
[134]. Insbesondere sind alle unabhängigen Größen gleichberechtigt. Das Prinzip von Hu-
Washizu ist das allgemeinste der Mehrfeldvariationsprinzipe, bei dem die virtuelle innere
Arbeit δGHWint eines mechanischen Problems in folgender Weise formuliert wird

δGHWint (u, δu, σ̄, δσ̄, Ē
m, δĒm) =Z

B

δĒm : σ
¡
Ēm
¢
dV −

Z
B

δσ̄ : (Em − Ēm) dV −

Z
B

σ̄ : (δEm − δĒm) dV . (2.42)

Mit Ēm werden angenommene Verzerrungen und mit σ̄ angenommene Spannungen be-
zeichnet. Es müssen keine weiteren Nebenbedingungen erfüllt werden.

Für gekoppelte elektromechanische Systeme werden vonYang [128, 129] Mehrfeldvaria-
tionsformulierungen mit den zugehörigen unabhängigen Variablen vorgestellt. Der Autor
leitet verschiedene Prinzipe ab, aus denen eine geeignete Formulierung für das jeweilige
Anwendungsgebiet gewählt werden kann. In Anlehnung an diese gemischten Variations-
prinzipe, werden von Ghandi und Hagood [42], Sze und Pan [106] undWu et al.
[125] darüber hinaus Möglichkeiten von gemischten Variationsformulierungen präsentiert.
Die von Ghandi und Hagood [42] vorgestellten erweiterten Variationsfunktionale wer-
den in dieser Arbeit aufgegriffen, um die Möglichkeiten einer verbesserten Beschreibung
von elektrischen Größen und die daraus resultierenden Auswirkungen auf das Struktur-
verhalten zu untersuchen.

In Analogie zur Behandlung von nahezu inkompressiblen Materialien, bei der die Inkom-
pressibilitätsbedingung als Nebenbedingung in das Variationsfunktional integriert wird,
wird dementsprechend die Beziehung zwischen dem elektrischen Feld und dem elektrischen
Potenzial aus Gleichung (2.31c) mithilfe der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren
in die Variationsformulierung eingearbeitet. Damit wird die funktionale Abhängigkeit des
elektrischen Feldes vom elektrischen Potenzial gelockert und muss nur noch in schwacher
Form erfüllt werden. Unter Einhaltung der elektrischen Randbedingungen wird die innere
Arbeit von gekoppelten elektromechanischen Systemen nun vollständig berücksichtigt und
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so das reale Strukturverhalten besser approximiert. Der Lagrangesche Multiplikator kann
als dielektrische Verschiebung identifiziert werden, vgl. Ghandi und Hagood [42] und
Lammering und Mesecke-Rischmann [72]. Die daraus entwickelte neue flache Scha-
lenformulierung enthält nun zusätzlich zu den standardmäßig verwendeten Verschiebun-
gen, den Verdrehungen und dem elektrischen Potenzial als weitere unabhängige Variable
die dielektrische Verschiebung.

Das Vorgehen bei der Entwicklung dieser neuen Mehrfeldvariationsformulierung ist im
Anhang A ausführlich dargestellt. Mit δG aus Gleichung (2.37) lautet das resultierende
Variationsprinzip aus Gleichung (A.6)

δG∗(u, δu,Φ, δΦ,Eel, δEel,D, δD) = δG(u, δu,Φ, δΦ)

+

Z
B

δD ·
¡
Eel +GradΦ

¢
dV +

Z
B

D ·
¡
δEel +Grad δΦ

¢
dV = 0 , (2.43)

wobei mit δD die virtuelle dielektrische Verschiebung und mit δEel das virtuelle elektri-
sche Feld bezeichnet wird. Des Weiteren ist in der obigen Gleichung (2.43) zu beachten,
dass das elektrische Feld zunächst als unabhängige Variable auftritt. Im Anhang A zeigt
sich jedoch, dass hieraus eine abhängige Größe wird, da die Variation bzgl. des elek-
trischen Feldes verschwindet. Damit ist die Gleichung (A.7) der Ausgangspunkt für die
Dreifeldvariationsformulierung, die zur besseren Übersichtlichkeit noch einmal angegeben
wird

δG∗(u, δu,Φ, δΦ,D, δD) =
Z
B

δEm : σ dV +

Z
B

ρ0
∂2u

∂t2
· δudV −

Z
B

δu · ρ0b̄dV −

Z
∂Bσ

δu · t̄dA

+

Z
B

δD ·
¡
Eel +GradΦ

¢
dV +

Z
B

D · Grad δΦ dV −

Z
∂BD

d̄δΦdA = 0 . (2.44)

Die dielektrische Verschiebung ist weiterhin eine unabhängige Variable. Daher ver-
bleibt als einzige abhängige elektrische Zustandsgröße das elektrische Feld Eel, dessen
Beziehung nun nicht mehr mit der Gleichung (2.31c) bestimmt werden darf, sondern mit-
hilfe von konstitutiven Beziehungen ausgewertet werden muss. Dies bedarf gegenüber der
Formulierung SM2FΦ aus Gleichung (2.37) konjugierter konstitutiver Gleichungen, bei
denen σ und Eel als abhängige Größen verwendet werden. Dieses konjugierte Stoffgesetz
wird in Kapitel 3.2.5 vorgestellt. Zur besseren Unterscheidung der verschiedenen An-
sätze wird im Folgenden für die in diesem Kapitel entwickelte erweiterte schwache Form
des Gleichgewichts die Abkürzung ’SM3FΦ’ (Smart Material 3-Feldvariationsformulierung
mit elektrischem Potenzial) verwendet.
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Kapitel 3

Theorie der Piezoelektrizität

Erstmalig wurde die Piezoelektrizität im Jahre 1880 von den Brüdern Curie an natürlich
vorkommenden Turmalinkristallen entdeckt und beschrieben. Diese Entdeckung war der
Ausgangspunkt reger Forschungsaktivität, die verschiedene Einsatzmöglichkeiten der pie-
zoelektrischen Werkstoffe in technischen Anwendungen eröffnete. Die heutigen industriell
hergestellten Werkstoffe wie z.B. piezoelektrische Keramiken und Kunststoffe verfügen
über einen sehr viel stärkeren als den natürlichen piezoelektrischen Effekt und werden
in unterschiedlicher Form u.a. als Plättchen, Fasern und Folien eingesetzt. Man un-
terscheidet je nach der Richtung der Energiewandlung zwischen dem direkten und dem
inversen piezoelektrischen Effekt. Beim direkten piezoelektrischen Effekt führt eine me-
chanische Deformation eines piezoelektrischen Körpers zu einem elektrischen Feld während
der inverse piezoelektrische Effekt dadurch gekennzeichnet ist, dass durch eine elektrische
Spannung an einem mechanisch unbelasteten Körper eine Dehnung oder, bei behinderter
Dehnung, eine mechanische Spannung induziert wird.

Dieses Kapitel gliedert sich in zwei Hauptabschnitte. Zu Beginn wird das Werkstoff-
verhalten von Ferroelektrika phänomenologisch vorgestellt. Darauf aufbauend werden
mithilfe von Energiebetrachtungen die erforderlichen konstitutiven Gleichungen abgelei-
tet, die gleichzeitig die Kopplungsbedingung zwischen dem mechanischen und elektrischen
Werkstoffverhalten darstellen.

3.1 Phänomenologische Betrachtungen von Ferroelek-
trika

Die Beschreibung der Phänomene durch die auftretendende elektromechanische Kopp-
lung kann in Abhängigkeit von der Sichtweise von zwei Standpunkten aus erfolgen: auf
makromechanischer oder auf mikromechanischer Ebene. In den folgenden Kapiteln wird
dies näher erläutert. Eine sehr ausführliche Darstellung ist u.a. bei Kamlah [61, 62] zu
finden.
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3.1.1 Mikromechanische Betrachtungen

Auf mikromechanischer Ebene bilden piezoelektrische Keramiken eine polykristalline Struk-
tur aus Körnern, die aus einer Vielzahl von Domänen bestehen, vgl. Bild 3.1. Eine Do-
mäne setzt sich wiederum aus einer Reihe von Elementarzellen zusammen, in denen eine
Polarisationsrichtung vorherrscht. Wie in Bild 3.2 dargestellt, liegt die Elementarzelle
oberhalb der Umwandlungstemperatur oder auch Curietemperatur Tc als ein Perowskit-
gitter vor, d.h. die Gitterstruktur ist kubisch raumzentriert und das Werkstoffverhalten
paraelektrisch. Die positiven und negativen Ladungsschwerpunkte liegen aufeinander, so
dass keine spontane Polarisation Ps möglich ist. Unterhalb der Curietemperatur wird

Korn

Domäne

Richtung der
spontanen 
Polarisation Ps

Bild 3.1: Schematische Darstellung einer Probe aus piezoelektrischem Material im depo-
larisierten Zustand unterhalb der Curietemperatur Tc

Bild 3.2: Schematische Darstellung einer Einheitszelle oberhalb und unterhalb der Curie-
temperatur Tc
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die kubische Gitterstruktur instabil, die Ladungsschwerpunkte verschieben sich, und es
entsteht ein rhomboedrisches oder auch ein tetragonales Gitter. Die Elementarzelle ist
nun von der paraelektrischen Phase in die ferroelektrische Phase übergegangen. Es ist
ein Dipol entstanden, der eine spontane Polarisation und somit auch piezoelektrische Ei-
genschaften besitzt. Die Richtung der spontanen Polarisation erfolgt jedoch zufällig, so
dass innerhalb eines Korns Domänen entstehen, vgl. dazu Bild 3.1. Ein Material mit
diesen Eigenschaften hat kein Symmetriezentrum und wird deshalb auch als polar be-
zeichnet. Makroskopisch heben sich die Beiträge der mikroskopischen Polarisationseffekte
auf, weshalb der piezoelektrische Werkstoff im depolarisierten Zustand isotrope Eigen-
schaften aufweist. Durch große Belastungen kann jedoch der momentane Zustand der
einzelnen Domäne verändert werden. Die Auswirkungen sind dann auf makroskopischer
Ebene zu beobachten.

3.1.2 Makromechanische Betrachtung

Für die Entwicklung technischer Anwendungen ist vorrangig das makromechanischeWerk-
stoffverhalten von Interesse. Das für Piezoelektrika spezifische Verhalten auf makrome-
chanischer Ebene kann mithilfe der mikromechanischen Betrachtungen des Kapitels 3.1.1
veranschaulicht werden und wird für eine einachsige Belastung des Materials mit einem
elektrischen Feld hier näher erläutert.

Die dielektrische Hysterese

Eine Probe aus depolarisiertem piezoelektrischem Material wird mit einem elektrischen
Feld einachsial belastet. In Bild 3.3 ist das dielektrische Hystereseverhalten dargestellt,
d.h. die Polarisation P ist in Abhängigkeit vom elektrischen Feld Eel aufgetragen. Der
Punkt O kennzeichnet den depolarisierten Ausgangszustand direkt nach dem Herstel-
lungsprozess, bei dem die Domänen noch willkürlich orientiert sind. Dies ist in Bild 3.3
exemplarisch anhand von vier Domänenbereichen dargestellt. Bei Belastung ist die Po-
larisation der Probe zunächst reversibel. Erst bei Erreichen der Koerzitivfeldstärke Eelc
in Punkt A wird ein Umklappvorgang der Domänen initiiert, welcher irreversibel ist. Die
Domänen wechseln bei dieser Belastungsintensität zunehmend ihre Polarisationsrichtung
in die energetisch günstigere Richtung des aufgebrachten elektrischen Feldes. Dies führt
zunächst zu einem stärkeren Anstieg der Polarisation, bis alle Domänen in Richtung des
elektrischen Feldes orientiert sind. Damit ist der Punkt B der Sättigungspolarisation Psat
erreicht.

Bei abnehmendem elektrischem Feld bleiben die Domänen weitestgehend ausgerichtet,
so dass die Probe bei vollständiger Entlastung bis zum Punkt C eine makroskopisch blei-
bende remanente Polarisation Pr aufweist. Wird nun ein entgegengesetztes elektrisches
Feld aufgebracht, geht die Polarisation weiter zurück. Bei Erreichen der Koerzitivfeldstär-
ke Eelc liegt in Punkt D wieder ein depolarisierter Zustand vor. Bei weiter zunehmendem
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Bild 3.3: Schematische Darstellung der dielektrischen Hysterese unter Angabe des jewei-
ligen Polarisationszustandes

elektrischem Feld findet eine Neuausrichtung der Domänen in die momentane Richtung
des aufgebrachten elektrischen Feldes statt, bis bei E wieder eine Sättigungspolarisation
erreicht wird. Zum vollständigen Durchlauf einer Hysterese wird die Probe mit einem
gegensätzlichen elektrischen Feld belastet und der Zyklus über die Punkte F-G-B vervoll-
ständigt.

Für technische Anwendungen findet eine Polarisation des piezoelektrischen Materials
mithilfe von hohen elektrischen Feldern statt, bei der die Hysteresekurve jedoch nur bis
zum Punkt B durchlaufen wird. Das dann gepolte Material wird in vielfältiger Weise
eingesetzt, da im Bereich hinreichend kleiner Änderungen des elektrischen Feldes nähe-
rungsweise lineares Werkstoffverhalten vorliegt.

Die Schmetterlingskurve

Die bei der dielektrischen Hysterese beschriebenen Umklappprozesse beeinflussen wesent-
lich das Verformungsverhalten des Materials. Bild 3.4 zeigt eine Schmetterlingskurve, die
die Abhängigkeit der Verzerrungen Em vom angelegten elektrischen Feld Eel beschreibt.
Die Probe ist im depolarisierten Ausgangszustand O ungedehnt und wird einachsial belas-
tet. Das Aufbringen eines elektrischen Feldes unterhalb der Koerzitivfeldstärke Eelc ergibt
zunächst keine makroskopisch sichtbaren Dehnungen. Dies lässt sich mit der willkürlichen
Orientierung der Domänen erklären, durch die sich die mikroskopischen Dehnungen der
einzelnen Domänen makroskopisch aufheben. Erst bei Erreichen der kritischen Belastung
Eelc im Punkt A ist ein deutlicher Anstieg der Dehnung in der Probe zu beobachten. Diese
Dehnungen sind auf die Umklappvorgänge in den Einheitszellen innerhalb der Domänen
zurückzuführen, durch die die Polarisationsachsen in die Richtung des angelegten elektri-
schen Feldes orientiert werden. Eine Sättigungsdehnung Emsat im Punkt B wird erreicht



28 3. Theorie der Piezoelektrizität

Eel

BCE F

G

Em

O

A

Em
r

D

Eel
c

Eel

Eel
c

Eel
Em

sat

Bild 3.4: Schematische Darstellung der Schmetterlingshysterese unter Angabe des jewei-
ligen Polarisationszustandes

wenn alle Domänenbereiche in die Belastungsrichtung umgeklappt sind. Darüber hin-
aus belastet verhält sich das Material linear elastisch. Bei Entlastung der Probe ist im
Punkt C makroskopisch eine bleibende, remanente Dehnung Emr zu beobachten. Wird
nun ein elektrisches Feld in der Gegenrichtung aufgebracht, so geht die Dehnung weiter
zurück, was durch die zunehmende Depolarisation der Probe hervorgerufen wird. Im
Punkt D wird die minimale Ausdehnung erreicht. Bei Überschreitung der hier vorliegen-
den Koerzitivfeldstärke richtet sich die ungeordnete Domänenstruktur wieder in die neue
Belastungsrichtung aus. Dies führt zu einer erneuten Dehnung bis die Sättigungsdehnung
und damit eine vollständige Ausrichtung der Domänen im Punkt E erreicht wird. Die
zugehörige piezoelektrische Materialkonstante hat nun ein entgegengesetztes Vorzeichen.
Zur Vervollständigung der achsensymmetrischen Schmetterlingskurve wird das elektrische
Feld wieder in der entgegengesetzten Richtung aufgebracht, so dass die Punkte F, G und
B durchlaufen werden.

Der Arbeitsbereich für piezoelektrische Materialien sollte im Gegensatz zu dem soeben
diskutierten extremen Einsatzbereich so gewählt werden, dass es nicht zu einer häufigen
Umpolarisation der Keramik kommt, da dies eine reduzierte Lebensdauer des Aktors bzw.
Sensors zur Folge hat. Des Weiteren führt ein Betrieb von piezoelektrischen Keramiken
nur knapp unterhalb der Umwandlungstemperatur ebenfalls zu einer starken Alterung und
einem Absinken der remanenten Polarisation. Daher sollten die eingesetzten Werkstoffe
maximal bei der halben Curietemperatur betrieben werden, vgl. CeramTec [26].

3.2 Entwicklung von Materialmodellen

Die bisher im Kapitel 2 entwickelten Gleichungen sind für beliebige Materialgesetze gül-
tig. Um das Verhalten einer Struktur als ein Randwertproblem formulieren und lösen zu
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können, reichen diese Grundgleichungen jedoch nicht aus. Es werden für den jeweiligen
betrachteten Körper Stoffgesetze benötigt, die in der Lage sind, dessen individuelle Eigen-
schaften mathematisch beschreiben zu können. Dies sollte der Komplexität des Anwen-
dungsgebietes und der gestellten Aufgabe angepasst sein, wobei eine möglichst einfache
aber trotzdem ausreichend genaue Beschreibung mithilfe der konstitutiven Gleichungen
sinnvoll ist.

Die im Folgenden vorgestellten mathematischen Modelle sollen die Eigenschaften von
piezoelektrischen Werkstoffen in der notwendigen Genauigkeit beschreiben können. Die
vorliegende Arbeit verwendet eine Idealisierung realer Strukturen und beschränkt sich auf
die kontinuierliche Beschreibung eines materiellen Körpers ohne Defekte, Schädigungen
oder Alterungsprozesse. Dabei wird zwischen linearen und nichtlinearen Materialmodel-
len unterschieden. Für den Kleinsignalbereich wird im Allgemeinen ein lineares Modell
als ausreichend angesehen. Neuere Untersuchungen zeigen jedoch, dass diese vereinfa-
chende Annahme zu nicht vernachlässigbaren Abweichungen zwischen Experiment und
numerischer Rechnung führen kann, vgl. u.a. Crawley und Lazarus [33]. Für den
Großsignalbereich ist in jedem Fall ein nichtlineares Materialmodell notwendig.

3.2.1 Potenziale und Zustandsgleichungen

In Abhängigkeit von dem betrachteten Arbeitsbereich der Keramiken ist vielfach eine
lineare Theorie ausreichend. Jedoch muss für weitergehende Untersuchungen, z.B. für
die Untersuchung von Polarisationsvorgängen, eine nichtlineare Beschreibung verwendet
werden. Für die meisten Materialgleichungen wird die Existenz eines Energiepotenzials
vorausgesetzt, so dass sich eine thermodynamisch konsistente Formulierung ergibt, siehe
z.B. Maugin [85], Tichy und Gautschi [109] und Tiersten [110].

Für das hier untersuchte piezoelektrische Material werden die konstitutiven Gleichungen
aus der elektrischen Enthalpiedichte H hergeleitet, vgl. auch Kapitel 2.4.2,

H
¡
Em,Eel

¢
= U − Eel ·D . (3.1)

U stellt die innere Energiedichtefunktion dar und Eel ·D gibt die Energiedichte des elektro-
statischen Feldes an. Werden Em und Eel als unabhängige Variablen gewählt, so ergeben
sich sowohl die Spannung σ als auch die dielektrische Verschiebung D durch partielle
Differenziation der elektrischen Enthalpiedichte bzgl. Em und Eel, siehe u.a. Nguyen
[89], Tichy und Gautschi [109] und v. Wagner und Hagedorn [117],

σ =
∂H

∂Em
, D = −

∂H

∂Eel
. (3.2)

Die zugehörigen Materialparameter zu dem hier gewählten Stoffgesetz lassen sich durch
eine weitere partielle Differenziation bzgl. der unabhängigen Feldgrößen berechnen. Der
vierstufige Elastizitätstensor C ergibt sich bei konstantem elektrischem Feld Eel und der
zweistufige Permittivitätstensor ε bei konstanter Verzerrung Em zu

C =
∂2H

∂Em∂Em
, ε = −

∂2H

∂Eel∂Eel
(3.3)
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Die Bestimmung des piezoelektrischen Moduls e, eines Tensors dritter Stufe, ist gleich-
zeitig eine Kopplungsbedingung zwischen dem elektrischen und mechanischen Material-
verhalten

e =
∂σ

∂Eel
=

∂2H

∂Em∂Eel

e = −
∂D

∂Em
=

∂2H

∂Eel∂Em

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭→
∂σ

∂Eel
= −

∂D

∂Em
. (3.4)

Aufgrund der Vertauschbarkeit der Reihenfolge bei den partiellen Ableitungen vonH bzgl.
der unabhängigen Variablen in Gleichung (3.4) sind die Materialkonstanten sowohl für den
direkten als auch den inversen piezoelektrischen Effekt gleich. Welche Bedingungen sich
hieraus für die Entwicklung von nichtlinearen Stoffgesetzen ergeben, wird eingehender in
Kapitel 3.2.3 diskutiert.

Für die Verwendung der Zweifeldvariationsformulierung SM2FΦ aus Gleichung (2.37)
ist die Ableitung der Stoffgleichungen mithilfe der elektrischen EnthalpiedichteH sinnvoll.
Es besteht jedoch die Möglichkeit, auch paarweise andere Zustandsgrößen, z.B. (σ,Eel),
(Em,D) und (σ,D), als unabhängige Variablen zu wählen. Ihnen liegen entsprechende
Energiepotenziale zugrunde, siehe u.a. Ikeda [55], Tichy und Gautschi [109] und
Yang [128, 129], die jedoch mittels einer Legendre-Transformation ineinander überführ-
bar sind.

Bei der Entwicklung der Dreifeldvariationsformulierung SM3FΦ nach Kapitel 2.4.3 wird
ein anderer Satz unabhängiger Variablen verwendet, vgl. u.a. Ghandi und Hagood
[42], Mesecke-Rischmann und Lammering [87] und Sze und Yao [105]. Ausgangs-
punkt stellt hier die innere Energiedichte U dar. Die unabhängigen Zustandsgrößen wer-
den durch Em und D repräsentiert, so dass sich als abhängige Variablen die Spannungen
und das elektrische Feld durch partielle Differenziation der inneren Energiedichte U bzgl.
Em und D ergeben

σ =
∂U

∂Em
, Eel =

∂U

∂D
. (3.5)

Durch eine weitere partielle Differenziation bzgl. der unabhängigen Feldgrößen können
hier ebenfalls die Materialtensoren berechnet werden

Cd =
∂2U

∂Em∂Em
, β =

∂2U

∂D∂D
, (3.6)

wobei die Materialkonstanten des Elastizitätstensors Cd bei konstanter dielektrischer Ver-
schiebung D und die des zweistufigen Impermittivitätstensors β bei konstanten Verzer-
rungen Em bestimmt werden. Über den piezoelektrischen Modul h, einem Tensor dritter
Stufe, ergibt sich die Kopplungsbedingung zwischen mechanischem und elektrischem Ma-
terialverhalten

h =
∂σ

∂D
=

∂2U

∂Em∂D

h =
∂Eel

∂Em
=

∂2U

∂D∂Em

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ →
∂σ

∂D
=

∂Eel

∂Em
. (3.7)

Auf diesen konjugierten Satz konstitutiver Gleichungen wird genauer im Kapitel 3.2.5
eingegangen.
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3.2.2 Lineares Materialmodell für den Kleinsignalbereich

Verbreitete Verwendung findet das lineare Materialmodell, das sich mithilfe der elektri-
schen Enthalpiedichte aus Gleichung (3.1) ableiten lässt und bei dem Em und Eel als
unabhängige Variablen gewählt werden. Unter der Voraussetzung, dass die elektrische
Enthalpiedichte H quadratisch in den unabhängigen Feldgrößen ist

H
¡
Em,Eel

¢
=
1

2
C : Em : Em − e · Eel : Em −

1

2
ε · Eel · Eel , (3.8)

leiten sich die linearen Zustandsgleichungen mithilfe der Gleichungen (3.2) ab, vgl. Ikeda
[55] und Tiersten [110]. Hieraus ergeben sich die linearen konstitutiven Gleichungen für
piezoelektrisches Material, welche die folgende Form haben

σ = C : Em − e · Eel (3.9a)

D = eT : Em + ε · Eel . (3.9b)

Die Materialparameter der Tensoren C, e und ε sind konstante Größen, und stellen den
Zusammenhang zwischen abhängigen und unabhängigen Variablen her.

Insgesamt ergeben sich im allgemeinen Fall unter Berücksichtigung von Symmetriebe-
dingungen für piezoelektrische Werkstoffe 21 elastische, 18 piezoelektrische und 6 dielek-
trische Konstanten. In dieser Arbeit werden piezoelektrische Keramiken, so genannte
Mischkeramiken, aus Bleizirkonattitanat (PZT) oder piezoelektrische Polymere aus Po-
lyvenylidenfluorid (PVDF) verwendet. Vorteilhaft bei den PZT Keramiken ist ihre gute
Polarisierbarkeit mit großen piezoelektrischen Moduln. Des Weiteren ist durch den Her-
stellungsprozess eine vielfältige Formgebung möglich. Nachteilig sind die stärkeren Drift-
und Ermüdungserscheinungen sowie größere Temperaturabhängigkeiten, die im Gegen-
satz zu Einkristallen bei allen Mischkeramiken auftreten, vgl. Tichy und Gautschi
[109]. Durch die nach dem Herstellungsprozess erfolgte Polarisation erhält das Material
näherungsweise ein transversal isotropes Verhalten, wobei sich die Keramik senkrecht zur
Polarisationsrichtung isotrop verhält. Damit lassen sich die Konstanten auf 5 elastische,
3 piezoelektrische und 2 dielektrische reduzieren, vgl. z.B. Tiersten [110].

Für die numerische Berechnung wird die mechanische Spannung σ meistens mit der
dielektrischen Verschiebung D in einer Spaltenmatrix zusammengefasst. Somit resultiert
das lineare dreidimensionale transversal isotrope Stoffgesetz für das gekoppelte elektro-
mechanische Werkstoffverhalten, das durch die Gleichheit der Werkstoffkonstanten in der
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xy-Ebene gekennzeichnet ist, zu⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
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σyy

σzz

σxy

σxz

σyz
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Dz

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
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⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Emxx
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Emzz

Emxy

Emxz

Emyz

Eelx
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⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

. (3.10)

Dieses lineare Materialmodell wird im Kapitel 4.7 in das Zweifeldvariationsfunktional
SM2FΦ der Gleichung (2.37) integriert und anschließend wird daraus eine zugehörige
Finite-Elemente-Formulierung entwickelt.

3.2.3 Nichtlineare Modelle für den Kleinsignalbereich

Im Gegensatz zur vielfach verwendeten linearen Theorie, zeigen Experimente u.a. von
Crawley und Lazarus [33], Nguyen [89], v. Wagner und Hagedorn [117], v.
Wagner [118] undWang et al. [121], dass auch schon in unmittelbarer Umgebung des
Arbeitspunktes ein nichtlineares Strukturverhalten vorhanden ist. Theoretische Über-
legungen zur Entwicklung entsprechender Zustandsgleichungen und thermodynamischer
Potenziale, die auch Terme dritter Ordnung berücksichtigen, sind u.a. bei Dökmeci [36],
Joshi [59, 60] und Tichy und Gautschi [109] beschrieben. Die sich daraus ergeben-
den zusätzlichen Materialparameter sind jedoch keine Konstanten mehr sondern abhängig
vom aktuellen Wert der unabhängigen Variablen.

Anhand eines Beispiels von Nguyen [89] soll die Problematik verdeutlicht werden.
Die dort entnommene und in Bild 3.5 dargestellte Balkenstruktur mit applizierten pie-
zoelektrischen Keramiken zeigt schon für einen Arbeitsbereich von nur 100 V nicht zu
vernachlässigende Abweichungen vom linearen Verhalten, das im Allgemeinen für den
Kleinsignalbereich vorausgesetzt wird. Die Untersuchungen des Autors ergeben ein li-
neares Verhalten der Klebeschicht zwischen Tragstruktur und Keramik und lassen auf
eine Nichtlinearität des verwendeten piezoelektrischen Materials selbst schließen. Nicht-
lineare konstitutive Gleichungen werden entwickelt und die zusätzliche Erweiterung der
elektrischen Enthalpiedichte durch Terme höherer Ordnung führt dann zu einer thermo-
dynamisch konsistenten Formulierung des eindimensionalen mathematischen Modells. Im
Stoffgesetz wird eine Abhängigkeit des piezoelektrischen Koeffizienten und des Elastizi-
tätsmoduls von der Dehnung angenommen und Terme bis zur dritten Ordnung werden
berücksichtigt. Die zusätzlichen vier nichtlinearen Materialkonstanten können mit einer
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Parameteridentifikation aus den Messdaten bestimmt werden. Eine numerische Lösung
mithilfe des Rayleigh-Ritz Verfahrens wird zu Vergleichszwecken ermittelt.

Weiterführende Arbeiten, z.B. von v. Wagner und Hagedorn [117] und v. Wag-
ner [118], befassen sich mit axial und transversal polarisierten Stäben. Die Erweiterung
dieser eindimensionalen Ansätze auf mehrdimensionale Probleme wird durch die Identi-
fikation der dann zahlreichen Materialparameter wahrscheinlich sehr schwer handhabbar
werden und ist für die Umsetzung in eine Finite-Elemente-Formulierung ungünstig.

Eine der ersten Untersuchungen an isotropen und anisotropen piezoelektrischen Kompo-
sitplatten von Crawley und Lazarus [33] weist ebenfalls Nichtlinearitäten im Klein-
signalbereich nach und setzt zu ihrer Approximation eine Abhängigkeit der Kopplungs-
koeffizienten von den Verzerrungen voraus. Mithilfe von zwei experimentell bestimmten
Materialparametern wird eine gute Übereinstimmung von einer mittels Ritz Verfahren
approximierten Lösung für Platten und den Messergebnissen erzielt.

In Thornburgh und Chattopadhyay [108] wird eine physikalisch nichtlineare For-
mulierung für Kompositplatten vorgestellt, die eine Laminattheorie höherer Ordnung be-
rücksichtigt. Die Abhängigkeit des piezoelektrischen Koeffizienten von den Verzerrungen
und dem elektrischen Feld wird untersucht. Es wird jedoch festgestellt, dass die Abhän-
gigkeit von den Verzerrungen dominant gegenüber der vom elektrischen Feld ist.
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Bild 3.5: Beispiel einer Balkenstruktur mit applizierten Keramiken mit nichtlinearem
Verhalten der Piezoelektrika im Kleinsignalbereich, vgl. Nguyen [89]
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Aufgrund dieser Untersuchungen wird im Rahmen dieser Arbeit eine ausschließlich li-
neare Abhängigkeit des piezoelektrischen Moduls von den Verzerrungen angenommen.
Infolge des nichtlinearen Verhaltens piezoelektrischer Materialien im Kleinsignalbereich
werden die linearen konstitutiven Gleichungen (3.9a) und (3.9b) erweitert. Für den pie-
zoelektrischen Modul e wird eine additive Zerlegung in einen konstantenAnteil e0 und
einen linear abhängigen Anteil e1 : Em vorgenommen. Es entsteht ein Tensor fünfter
Stufe e1, der durch Verknüpfung mit den Verzerrungen Em zu einem Tensor dritter Stufe
verjüngt wird

e (Em) = e0 + e1 : Em . (3.11)

Durch Einsetzen dieser nichtlinearen Beziehung in Gleichung (3.9a) berechnen sich die
Spannungen σ mit dem nichtlinearen Stoffgesetz zu

σ = C : Em − (e0 + e1 : Em) · Eel . (3.12)

Wird die Existenz eines Potenzials vorausgesetzt, z.B. die elektrische Enthalpiedichte aus
Gleichung (3.1), so werden die konstitutiven Beziehungen mit Gleichung (3.2) bestimmt.
Eine zentrale Bedeutung hat dabei die Kopplungsbedingung aus Gleichung (3.4), die
unbedingt berücksichtigt werden sollte, da sie sowohl die notwendige als auch hinreichende
Bedingung für die Existenz einer nichtlinearen Enthalpiedichte Hnl ist. Daher wird in
dieser Arbeit die Kopplungsbedingung zur Herleitung von Hnl verwendet.

Zur Erfüllung der Kopplungsbedingung kann die nichtlineare dielektrische Verschiebung
D durch Auswertung der Gleichung (3.4) und nachheriger Integration bestimmt werden
zu

D = (e0 +
1

2
e1 : Em)T : Em + ε · Eel . (3.13)

Auch hier ergibt sich ein linearer Zusammenhang zwischen D und dem elektrischen Feld
Eel und ein nichtlinearer Anteil aus der elektromechanischen Kopplungsbeziehung mit
den Verzerrungen Em. Die elektrische Enthalpiedichte Hnl für nichtlineare Probleme des
Kleinsignalbereichs kann nun mithilfe der Gleichungen (3.12) und (3.13) durch Integration
der Bedingungen aus Gleichung (3.2) entwickelt werden

¡
Em,Eel

¢
=
1

2
C : Em : Em − e0 · Eel : Em −

1

2
e1 : Em · Eel : Em −

1

2
ε · Eel · Eel . (3.14)

Hieraus resultiert das nichtlineare dreidimensionale transversal isotrope Stoffgesetz, bei
dem zur übersichtlichen Darstellung für den nichtlinearen piezoelektrischen Modul die
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Abkürzungen eσ = e0 + e1 : Em und eD = e0 + 1/2e1 : Em definiert werden⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
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. (3.15)

Diese nichtlinearen konstitutiven Gleichungen werden nachfolgend in die Zweifeldvariati-
onsformulierung SM2FΦ der Gleichung (2.37) implementiert und anhand eines Beispiels
in Kapitel 6.7.2 mit den experimentellen und numerischen Ergebnissen aus der Literatur
vonWang et al. [121] und Thornburgh und Chattopadhyay [108] verglichen.

3.2.4 Nichtlineare Modelle für den Großsignalbereich

Gerade in den letzten Jahren sind auf dem Gebiet des Großsignalverhaltens von Piezoelek-
trika vermehrt Veröffentlichungen erschienen. Einige Ansätze sollen kurz skizziert werden,
um die Modellbildung z.B. für Polarisierungsprozesse von piezoelektrischen Werkstoffen
vorzustellen. Mit diesen Materialmodellen besteht die Möglichkeit, z.B. die dielektrische
Hysterese und die Schmetterlingskurve aus Kapitel 3.1.2 zu beschreiben. Die Modelle
können in unterschiedliche Kategorien eingeteilt werden, vgl. Kamlah [62]. Es existie-
ren u.a. phänomenologisch und energetisch motivierte Modelle, und man kann zwischen
mikromechanischen und makromechanischen Modellen unterscheiden.

Die phänomenologischen Materialmodelle für den Großsignalbereich sind die ersten An-
sätze zur makroskopischen Beschreibung des komplexen nichtlinearen Verhaltens piezo-
elektrischer Keramiken, siehe z.B. das eindimensionale Modell von Chen und Mont-
gomery [31]. Mithilfe von gewöhnlichen Differenzialgleichungen werden Evolutionsglei-
chungen für innere Variablen zur Beschreibung des Polarisations- und Dehnungszustandes
entwickelt. Ein weiterer phänomenologischer Ansatz ist, die thermodynamisch motivier-
ten Konzepte der Thermo-Elastoplastizität auf gekoppelte elektromechanische Problem-
stellungen zu übertragen, siehe Bassiouny et al. [8] und Bassiouny und Maugin
[9]. Das phänomenologische Modell vonMcMeeking und Landis [86] wird mithilfe der
Helmholtzschen freien Energiefunktion hergeleitet und beschreibt den Umklappvorgang
der Domänen analog zur Plastizitätstheorie mit kinematischer Verfestigung. Ein so gut
wie vollständiges dreidimensionales Materialmodell auf der makroskopischen Ebene wird
mithilfe phänomenologischer Ansätze von Kamlah [61, 62] entwickelt. Die Polarisation
und die Dehnung werden jeweils additiv in einen reversiblen und einen remanenten Anteil
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zerlegt und stellen das Gedächtnis des Materials dar. Geeignete Evolutionsgleichungen
werden für die internen Variablen entwickelt, die jedoch nicht thermodynamisch motiviert
sind. Eine Umsetzung in ein Finite-Elemente-Programm ist ebenfalls erfolgt, vgl. Kam-
lah et al. [63]. Weitere Finite-Elemente-Formulierungen sind u.a. bei Ghandi und
Hagood [42] beschrieben.

Mikromechanisch basierte Modelle beschreiben u.a. mithilfe der Kristallplastizität das
Wandern von Domänenwänden, vgl. Huber et al. [46]. Das Umklappen der Domänen
von ferroelektrischen Polykristallen führt zu einer progressiven Änderung der remanenten
Dehnung und Polarisation. Zusätzlich muss eine Verfestigung berücksichtigt werden, um
eine stabile Berechnung zu gewährleisten. Eine Verbesserung dieses Modells durch Ver-
wendung von weniger Körnern wird vonHuber und Fleck [47] vorgestellt. Mithilfe von
Energiebetrachtungen wiederum werden von Hwang et al. [54] die Umklappvorgänge
der Domänen beschrieben. Beim Überschreiten eines kritischen Wertes für die gesamte
Formänderungsenergie wechselt das Korn die Richtung seiner Polarisation. Die Umset-
zung dieses Modells in ein Finite-Elemente-Programm ist von Hwang und McMeeking
[53] erfolgt. Jedes Korn stellt hierbei ein Element dar, bei dem die potentielle Energie
im Zentrum des Elements berechnet und mit einer kritischen Energiebarriere verglichen
wird.

Um Aussagen bzgl. der Lebensdauer von piezoelektrischen Keramiken treffen zu kön-
nen, ist insbesondere die adäquate Modellierung des Materialverhaltens im Großsignalbe-
reich wichtig. Für den täglichen Einsatz in diesem extremen Belastungsbereich sind die
Keramiken jedoch nicht geeignet, so dass die in den vorherigen Kapiteln 3.2.2 und 3.2.3
vorgestellten Modelle in der Praxis von größerer Bedeutung sind.

3.2.5 Konjugierte Materialmodelle für den Kleinsignalbereich

Für die Mehrfeldvariationsformulierung wie sie in Kapitel 2.4.3 vorgestellt wurde, wird
ein konjugierter Satz unabhängiger Variablen benötigt und dafür werden sinnvollerweise
die Verzerrungen Em und die dielektrische Verschiebung D verwendet. Die zugehörigen
konstitutiven Gleichungen lassen sich nach Gleichung (3.5) aus der inneren Energiedichte
U

U (Em,D) =
1

2
Cd : Em : Em − h ·D : Em +

1

2
β ·D ·D (3.16)

ableiten. Durch die Auswertung der Gleichungen (3.5) - (3.7) ergeben sich damit die
konstitutiven Beziehungen zu

σ = Cd : Em − h ·D (3.17a)

Eel = −hT : Em + β ·D . (3.17b)

Um jedoch eine direkte Umrechnung der Materialparameter unabhängig von der ver-
wendeten Energieformulierung zu ermöglichen, ist die im vorigen Kapitel vorgestellte elek-
trische Enthalpiedichte H aus Gleichung (3.8) mithilfe einer Legendre-Transformation in
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das nun gewählte thermodynamische Potenzial U aus Gleichung (3.16) zu überführen.
Damit ist ein Vergleich verschiedener Modelle einfach möglich. Die konstitutiven Glei-
chungen (3.9a) und (3.9b) werden transformiert, so dass die Zusammenhänge zwischen
den verschiedenen Materialkonstanten direkt ermittelt werden können. Die Umrechnung
erfolgt daher mit den folgenden Beziehungen, vgl. u.a. Ikeda [55], was die Verwen-
dung von den gleichen Materialparametern für verschiedene hieraus entwickelte Finite-
Elemente-Modelle ermöglicht

Cd = C+ eT · ε−1 · e (3.18a)

h = ε−1 · e (3.18b)

β = ε−1 . (3.18c)

Eine äquivalente Formulierung zu Gleichung (3.10) kann ebenfalls für das dreidimensionale
Stoffgesetz angegeben werden⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

σxx
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σzz

σxy
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Eelz
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=
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Cd1111 Cd1122 Cd1133 0 0 0 0 0 −h311

Cd1122 Cd1111 Cd1133 0 0 0 0 0 −h311
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0 0 0 0 Cd2323 0 −h113 0 0

0 0 0 0 0 Cd2323 0 −h113 0

0 0 0 0 −h113 0 β11 0 0

0 0 0 0 0 −h113 0 β11 0

−h311 −h311 −h333 0 0 0 0 0 β33
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.

(3.19)

Mit den unabhängigen Variablen Em und D soll nun analog zu Kapitel 3.2.3 ein nicht-
lineares Materialmodell für den Kleinsignalbereich entwickelt werden. Aus Gründen der
Übersichtlichkeit wird die Indexnotation verwandt. Die konstitutiven Beziehungen aus
den Gleichungen (3.17a) und (3.17b) lauten dann

σij = CijklE
m
kl −

¡
e0mij + e

ε
mijnoE

m
no

¢
Eelm (3.20a)

Dp =

µ
e0pkl +

1

2
eεpklstE

m
st

¶
Emkl + εpmE

el
m . (3.20b)

Die Auflösung von Gleichung (3.20b) nach Eelm wird durchgeführt, um das elektrische Feld
als eine abhängige Variable von Dp und Emkl zu erhalten

Eelm = ε−1pmDp − ε−1pm

µ
e0pkl +

1

2
eεpklstE

m
st

¶
Emkl

= βpmDp −

µ
h0mkl +

1

2
hεmklstE

m
st

¶
Emkl . (3.21)
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Nachheriges Einsetzen in Gleichung (3.20a) ergibt die nichtlineare Materialgleichung für
die Spannungen

σij = CijklE
m
kl −

¡
e0mij + e

ε
mijnoE

m
no

¢ ∙
βpmDp −

µ
h0mkl +

1

2
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¸
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mijh
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0
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m
noh

ε
mklstE

m
st

¶
Emkl

−
¡
h0pij + h

ε
pijnoE

m
no

¢
Dp . (3.22)

Damit wird das nichtlineare Stoffgesetz nun mit den unabhängigen Variablen Em und D
formuliert. Hieraus lässt sich durch Integration eine zugehörige konjugierte elektrische
Enthalpiedichte für nichtlineare Systeme bestimmen zu

H̃
¡
Emij ,Di
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2
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m
ijE

m
kl +

1

2
e0mijh

0
mklE

m
ijE

m
kl +

1

6
e0mijh

ε
mklstE

m
stE

m
ijE

m
kl

+
1

3
eεmijnoE

m
noh

0
mklE

m
ijE

m
kl +

1

8
eεmijnoE

m
noh

ε
mklstE

m
stE

m
ijE

m
kl

− h0pijE
m
ijDp −

1

2
hεpijnoE

m
noE

m
ijDp +

1

2
βpmDmDp . (3.23)

Sie besteht im Gegensatz zu Gleichung (3.14) aus einer sehr viel größeren Anzahl an Kop-
peltermen und ist daher für praktische Berechnungen schwerer handhabbar. Daher wird
in dieser Arbeit auf eine nähere Untersuchung von nichtlinearen Mehrfeldvariationsformu-
lierungen verzichtet, die mit den Gleichungen (3.21) und (3.22) entwickelt werden können.
Eine kompaktere Formulierung ließe sich durch die Definition von anderen nichtlinearen
Parametern sicherlich finden, eine Vergleichbarkeit der einzelnen Modelle wäre jedoch
nicht mehr gegeben. Mit den obigen Gleichungen könnten jedoch die Materialparameter
von den Gleichungen (3.12) und (3.13) direkt in die der Gleichungen (3.21) und (3.22)
überführt werden und damit bei der Berechnung vergleichbare Ergebnisse erzielt werden.
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Kapitel 4

Theorie der flachen piezoelektrischen
Schale

Ausgangspunkt für dieses Kapitel ist die Theorie flacher schubelastischer Schalen, die
ursprünglich in einer rein mechanischen Form unter Berücksichtigung von geometrischen
Nichtlinearitäten vonWagner [119] vorgestellt wurde. Die zu beschreibende Schalenmit-
telfläche spannt sich über der xy-Koordinatenebene zu der senkrecht die z-Achse orientiert
ist. Da die Schale voraussetzungsgemäß flach ist, ist eine Beschreibung in kartesischen
Koordinaten möglich. Gegenüber dem Krümmungsradius R ist die Schalendicke t als
klein anzusehen.

Eine Erweiterung auf elektromechanisch gekoppelte Probleme, bei denen die Verschie-
bungen und das elektrische Potenzial als Freiheitsgrade verwendet werden, ist von Lam-
mering [71] vorgenommen worden. Aufgrund der Sprödigkeit von piezoelektrischen Ke-
ramiken wird jedoch auf die geometrische Nichtlinearität verzichtet.

Zur Entwicklung verschiedener flacher Schalenformulierungen werden zunächst die ki-
nematischen Beziehungen angegeben. Anschließend werden die Schnittgrößen mit den
verschiedenen Stoffgesetzen aus Kapitel 3 bestimmt. Dabei wird zunächst mit einer so-
wohl geometrisch als auch physikalisch linearen Formulierung begonnen, die im Anschluss
eine Erweiterung auf nichtlineares Werkstoffverhalten für Piezoelektrika erfährt. Durch
die Integration der Schalenkinematik und der Schnittgrößen in die im Kapitel 2 entwickel-
ten Variationsformulierungen ergeben sich verschiedene piezoelektrische Schalenmodelle.

4.1 Kinematik

Zur Beschreibung des Verformungsverhaltens einer schubelastischen piezoelektrischen Scha-
le wird eine Reissner-Mindlin-Kinematik verwendet. Im Gegensatz zu den Annahmen der
klassischen Kirchhoffschen Theorie müssen bei dieser Schubdeformationstheorie 1. Ord-
nung gerade Linienabschnitte, die im unverformten Zustand orthogonal zur Schalenmit-
telfläche sind, im verzerrten Zustand nicht mehr orthogonal auf der Mittelfläche stehen.
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Für Schubdeformationstheorien höherer Ordnung sei auf Gopinathan et al. [43] und
Heyliger et al. [45] verwiesen.

Mithilfe der Voraussetzungen für schubelastische Schalen werden verschiedene Formu-
lierungen mit Sandwichaufbau entwickelt, bei denen bis zu zwei piezoelektrische Deck-
schichten und eine passive Mittelschicht als tragender Verbund verwendet werden, vgl.
Bild 4.1.

z, w

y, v

x, u

piezoelektrisches
Material

konventionelles
Material

SMF

ψ
x

ψy

Bild 4.1: Kinematische Größen für eine flache piezoelektrische Sandwichschale mit zwei
aktiven Deckschichten und einer passiven Mittelschicht

Die Verschiebungen ũ(x, y, z), ṽ(x, y, z) und w̃(x, y, z) ergeben sich mit der Annahme
von Reissner-Mindlin zu

ũ(x, y, z) = u(x, y) + z0,xw(x, y)− zψx(x, y)

ṽ(x, y, z) = v(x, y) + z0,yw(x, y)− zψy(x, y)

w̃(x, y, z) = w(x, y) , (4.1)

vergleiche hierbei Bild 4.1 für die Definitionen der kinematischen Größen im kartesi-
schen Koordinatensystem. u(x, y), v(x, y) und w(x, y) beschreiben die Verschiebungen
der Schalenmittelfläche (SMF) und ψx(x, y) und ψy(x, y) die Rotationen um die y- bzw.
die x-Achse, vgl. z.B. auch für Mindlin-Platten Altenbach et al. [2]. Mithilfe der
Terme z0,xw(x, y) und z0,yw(x, y) wird die vorhandene Krümmung der Schale durch eine
Vorverformung berücksichtigt. Der Vorteil ist, dass hierdurch eine kartesische Formulie-
rung mit fünf unabhängigen mechanischen Freiheitsgraden entsteht. Damit ist jedoch
die Berechnung auf flache Schalen mit geringen Krümmungen beschränkt. Mithilfe der
Definitionen aus Gleichung (4.1) und (2.9) können nun die Verzerrungs-Verschiebungs-
Beziehungen abgeleitet werden. Im Hinblick auf die in Kapitel 5 entwickelte Finite-
Elemente-Formulierung für schubelastische Schalen wird hier schon eine Zerlegung der
Verzerrungen Em in einen Membran- (Emb), einen Biege- (Eb) und einen Schubanteil
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(Es) vorgenommen

Em =

⎡⎣ EmbzEb

Es

⎤⎦ . (4.2)

Die Zusammensetzung der jeweiligen Anteile lässt sich folgendermaßen angeben

Emb =

⎡⎣ Embxx
Embyy
2Embxy

⎤⎦ =
⎡⎣ u,x + z0,xw,x

v,x + z0,yw,y
(u,y + v,x) + (z0,xw,y + z0,yw,x)

⎤⎦ (4.3)

Eb =

⎡⎣ Ebxx
Ebyy
2Ebxy

⎤⎦ =
⎡⎣ −ψx,x

−ψy,y
− (ψx,y + ψy,x)

⎤⎦ (4.4)

Es =

∙
2Esxz
2Esyz

¸
=

∙
(w,x − ψx)

(w,y − ψy)

¸
. (4.5)

4.2 Elektrisches Potenzial

Das elektrische Potenzial ist eine skalare Funktion, deren Verlauf aufgrund der Beziehung
zum elektrischen Feld aus Gleichung (2.31c) zumindestens linear gewählt werden muss,
um die Existenz eines elektrischen Feldes überhaupt zu ermöglichen. Daher wird zunächst
die üblicherweise verwendete skalare Formulierung mit einer linearen Approximation von
Φ vorausgesetzt. Die Gleichung (2.31c) kann für alle drei Koordinatenrichtungen des be-
trachteten Körpers ausgewertet werden. Es ist jedoch zu beachten, dass es sich in der
Praxis bei großen Abmessungen einer piezoelektrischen Keramik in die x- und y-Richtung
umso schwieriger gestaltet, ein starkes elektrisches Feld in diesen Richtungen aufzubauen.
Dieser Effekt ist analog zu einem Plattenkondensator zu sehen, bei dem eine Vergrößerung
des Abstandes der beiden Platten zu einer Abschwächung des erzeugten Feldes führt. Da
Interdigitalelektroden in dieser Arbeit nicht eingesetzt werden, ist für die hier betrachtete
Schalenstruktur sinnvollerweise nur ein elektrisches Feld in der Dickenrichtung z anzu-
setzen. Dies führt durch Auswertung von Gleichung (2.31c) zur folgenden Beziehung
zwischen den elektrischen Feldern Eeluz und E

el
lz und den elektrischen Potenzialen Φu und

Φl der beiden piezoelektrischen Schichten

Eelz =

∙
Eeluz
Eellz

¸
=

∙
−Φu,z
−Φl,z

¸
. (4.6)

Mit dem Index u wird dabei die obere Schicht bezeichnet während die untere Schicht mit
dem Index l gekennzeichnet wird.

Die nach der Herstellung durchgeführte Polarisierung der Keramiken erfolgt meistens
ebenfalls in der Dickenrichtung. Damit wird die Wirkung eines in z-Richtung aufgebrach-
ten elektrischen Feldes bei den applizierten Aktoren und Sensoren für die bei Platten



42 4. Theorie der flachen piezoelektrischen Schale

und Schalen auftretenden Biegeprobleme maximiert. Mit auf der Oberfläche der pie-
zoelektrischen Schichten aufgebrachten Elektroden ist dann durch das Aufbringen einer
elektrischen Spannungsdifferenz ein aktorischer Betrieb möglich. Beim sensorischen Be-
trieb wiederum ist bei mechanischer Belastung die Messung einer elektrischen Spannung
möglich.

Nun ist nur noch die lineare Funktion des elektrischen Potenzials zu ermitteln, die sich
sowohl für die obere als auch die untere Schicht in Abhängigkeit von z darstellen lässt.
Ausgehend von der allgemeinen Form einer linearen Gleichung

Φ(z) = az + b (4.7)

müssen die noch unbekannten Konstanten a und b bestimmt werden. Dies erfolgt mithilfe
der elektrischen Randbedingungen auf der Ober- bzw. Unterseite der jeweiligen piezo-
elektrischen Schicht. Beispielhaft wird nur die Berechnung für die obere piezoelektrische
Schicht erläutert.

z2

z1

z3

z4

z

x

Φ (z=z )=∆Φu u2Φ (z=z )=0u 1

Φ (z=z )=∆Φl l4Φ =0l(z=z )3

Eel
u

Eel
l

Bild 4.2: Randbedingungen zur Bestimmung des elektrischen Potenzials

Die Elektroden, die sich in der Zwischenschicht mit der Koordinate z = z1 befinden,
vgl. Bild 4.2, werden als geerdet angenommen, d.h. Φu(z = z1) = 0. Für die Oberfläche
mit der Koordinate z = z2 wird eine Potenzialdifferenz Φu(z = z2) = ∆Φu vorgegeben
und das elektrische Potenzial Φu(z) berechnet sich für die obere piezoelektrische Schicht
zu

Φu(z) =
∆Φu (z − z1)

z2 − z1
. (4.8)

Der Vorteil bei der Verwendung einer Potenzialdifferenz liegt in der Reduzierung der zu-
sätzlichen elektrischen Freiheitsgrade. Des Weiteren ist eine Beschreibung des piezoelek-
trischen Materialverhaltens mit diesem einen elektrischen Freiheitsgrad in ausreichender
Weise möglich.

Die Auswertung von Gleichung (4.6) ergibt einen konstanten Wert für das elektrische
Feld, bei dem die Dicke tu = z2−z1 der oberen elektrischen Schicht einen direkten Einfluss
auf die Intensität von Eeluz hat

Eeluz = −
∆Φu
z2 − z1

= −
∆Φu
tu

. (4.9)



4.3. Zweidimensionale Stoffgesetze für Piezoelektrika 43

Bild 4.3: Linearer Verlauf des elektrischen Potenzials und konstanter Verlauf des elektri-
schen Feldes aufgetragen für die piezoelektrischen Schichten

Die Bestimmung von Φl und Eellz für die untere piezoelektrische Schicht kann analog er-
folgen und ist daher nicht dargestellt.

Somit werden für die piezoelektrischen Schichten zusätzlich zu den fünf mechanischen
Freiheitsgraden der Schale aus Kapitel 4.1 zwei elektrische Freiheitsgrade für die Poten-
zialdifferenzen ∆Φu und ∆Φl benötigt. Das ’∆’ wird im Folgenden zur Vereinfachung
weggelassen, wobei die Größen Φu und Φl jedoch weiterhin eine Potenzialdifferenz in der
jeweiligen Schicht beschreiben. In Bild 4.3 ist der sich ergebende Verlauf von Φ und Eelz
für beide piezoelektrische Schichten über die Schichtdicke aufgetragen.

In Kapitel 4.4 wird sich jedoch zeigen, dass bei der Auswertung der elektrischen Feld-
gleichungen (2.31b) ein linearer Verlauf des elektrischen Potenzials die elektromechanische
Kopplung nur unvollständig in der Dickenrichtung berücksichtigt. Erst mit einer quadrati-
schen Approximation des elektrischen Potenzials kann ein physikalisch sinnvolles Ergebnis
erzielt werden.

4.3 Zweidimensionale Stoffgesetze für Piezoelektrika

In diesem Kapitel sollen verschiedene Möglichkeiten bei der Modellierung von piezoelek-
trischen Schichten diskutiert werden. Für die hier betrachteten dünnen Schalenstrukturen
ist die Annahme eines ebenen Spannungszustandes (σzz = 0) sinnvoll, vgl. u.a. Alten-
bach et al. [2], Wagner [119] und Lammering und Mesecke-Rischmann [72].
Mithilfe dieser Annahme werden drei verschiedene Stoffgesetze abgeleitet, die für die Her-
leitung von Schalenelementen aus den Variationsformulierungen des Kapitels 2.4 verwandt
werden.
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4.3.1 Lineares Stoffgesetz für den Kleinsignalbereich

Die einfachste Approximation des Strukturverhaltens im Kleinsignalbereich erhält man
durch die Verwendung eines linearen Stoffgesetzes. Dies wird im Folgenden vorgestellt.

Zusätzlich zum angenommenen ebenen Spannungszustand wird im Stoffgesetz der Glei-
chung (3.10) außerdem das Verschwinden des elektrischen Feldes Eelx und E

el
y in x- und

y-Richtung bei der Formulierung angenommen, vgl. Kapitel 4.2. Damit ergibt sich eine
Entkopplung der Schubterme von den elektrischen Termen. Mit diesen Annahmen lassen
sich die linearen konstitutiven Beziehungen für den ebenen Spannungszustand berechnen:
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Die mit dem Stern gekennzeichneten Materialgrößen sind schon auf den ebenen Span-
nungszustand bezogene Konstanten. Die Schubspannungen in z-Richtung ergeben sich
durch die vollständige Entkopplung zu"
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σyz

#
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C1313 0
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¸"
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#
(4.11)

und hängen nicht von elektrischen Größen ab. Zusätzlich existiert noch die dielektrische
Verschiebung in der x- und y-Richtung,"

Dx

Dy
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e113 0

0 e113
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#
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die jedoch jeweils keinen Beitrag in der Variationsformulierung liefert und daher hier nicht
weiter betrachtet wird, vgl. Brockmann [24].

Gegenstand aktueller Diskussionen ist die Frage, inwieweit die Annahmen Eelx = E
el
y = 0

bzw. Dx = Dy = 0 anzuwenden sind. Untersuchungen von Benjeddou [16] und Go-
pinathan et al. [43] zeigen, dass die gleichzeitige Verwendung beider Vereinfachungen
nur bei dünnen Strukturen Gültigkeit besitzt. Insbesondere bei dynamischen Anwen-
dungen, bei denen große Deformationen auftreten, kann es jedoch Schwierigkeiten geben,
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eine Lösung zu erhalten. Wird die Annahme Eelx 6= 0 und Eely 6= 0 und Dx = Dy = 0

angenommen, so ist dies insbesondere sinnvoll bei Einsatz von Interdigitalelektroden.

In dieser Arbeit werden für die weitere Entwicklung der Schalenformulierungen die Glei-
chungen (4.10) bis (4.12) verwendet werden. Es soll jedoch darauf hingewiesen werden,
dass die Voraussetzungen dieser verschiedenen vereinfachenden Annahmen bei Verände-
rung des Anwendungsfalls stets kritisch überprüft werden sollten. Asymptotische Grenz-
wertbetrachtungen zur Konvergenz von Berechnungen, wie sie von Rahmoune et al.
[91] vorgestellt wurden, sind eine Möglichkeit, den Anwendungsbereich der entwickelten
Formulierung einzugrenzen.

4.3.2 Nichtlineares Stoffgesetz für den Kleinsignalbereich

Das nichtlineare Stoffgesetz für den Kleinsignalbereich aus Gleichung (3.15) hat die gleiche
Struktur wie die linearen konstitutiven Gleichungen aus Kapitel 4.3.1, jedoch sind die
piezoelektrischen Moduln nun abhängig von den Verzerrungen
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Der nichtlineare Anteil des piezoelektrischen Moduls e133333 : E
m
zz in z-Richtung wird hier

vernachlässigt, da im betrachteten Kleinsignalbereich der Einfluss wesentlich geringer ist
als von den anderen nichtlinearen Beiträgen. Außerdem hat weiterhin eine Unterscheidung
zwischen den nichtlinearen piezoelektrischen Moduln durch die Verwendung der Indizes D
und σ zu erfolgen, da sich deren Parameter durch den Faktor 1/2 vor dem linearen Term
unterscheiden, vgl. die Gleichungen (3.12) und (3.13). Es ist des Weiteren zu beachten,
dass auch die für den ebenen Spannungszustand modifizierten piezoelektrischen Moduln
vom aktuellen Verzerrungszustand abhängig sind. Keine Änderungen ergeben sich für die
Schubspannungen, für die auch hier näherungsweise die Gleichung (4.11) gilt.
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4.3.3 Konjugiertes lineares Stoffgesetz für den Kleinsignalbe-
reich

Das konjugierte Stoffgesetz aus den Gleichungen (3.17a) und (3.17b) ist ebenfalls auf den
ebenen Spannungszustand und für dünne Strukturen zu reduzieren. Da keine Vorgaben
bzgl. der Beziehungen zwischen dem elektrischen Potenzial und dem elektrischen Feld
gemacht werden, werden hier die Vereinfachungen Dx = Dy = 0 verwendet. Damit
können die konstitutiven Gleichungen in entsprechender Weise wie in den Gleichungen
(4.10) und (4.11) formuliert werden
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Mit dem Stern sind ebenfalls die an den ebenen Spannungszustand angepassten Materi-
alkonstanten gekennzeichnet. Die Schubspannungen können auch hier von den restlichen
Gleichungen entkoppelt werden und ergeben sich in der z-Richtung zu"
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#
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. (4.15)

Zusätzlich existieren noch die elektrischen Felder in der x- und y-Richtung,"
Eelx

Eely

#
=
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h113 0

0 h113

¸"
Emxz
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#
, (4.16)

die jedoch wie die dielektrische Verschiebung aus Gleichung (4.12) ebenfalls keinen Beitrag
in der Variationsformulierung leisten. Daher verbleibt auch die weitere Betrachtung von
Eelx und E

el
y .

4.4 Folgerungen für das elektrische Potenzial

Die adäquate Approximation des elektrischen Potenzials ist in den letzten Jahren zu-
nehmend in der Diskussion. Um einen physikalisch sinnvollen Verlauf für das elektrische
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Potenzial über die Schichtdicke zu ermitteln, ist die Erfüllung der elektrischen Feldglei-
chungen und der elektrischen Randbedingungen notwendig. Diese Forderungen werden
daher zur Bestimmung der Ansatzfunktion für Φ herangezogen, so dass eine auf die Struk-
tur angepasste Beschreibung ermittelt wird.

Analog zu der von Kögl und Bucalem [66] vorgestellten Berechnung wird nun ana-
lytisch die Ermittlung des elektrischen Potenzials in der Dickenrichtung für die in Bild
4.1 dargestellte Sandwichstruktur vorgestellt. Da die partiellen Ableitungen der dielek-
trischen Verschiebung für ein Schalenelement in x- und y-Richtung nicht existiert, vgl.
Kapitel 4.2, reduziert sich für die dünne Schale die Bedingung der Ladungserhaltung aus
Gleichung (2.31b) und der letzten Zeile aus Gleichung (4.10) zu

Dz,z = e
∗
13E

m
xx,z + e

∗
23E

m
yy,z + ε∗33E

el
z,z = 0 . (4.17)

Verwendet man nun die Gleichungen (4.2) und (4.6), löst nach Φ,zz auf

Φ,zz = −

∙
e∗13
ε∗33

ψx,x +
e∗23
ε∗33

ψy,y

¸
(4.18)

und integriert zweimal bzgl. der z-Koordinate, ergibt sich das elektrische Potenzial als
quadratische Gleichung in Abhängigkeit von der Koordinate z

Φ(z) = −
1

2

µ
e∗13
ε∗33

ψx,x +
e∗23
ε∗33

ψy,y

¶
z2 + bz + c . (4.19)

Hierbei ist zu erkennen, dass durch die Ableitung bzgl. z in der Gleichung (4.17) aus-
schließlich die Biegeverzerrungen durch das elektrische Potenzial beeinflusst werden und
daher eine Kopplung dieser unabhängigen Größen vorliegt. Die Bestimmung der Integrati-
onskonstanten b und c erfolgt wie schon im Kapitel 4.2 über die gleichen Randbedingungen
auf der Ober- bzw. Unterseite der jeweiligen piezoelektrischen Schicht, vgl. hierzu Bild
4.2. Ebenfalls wird auch hier die Berechnung nur beispielhaft für die obere Schicht erläu-
tert. Die Elektroden auf der Zwischenschicht sind geerdet, d.h. Φu(z = z1) = 0. Auf der
Oberfläche wird die Potenzialdifferenz Φu(z = z2) = ∆Φu vorgegeben. Mit diesen Rand-
bedingungen ergibt sich nach einiger Rechnung die Funktion des elektrischen Potenzials
Φu(z) für die obere piezoelektrische Schicht als quadratische Funktion von z
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. (4.20)

Das elektrische Feld lässt sich nunmit der Beziehung aus Gleichung (4.6) direkt bestimmen
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(e∗23)u
(ε∗33)u

ψy,y

¶ ∙
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1

2
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¸
−
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. (4.21)

Analoge Gleichungen zu (4.20) und (4.21) lassen sich leicht auch für die untere piezoelek-
trische Schicht ermitteln. Für einen Vergleich mit Bild 4.3 ist in Bild 4.4 der Verlauf des
elektrischen Potenzials und des elektrischen Feldes für beide piezoelektrische Schichten
dargestellt.
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Bild 4.4: Quadratischer Verlauf des elektrischen Potenzials und linearer Verlauf des elek-
trischen Feldes aufgetragen für die piezoelektrischen Schichten

Bei Betrachtung der eben gezeigten Herleitung (4.17) bis (4.20) wird ersichtlich, dass
der Verlauf des elektrischen Potenzials sich direkt aus den verwendeten Grundgleichungen
ergibt und somit eine nur lineare Approximation von Φ(z) die physikalischen Verhältnisse
nicht ausreichend wiedergibt. Denn diese Annahme würde wegen Eelz,z = 0 für Gleichung
(4.17) bedeuten, dass die Ladungserhaltung von elektrischen Feldgrößen nicht beeinflusst
wird und damit nur vommechanischen Verformungsverhalten abhängig ist. Diese Aussage
ist jedoch physikalisch wenig sinnvoll, da dieses Ergebnis ein teilweises Verschwinden
der Kopplung zwischen den elektrischen und mechanischen Größen nachweist. Es ist
nur noch eine einseitige Kopplung vorhanden. Daher ist ein zumindestens quadratischer
Verlauf des elektrischen Potenzials über die Schichtdicke notwendig, um eine vollständige
elektromechanische Kopplung bei der Modellierung zu berücksichtigen.

Wird dennoch ein linearer Verlauf über die Schichtdicke verwendet, so ergibt sich für
das elektrische Potenzial und das elektrische Feld nur der letzte Term der Gleichung (4.20)
bzw. (4.21), was den Ergebnissen aus den Gleichungen (4.8) und (4.9) von Kapitel 4.2
entspricht.

Insbesondere im statischen Fall werden sich bei sehr schlanken dünnen Schalen die
Ergebnisse trotz der verschiedenen Approximationen des elektrischen Potenzials nicht
wesentlich voneinander unterscheiden. Inwieweit ein quadratischer Ansatz für Φ genauere
Ergebnisse für das Strukturverhalten liefert und welche Abweichungen bei einer linearen
Approximation auftreten, soll daher anhand von Beispielen im Kapitel 6 ermittelt werden.
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4.5 Schnittgrößen für Zweifeldvariationsformulierun-
gen

Entsprechend dem Vorgehen von Altenbach et al. [2] und Tzou [112] erhält man für
ein lineares Stoffgesetz die Normalkräfte n̆, die Momente m̆ und die Querkräfte q̆ durch
Vorabintegration der zugehörigen Spannungen σ aus den Gleichungen (4.10) und (4.11)
über die Schichtdicke ti unter Berücksichtigung der Kinematik und dem elektrischen Feld
aus den Gleichungen (4.3) - (4.6). Die nachfolgende Summation über alle Schichten ni
ergibt dann die jeweilige resultierende Schnittgröße
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die auf die Schalenmittelfläche bezogen ist. Die dielektrische Verschiebung d̆ existiert aus-
schließlich für die piezoelektrischen Schichten. Außerdem besteht aufgrund der gewählten
elektrischen Freiheitsgrade zwischen den Schnittgrößen der oberen und unteren Schicht
keine Kopplung, so dass nur eine Integration über die jeweilige Schicht durchzuführen ist

d̆ =

∙
duz
dlz

¸
=
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Z
tu

Duz dzZ
tl

Dlz dz

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (4.23)

Die Integration wird in gleicher Weise wie bei den Spannungen durchgeführt, jedoch
existiert hier keine physikalische Bedeutung für die resultierende Größe, da sie ebenfalls
auf die Schalenmittelfläche bezogen ist.

Nun werden im Folgenden die Schnittgrößen unter Berücksichtigung der unterschiedli-
chen Approximationen für das elektrische Potenzial entwickelt. Außerdem werden nicht-
lineare Schnittgrößen für den Kleinsignalbereich vorgestellt.

4.5.1 Lineare Schnittgrößen bei linearem elektrischem Potenzial

Zur Ermittlung der Schnittgrößen werden zunächst sowohl die einzelnen Anteile der Ver-
zerrungen als auch der lineare Verlauf des elektrischen Potenzials in der Dickenrichtung
herangezogen. Die Normalkraft aus Gleichung (4.22) wird durch die Integration des Stoff-
gesetzes aus Gleichung (4.10) bzgl. der z-Richtung analog zur klassischen Laminattheorie
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unter Zuhilfenahme der Gleichungen (4.2) und (4.6) explizit ausgewertet
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Wie schon aus den konstitutiven Gleichungen ersichtlich wird, leisten durch die Kopplung
in den Stoffgleichungen auch elektrische Größen einen Beitrag zu mechanischen Schnitt-
größen. Dies zeigt sich in gleicher Weise bei den Momenten m̆, die berechnet werden
zu
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Zu beachten ist, dass für einen unsymmetrischen Schichtaufbau durch den zweiten Term
der Gleichung (4.24) und den ersten Term der Gleichung (4.25) eine Kopplung zwischen
den rein mechanischen Membran- und Biegeanteilen auftritt. Bei einem symmetrischen
Aufbau des Querschnitts entkoppeln sich diese Anteile und diese beiden Terme entfallen.

Die dielektrische Verschiebung d̆ ergibt sich analog zu den mechanischen Schnittgrößen
durch Auswertung der Gleichung (4.23)
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Wie schon im Kapitel 4.3.1 angegeben, können die transversalen Schubspannungen von
den Verzerrungen in der Schalenebene und dem elektrischen Feld entkoppelt werden. Dies
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bleibt ebenfalls erhalten für die sich daraus ergebenden Querkräfte, die daher unabhängig
von den restlichen Schnittgrößen bestimmt werden
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Nachdem nun alle Gleichungen für die Schnittgrößen bekannt sind, können die Resultie-
renden mithilfe einer Matrixnotation zusammenfassend angegeben werden⎡⎢⎢⎢⎣
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4.5.2 Lineare Schnittgrößen bei quadratischem elektrischemPo-
tenzial

Wird, wie in Kapitel 4.4 vorgestellt, eine quadratische Approximation des elektrischen
Potenzials über die Schichtdicke vorausgesetzt, so hat dies ausschließlich Auswirkungen
auf die Berechnung der Biegemomente, da zwischen diesen und dem elektrischen Potenzial
dann eine Kopplung besteht. Die linearen Terme von Eelz aus Gleichung (4.21), die eine
Abhängigkeit von den Verdrehungen ψx und ψy haben, werden daher schon im Vorfeld
bei der Berechnung der Biegemomente berücksichtigt. Dies hat den Vorteil, dass für
das elektrische Feld dann nur noch der konstante Term vorhanden ist. Damit kann bei
der Entwicklung der finiten Elemente in Kapitel 5 diese Formulierung analog zu allen
Anderen angegeben werden. Alle weiteren Schnittgrößen bleiben unverändert so wie sie
in den Gleichungen (4.24), (4.26) und (4.27) angegeben wurden.

Diese zusätzliche Kopplung mit den elektrischen Anteilen muss jedoch noch bei der Be-
rechnung des Biegemoments ergänzt werden. Auch hier ist eine Integration in z-Richtung
durchzuführen, und es ergibt sich eine modifizierte Form m̆∗ der Biegemomente
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Ein elektrisches Potenzial existiert ausschließlich für die piezoelektrischen Schichten np,
so dass auch nur diese einen zusätzlichen Beitrag leisten. Die Schnittgrößen ergeben sich
somit entsprechend wie in Gleichung (4.28), wobei jedoch hier in die Berechnung der
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Momente m̆∗ zusätzlich die Matrix Dφq eingeht⎡⎢⎢⎢⎣
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4.5.3 Nichtlineare Schnittgrößen bei linearem elektrischem Po-
tenzial

Die physikalisch nichtlinearen Schnittgrößen werden nun mithilfe der Gleichungen (4.2),
(4.6) und (4.13) aufgestellt. Dabei wurden die Abkürzungen für den piezoelektrischen
Modul in Gleichung (4.13) wieder durch die Beziehung (3.11) ersetzt, um die Abhängig-
keiten der nichtlinearen Anteile in e zu verdeutlichen. Die Normalkräfte n̆nl ergeben sich
damit zu
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wobei die nichtlinearen piezoelektrischenModuln von denMembranverzerrungen abhängig
sind. Ganz analog lassen sich die nichtlinearen Beziehungen für die Biegemomente m̆nl

bestimmen. Hier haben jedoch die Biegeverzerrungen einen Einfluss auf den nichtlinearen
Anteil der piezoelektrischen Moduln
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Auf die Querkräfte hat die Nichtlinearität keinen Einfluss, da für diese keine elektrome-
chanische Kopplung besteht, so dass weiterhin Gleichung (4.27) gilt.

Die Auswertung der nichtlinearen dielektrischen Verschiebung d̆nl für die verwendete
Schalentheorie ergibt
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Hier ist zu beachten, dass der nichtlineare piezoelektrische Modul bei der dielektrischen
Verschiebung mit dem Faktor 1/2 versehen ist. Dieser verschwindet erst durch die Linea-
risierung des Stoffgesetzes, die bei der Entwicklung der Finite-Elemente-Formulierung in
Kapitel 5.3.4 vorgestellt wird.

Die resultierenden nichtlinearen Schnittgrößen ergeben sich zusammenfassend zu
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qnl = q̆ . (4.35)

4.6 Lineare Schnittgrößen für Dreifeldvariationsfor-
mulierung

Wie die Verschiebungen und Verdrehungen stellt die dielektrische Verschiebung jetzt eine
unabhängige Variable dar. Eine Vorabintegration der konstitutiven Gleichungen über die
Laminatdicke wird auch hier im Vorfeld für die konjugierten Materialgleichungen durch-
geführt. Bei Verwendung linearer konstitutiver Gleichungen lassen sich die Schnittgrößen
durch die Integration des Stoffgesetzes aus den Gleichungen (4.14) und (4.15) und unter
Verwendung der Gleichungen (4.3) - (4.5) angeben
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Die Momente m̌ lassen sich analog zu Gleichung (4.25) ermitteln
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Im Gegensatz zu Gleichung (4.26) ist nun das elektrische Feld ěel eine abhängige Größe,
die sich mithilfe des Stoffgesetzes berechnet. Das elektrische Feld wird wie die dielek-
trische Verschiebung über die Dicke zu einer Schnittgröße integriert. Sie ist nur in den
piezoelektrischen Schichten vorhanden, zwischen denen ebenfalls keine Kopplung besteht.
Damit ergibt sich das elektrische Feld zu
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Die Querkräfte q̌ können wie in den vorigen Berechnungen hier ebenfalls unabhängig von
den übrigen Schnittgrößen bestimmt werden. Mithilfe der Gleichungen (4.15) und (4.5)
berechnet sich q̌ zu
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Zusammenfassend lassen sich die Schnittgrößen für das konjugierte Stoffgesetz in ma-
trizieller Form darstellen⎡⎢⎢⎢⎣
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4.7 Zweifeldvariationsformulierungen

Nachdem in den vorangegangenen Kapiteln die Kinematik, das elektrische Potenzial und
die Schnittgrößen für die verschiedenen flachen Schalenmodelle vorgestellt wurden, wer-
den diese Gleichungen nun in die schwache Form des Gleichgewichts integriert. Für die
hier betrachteten gekoppelten elektromechanischen Systeme lässt sich analog zum Hu-
Washizu-Prinzip, vgl. Wriggers [124], die Gleichung (2.37) in das Zweifeldvariations-
funktional SM2FΦ umschreibenZ
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Nach Einsetzen des Stoffgesetzes (3.9a) und (3.9b) ergibt sich zunächst eine allgemeine
dreidimensionale Darstellung
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Für die Entwicklung eines flachen piezoelektrischen Schalenmodells wird eine Reduktion
der dreidimensionalen schwachen Form des Gleichgewichts (2.37) auf eine zweidimensio-
nale Beschreibung vorgenommen. Dies entspricht einer Integration in z-Richtung, die
hier analytisch durchgeführt werden kann. Hierdurch entsteht eine Formulierung mithilfe
von Schnittgrößen, wie sie üblicherweise für Platten- und Schalen aufgestellt wird. Mit-
hilfe der in den vorangegangenen Kapiteln 4.1 bis 4.5 vorgestellten Anpassungen für die
betrachtete flache Sandwichschale wird im Folgenden zunächst die geometrisch und physi-
kalisch lineare Formulierung behandelt, um danach eine Erweiterung für das nichtlineare
Stoffgesetz vorzunehmen.

4.7.1 Lineare Schalenformulierung bei linearem elektrischemPo-
tenzial

Unter Berücksichtigung der Reissner-Mindlin-Kinematik aus Gleichung (4.2) und des elek-
trischen Feldes aus Gleichung (4.6) wird die dreidimensionale schwache Form des Gleich-
gewichts aus Gleichung (4.41) in ein zweidimensionales Schalenmodell SM2FΦ1 überführt.
Dabei wird die Verwendung einer linearen Approximation des elektrischen Potenzials in
der Dickenrichtung zur Unterscheidung der verschiedenen Formulierungen in der Kurzbe-
zeichnung mit einer ’1’ gekennzeichnet. Mithilfe der Schnittgrößen aus den Gleichungen
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(4.22) und (4.23) ergibt sich zunächst für die schwache Form des Gleichgewichts
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Hier sind nun auch alle äußeren Kräfte an die spezifischen Gegebenheiten der flachen
Schale angepasst worden und beziehen sich auf die Schalenmittelfläche. Werden nun die
Schnittgrößen aus der Gleichung (4.28) eingesetzt, so ergibt sich das zu lösende Glei-
chungssystem zu
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Wie schon in Kapitel 4.5.1 angegeben, sind die Schubterme vollständig von den restli-
chen Termen entkoppelt. Diese Tatsache ist sehr nützlich bei der örtlichen Diskretisierung
mittels der Finite-Elemente-Methode, um die bei dünnen schubelastischen Platten- und
Schalenelementen auftretenden Versteifungseffekte mithilfe der Assumed Natural Strain
Methode zu vermeiden. Dies wird in Kapitel 5.2.3 bei der Entwicklung von zuverlässigen
Schalenelementen diskutiert werden.

4.7.2 Lineare Schalenformulierung bei quadratischem elektri-
schem Potenzial

Analog zum piezoelektrischen Schalenmodell SM2FΦ1 aus Gleichung (4.43) lässt sich eine
Formulierung SM2FΦ2 unter Berücksichtigung des quadratischen Verlaufs des elektrischen
Potenzials über die Schichtdicke bestimmen, die daher in der Kurzbezeichnung mit einer
’2’ gekennzeichnet wird. Die zweidimensionale schwache Form des Gleichgewichts mithilfe
von Schnittgrößen ergibt sich damit zu
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Nach Einsetzen der Schnittgrößen aus Gleichung (4.30) in Gleichung (4.45) resultiert
daraus
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Hier ist zu beachten, dass durch die Matrix Dφq nun piezoelektrische Materialgrößen
direkten Einfluss auf rein mechanische Einträge in der Steifigkeitsmatrix haben. Dadurch
ist eine zusätzliche Kopplung zwischen den elektrischen und den mechanischen Größen
entstanden.

4.7.3 Nichtlineare Schalenformulierung bei linearem elektrischem
Potenzial

Für die Entwicklung einer physikalisch nichtlinearen Schalenformulierung SM2FΦ1n wer-
den die nichtlinearen Schnittgrößen aus Kapitel 4.5.3 verwendet. Für das elektrische
Potenzial kommt hier wieder ein linearer Ansatz in der Dickenrichtung zum Einsatz, der
wieder durch eine ’1’ in der Kurzbezeichnung gekennzeichnet ist. Zusätzlich wird durch
’n’ die Verwendung eines nichtlinearen Stoffgesetzes angegeben. Damit lässt sich eine
nichtlineare virtuelle Arbeit mithilfe von Schnittgrößen angeben
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Durch Einsetzen der Gleichungen (4.34) und (4.35) in die Gleichung (4.47) resultiert die
nichtlineare zweidimensionale schwache Form des Gleichgewichts für die flache piezoelek-
trische Schale
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Die sich ergebende Steifigkeitsmatrix hat noch einen unsymmetrischen Aufbau im Bereich
der elektromechanischen Koppelterme durch die Nichtlinearität im Stoffgesetz. Die in Ka-
pitel 5.3.4 durchgeführte Linearisierung ergibt dann für die Finite-Elemente-Formulierung
jedoch eine symmetrische Struktur der Steifigkeitsmatrix.

4.8 Lineare Dreifeldvariationsformulierung

Die in Kapitel 2.4.3 entwickelte schwache Form des Gleichgewichts, vgl. Gleichung (2.44),
in Form des Dreifeldvariationsfunktionals soll nun ebenfalls an die flache Schale ange-
passt werden. Wie sich schon in Gleichung (4.41) ein Zweifeldvariationsfunktional für
das gekoppelte elektromechanische Gleichungssystem angeben lässt, so ergibt sich nun
ein Dreifeldvariationsfunktional SM3FΦ mit den unabhängigen Variablen u, Φ und D in
der folgenden Form
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Die allgemeine dreidimensionale Darstellung zu Gleichung (4.42) lässt sich durch Einsetzen
des Stoffgesetzes aus den Gleichungen (3.17a) und (3.17b) ebenfalls ermitteln
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Hieraus wird mithilfe der vorangegangenen Kapiteln 4.1 bis 4.3 und den Schnittgrößen
aus Kapitel 4.6 eine zweidimensionale Dreifeldvariationsformulierung SM3FΦ1 für flache
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piezoelektrische Schalen entwickelt
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Es ist zu beachten, dass die Koppelmatrizen CφD und
¡
CφD

¢T
sich als Folge der Einarbei-

tung der Nebenbedingung aus Gleichung (2.31c) ergeben und daher keine physikalische
Bedeutung haben. Im Rahmen einer zweidimensionalen Beschreibung ist für diese Antei-
le jedoch ebenfalls eine Integration über die piezoelektrischen Schichten durchzuführen.
Somit ergeben sich diese Koppelmatrizen zu
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Die virtuelle Arbeit berechnet sich durch Einsetzen der Schnittgrößen aus Gleichung
(4.40) zu
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Es fällt auf, dass die unabhängige Größe Dz analog zu den Spannungen beim Prinzip
von Hu-Washizu nicht in ihrer Ableitung vorkommt. Diese Tatsache macht an dieser
Stelle die Ähnlichkeit zu hybriden Formulierungen für mechanische Problemstellungen
besonders deutlich. Daher ist bei der Entwicklung der Finite-Elemente-Formulierung in
Kapitel 5 ein analoges Vorgehen zu den rein mechanischen hybriden Elementen sinnvoll.
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Kapitel 5

Finite Elemente für flache
piezoelektrische Schalen

Die Finite-Elemente-Methode ist ein Instrument für die numerische Berechnung von An-
fangs- und Randwertproblemen, das heutzutage zu einem unverzichtbaren Werkzeug in
vielen Bereichen des Ingenieurwesens geworden ist. Mithilfe des Ritzschen Verfahrens ist
durch die Verwendung bereichsweiser Ansätze die näherungsweise Analyse von komplexen
Strukturen möglich. Dabei wird das Gesamtgebiet B in nelm Teilgebiete zerlegt, die durch
ihre einfache Geometrie mit Näherungsansätzen zu beschreiben sind. Von den bereichs-
weisen Ansätzen wird gefordert, die wesentlichen Randbedingungen des Gesamtsystems
zu erfüllen und die notwendige Stetigkeit zu gewährleisten. Um eine Assemblierung der
Teilgebiete Be zu dem Gesamtgebiet B =

Snelm
e=1 B

e durchführen zu können, sind außerdem
Übergangsbedingungen zu berücksichtigen.

Im Folgenden werden vier-Knotenelemente entwickelt, bei denen in der Regel bilinea-
re Ansatzfunktionen für mechanische und elektrische Feldgrößen verwendet werden. Die
insbesondere bei dünnen Schalen auftretenden Versteifungseffekte bei schubdominanten
Problemstellungen werden in dieser Arbeit durch die Assumed Natural Strain Metho-
de (ANS) behoben, die in Kapitel 5.2 vorgestellt wird. Damit entstehen sehr effiziente
und auch zuverlässige Elemente, die schon bei grober Diskretisierung gute Ergebnisse lie-
fern. Der bei der Verwendung von Elementen höherer Ordnung auftretende numerische
Mehraufwand durch eine erhöhte Anzahl an Freiheitsgraden pro Element ist daher nicht
notwendig. Dies ist auch unter dem Aspekt zu sehen, dass Elemente mit acht oder neun
Knoten die ohne die ANS-Methode formuliert werden zwar schon ein günstigeres Verfor-
mungsverhalten zeigen als vierknotige, aber trotzdem nicht frei von Versteifungseffekten
sind.

Die Entwicklung von verschiedenen zuverlässigen und robusten flachen piezoelektrischen
Schalenelementen, die frei von Versteifungseffekten und Nullenergiemoden sind, wird im
Folgenden vorgestellt. Dazu werden die Variationsfunktionale aus Kapitel 4, in denen
der Ort und die Zeit kontinuierlich enthalten sind, in semidiskrete Matrizengleichungen
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überführt, die weiterhin die Zeit kontinuierlich enthalten, aber diskret hinsichtlich des
Ortes sind.

5.1 Approximation der Kinematik

Bei der Entwicklung von piezoelektrischen finiten Elementen wird das isoparametrische
Konzept verwendet, das hier zur Einführung der Notation kurz erläutert werden soll. Für
eine detaillierte Darstellung im rein mechanischen Fall sei auf die zahlreichen Lehrbücher
zu diesem Thema verwiesen, z.B. Bathe [11], Belytschko et al. [13], Hughes [48]
und Zienkiewicz und Taylor [134].

Für die Approximation der unabhängigen mechanischen und elektrischen Variablen und
der Knotenkoordinaten werden die gleichen Formfunktionen verwendet. Die Formfunk-
tionen Ni(ξ, η) sind Einheitsverschiebungszustände, die für das in Bild 5.1 dargestellte
vier-Knotenelement im lokalen ξ, η-Koordinatensystem für den Knoten i folgendermaßen
definiert sind

Ni(ξ, η) =
1

4
(1 + ξξi) (1 + ηηi) mit i = 1, 4 . (5.1)

Ebenso wie die Knotenwerte X̃ und Ỹ im Vektor X̂ werden die Koordinaten X und Y
für ein einzelnes Element in einem Vektor X zusammengefasst und mithilfe der Ansatz-
funktionen N in folgender Weise berechnet

X =
nelX
I=1

N IX̂I = N X̂ , X̂ =

∙
X̃

Ỹ

¸
. (5.2)

Die Anzahl der im Element vorhandenen Knoten wird mit nel bezeichnet. Eine ana-
loge Darstellung wird für die mechanischen und elektrischen Freiheitsgrade gewählt, da

ξ

η

1 2

34

1
2

3

4

1

1

-1

-1 ξ

η

X

Y

Bild 5.1: Isoparametrisches Element: Abbildung eines schiefwinkligen vier-Knotenele-
mentes auf das Einheitsquadrat
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alle nachfolgend entwickelten Elementformulierungen auf einem isoparametrischen vier-
Knoten Schalenelement basieren. Dementsprechend werden die mechanischen Freiheits-
grade, d.h. die Verschiebungen u und die Verdrehungen ψ, mithilfe von bilinearen Ansatz-
funktionen approximiert. Wird das elektrische Potenzial Φ in gleicherWeise mit bilinearen
Ansatzfunktionen in der Schalenmittelfläche beschrieben, so ergibt sich insgesamt⎡⎣ uψ
Φ

⎤⎦= nelX
I=1

⎡⎣Nu
I 0 0

0 Nk
I +N

ψ
I +N

s
I 0

0 0 NΦ
I

⎤⎦
⎡⎢⎣ ûIψ̂

I

Φ̂I

⎤⎥⎦=
⎡⎣Nu 0 0

0 Nk +Nψ +N s 0

0 0 NΦ

⎤⎦
⎡⎢⎣ ûψ̂
Φ̂

⎤⎥⎦ . (5.3)

Die Formfunktionen für die Verschiebungen, die Vorverformung, die Schubverformung,
die Verdrehungen und das elektrische Potenzial werden zur Unterscheidung mit u, k, s, ψ
und Φ indiziert. Die Knotenwerte der unabhängigen Variablen werden mit einer ’Tilde’
gekennzeichnet und in den Vektoren û, ψ̂ und Φ̂ zusammenfassend dargestellt. Sie sind
für das einzelne Element nach lokalen Knotennummern sortiert und gegeben als

û =

∙
ũ

ṽ

¸
, ψ̂ =

⎡⎢⎣ w̃

ψ̃
x

ψ̃
y

⎤⎥⎦ , Φ̂ = ∙ Φ̃u
Φ̃l

¸
. (5.4)

Durch die Knotenwerte wird das kontinuierliche System in ein diskretes überführt, dessen
unabhängige Variablen am Knoten die Unbekannten des zu lösenden Gleichungssystems
darstellen.

Die virtuellen unabhängigen Größen werden ebenfalls mit den gleichen Ansatzfunktio-
nen approximiert⎡⎣ δu

δψ

δΦ

⎤⎦ = nelX
I=1

⎡⎣ Nu
I 0 0

0 Nk
I +N

ψ
I +N

s
I 0

0 0 NΦ
I

⎤⎦
⎡⎢⎣ δûI

δψ̂
I

δΦ̂I

⎤⎥⎦ (5.5)

=

⎡⎣ Nu 0 0

0 Nk +Nψ +N s 0

0 0 NΦ

⎤⎦
⎡⎢⎣ δû

δψ̂

δΦ̂

⎤⎥⎦ . (5.6)

Dementsprechend lassen sich auch die zugehörigen Verzerrungen und das elektrische Feld
aus den Gleichungen (4.2) und (4.6) in einer Spaltenmatrix anordnen⎡⎢⎢⎢⎣

Emb

Eb

Es

−Eel

⎤⎥⎥⎥⎦=
nelX
I=1

⎡⎢⎢⎢⎣
BuI BkI 0

0 BψI 0

0 BsI 0

0 0 BΦI

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎣ ûIψ̂

I

Φ̂I

⎤⎥⎦=
⎡⎢⎢⎢⎣
Bu Bk 0

0 Bψ 0

0 Bs 0

0 0 BΦ

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎣ ûψ̂
Φ̂

⎤⎥⎦= B
⎡⎢⎣ ûψ̂
Φ̂

⎤⎥⎦ . (5.7)

Die Operatormatrix B setzt sich aus einer Reihe von Submatrizen zusammen, die die
Ableitungen der Ansatzfunktionen für den Membran- und Vorverformungsanteil Bu und
Bk, den Biegeanteil Bψ und den Schubanteil Bs beinhalten. Diese Submatrizen berechnen
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sich unter Berücksichtigung der Reissner-Mindlin-Kinematik zu

Bu =

⎡⎣ Nu
,x 0

0 Nu
,y

Nu
,y Nu

,x

⎤⎦ , Bk =
⎡⎣ Nk

,xz0,x 0 0

Nk
,yz0,y 0 0

Nk
,xz0,y +N

k
,yz0,x 0 0

⎤⎦ ,
Bψ =

⎡⎣ 0 −Nψ
,x 0

0 0 −Nψ
,y

0 −Nψ
,y −Nψ

,x

⎤⎦ , Bs = ∙ N s
,x −N s 0

N s
,y 0 −N s

¸
. (5.8)

Für die Approximation des elektrischen Feldes in Dickenrichtung werden die Ansatzfunk-
tionen NΦ in der Schalenmittelfläche auf die jeweilige piezoelektrische Laminatschichtdi-
cke t bezogen, so dass sich die Matrix BΦ in der folgenden Form bestimmen lässt

BΦ =

⎡⎢⎢⎣
NΦ

tu
0

0
NΦ

tl

⎤⎥⎥⎦ . (5.9)

Als Variation von Gleichung (5.7) ergibt sich⎡⎢⎢⎢⎣
δEmb

δEb

δEs

−δEel

⎤⎥⎥⎥⎦ =
nelX
I=1

⎡⎢⎢⎢⎣
BuI BkI 0

0 BψI 0

0 BsI 0

0 0 BΦI

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎣ δûI

δψ̂
I

δΦ̂I

⎤⎥⎦ =
⎡⎢⎢⎢⎣
Bu Bk 0

0 Bψ 0

0 Bs 0

0 0 BΦ

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎣ δû

δψ̂

δΦ̂

⎤⎥⎦ . (5.10)

Durch die Approximation aller vorhandenen geometrischen Größen und unabhängigen
Variablen sind die Voraussetzungen für die Entwicklung verschiedener Schalenelemente
gegeben. Zur Vermeidung von Versteifungseffekten sind jedoch besondere Elementtechni-
ken notwendig.

5.2 Behandlung von Versteifungseffekten

Der Versteifungseffekt, auch Lockingeffekt genannt, tritt bei Präsenz von parasitären
Spannungen auf, die eine zusätzliche künstliche Steifigkeit erzeugen. Als Folge werden bei
der Strukturanalyse für die Verschiebungen zu kleine Werte ermittelt.

Die verschiedenen Arten von Versteifungseffekten und die dagegen entwickelten Metho-
den werden im Folgenden diskutiert.

5.2.1 Phänomene

Lockingprobleme sind für eine Reihe von verschiedenen Elementtypen für rein mecha-
nische Systeme bekannt, siehe u.a. Andelfinger [5], Bischoff [21], Hughes [48],
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Hughes et al. [49] und MacNeal [80]. Die mit dem Prinzip der virtuellen Arbeiten
entwickelten Verschiebungselemente leiden insbesondere bei biegedominanten Problemen
und bei der Beschreibung von nahezu inkompressiblen Werkstoffen unter diesen Verstei-
fungseffekten, die die Ergebnisse unter Umständen völlig unbrauchbar machen. Realis-
tische Ergebnisse können dann vielfach nur durch eine sehr feine Diskretisierung erzielt
werden, was mit einem hohen numerischen Aufwand verbundenen ist. Im Extremfall er-
reicht jedoch die durch die parasitären Spannungen erzeugte zusätzliche Steifigkeit die
Größenordnung der tatsächlichen Steifigkeit des Systems, was eventuell zu großen Proble-
men bei der Lösung des Gleichungssystems führt.

Je nach Parameter, der den Effekt auslöst bzw. beeinflusst, wird zwischen verschie-
denen Arten von Locking unterschieden. So wird bei schubelastischen Plattenelementen
für einen reinen Biegezustand durch die Querkräfte eine parasitäre Spannung erzeugt, die
zum transversalen Querschublocking führt. Dabei ist die Versteifung umso ausgepräg-
ter, je dünner die Struktur und je größer der Schlankheitsgrad wird. Für schubstarre
Kirchhoff-Love Elemente tritt dieses Problem überhaupt nicht auf, da die Zwangsbedin-
gungen w,x − ψx = 0 und w,y − ψy = 0 schon bei der Entwicklung vorausgesetzt werden.
Bei gekrümmten Schalen tritt als zusätzlicher Effekt ein Membranlocking auf, wenn reine
Biegezustände nicht ohne eine Aktivierung von Membranverzerrungen darstellbar sind,
vgl. Hauptmann [44].

Das volumetrische Locking bei Volumenelementen unterscheidet sich von den durch Bie-
gung erzeugten Versteifungsphänomenen. Dieser Effekt wird durch einen Materialpara-
meter hervorgerufen. Volumetrisches Locking tritt daher nur bei nahezu inkompressiblen
Materialien auf, bei denen die Querkontraktion ν → 0.5 strebt. Für diesen Fall strebt der
Quotient aus Kompressionsmodul und Schubmodul gegen unendlich, so dass eine alter-
native Form des Stoffgesetzes mithilfe des hydrostatischen Drucks zu wählen ist. Damit
muss jedoch zusätzlich die Inkompressibilität als weitere Bedingung im Gleichungssystem
berücksichtigt werden.

Der Nachweis der Versteifungsanfälligkeit von finiten Elementen kann auf verschiedene
Weise geführt werden. In Andelfinger [5] wird für beliebige Ansatzordnungen ta-
bellarisch eine Kombination der Verformungskomponenten durchgeführt, durch die die
Entstehung der einzelnen Verzerrungsmodes untersucht wird. Damit können die für den
Lockingeffekt verantwortlichen Polynomterme identifiziert werden. Bischoff [21] wie-
derum greift das heuristische Verfahren vonHughes [48] auf, das die Leistungsfähigkeiten
eines Elementes bei nahezu inkompressiblen Materialien mithilfe eines Zwangsbedingungs-
faktors abschätzt. Dabei wird die Gesamtzahl der Freiheitsgrade abzüglich Randbedin-
gungen der Anzahl der aus der Inkompressibilität resultierenden Zwangsbedingungen ins
Verhältnis gesetzt. Der sich ergebende Wert gibt Aufschluss darüber, ob das betrach-
tete Element zum Versteifen neigt. Auch Nullenergiemoden bei reduziert integrierten
Elementen lassen sich auf diese Weise nachweisen.
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5.2.2 Methoden zur Vermeidung von Versteifungseffekten

Erste Erfolge zur Vermeidung des Lockingeffektes waren durch die Verwendung von re-
duzierter Integration der auftretenden Integrale zu verzeichnen, vgl. u.a. Malkus und
Hughes [81] und Zienkiewicz et al. [133]. Dies führt zu einer Einpunkt Gauss-
Integration bei vier-Knotenelementen, wodurch sich jedoch so genannte Nullenergiemo-
den ergeben, die auch Hourglass-Modes oder Zero Energy Modes genannt werden. Die
Nullenergiemoden werden in einigen Fällen durch die Lagerungsbedingungen des Systems
unterdrückt. Innere Elementkinematiken, die zu den Nullenergiemoden führen, können
zwar mit der Verwendung von selektiv reduzierten Integrationstechniken erheblich re-
duziert werden, lassen sich jedoch für die meisten Elementtypen trotzdem nicht ganz
vermeiden. Mithilfe von Stabilisierungsmethoden ergeben sich finite Elemente ohne Nul-
lenergiemoden, vgl. u.a. Belytschko et al. [14]. Die numerische Stabilität dieser
Elemente ist jedoch von einem Wichtungsfaktor abhängig. Damit hängt die Güte der
Ergebnisse stark von der Erfahrung des Anwenders ab, und es kann daher zu Fehlinter-
pretationen des Strukturverhaltens führen.

Eine weiteres Verfahren zur Formulierung zuverlässiger Elemente ist die Enhanced As-
sumed Strain Methode (EAS), vgl. u.a. Simo und Rifai [98], Simo und Armero [96]
und Bletzinger et al. [22], die eng verwandt ist mit der Methode der inkompatiblen
Verschiebungen. Sie basiert auf dem Dreifeldfunktional von Hu-Washizu und hat damit
eine variationelle Grundlage. Die Idee dieser Methode ist, die vorhandenen Verzerrungen
durch zusätzlich angenommene Verzerrungen zu erweitern und so die fehlenden Deforma-
tionsmoden zu ergänzen. Diese zusätzlichen Verschiebungen erfüllen nicht die Rand- und
Übergangsbedingungen und sind deshalb inkompatibel. Die Freiheitsgrade werden jedoch
nur auf Elementebene ergänzt und können daher durch statische Kondensation eliminiert
werden. Damit erfolgt keine Erhöhung der Freiheitsgrade des Gesamtsystems. Meist wird
diese Methode als Maßnahme gegen das Versteifen von Scheibenelementen und das Mem-
branlocking von Schalen verwendet, wobei jedoch das Membranlocking bei Schalen nicht
vollständig eliminiert werden kann, vgl. Hauptmann [44].

Des Weiteren sind zur Vermeidung von Versteifungseffekten noch die Kollokations-
methoden zu erwähnen. Ein auf diesem Verfahren beruhendes Verfahren ist die ANS-
Methode, die im Rahmen dieser Arbeit zum Einsatz kommt und auf die daher noch
genauer im nächsten Kapitel eingegangen werden wird. Parallel zur ANS-Methode wurde
von Bathe und dvorkin [10] der MITC Ansatz (Mixed Interpolated Tensorial Com-
ponents Approach) entwickelt. Dieser Ansatz ist in der Literatur ebenfalls weit verbreitet.
Für bilineare Elemente wie sie in dieser Arbeit vorgestellt werden, ergeben sich mit dem
MITC Ansatz die gleichen modifizierten Operatormatrizen wie bei der Verwendung der
ANS-Methode. Eine den beiden Verfahren sehr verwandte Methode ist die Discrete-Shear-
Gap-Methode (DSG), die unabhängig vom Elementtyp formuliert wird, vgl. Bischoff
[21]. Zunächst werden bei diesem Verfahren die Biege- und Schubanteile entkoppelt,
indem die kinematischen Gleichungen für die Querschubverzerrungen integriert werden.
Es werden diskrete Schubklaffungen an den Knotenpunkten definiert und im Element
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interpoliert, wodurch sich eine Vermeidung der parasitären Verzerrungen ergibt. Für
vier-Knotenelemente liefert die DSG-Methode äquivalente Ergebnisse zur ANS-Methode.

5.2.3 Die Assumed Natural Strain Methode

Als Begründer der ANS-Methode giltMacNeal [79], wobei zunächst nur eine Modifikati-
on der numerischen Integration vorgeschlagen wurde. Daraus entwickelten Hughes und
Tezduyar [50] das erste schubweiche Plattenelement, das frei von Versteifungseffekten
und relativ robust gegenüber verzerrten Elementgeometrien ist. Simo und Hughes [97]
gelang es, durch die Verwendung des Prinzips von Hu-Washizu für die ANS-Methode eine
variationelle Basis zu schaffen.

Im Gegensatz zu den hybriden Methoden wie z.B. der EAS-Methode, werden bei der
ANS-Methode keine zusätzlichen Freiheitsgrade für die Schubverzerrungen eingeführt. Die
Berechnung erfolgt direkt durch Auswertung der Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen
an definierten Punkten, den so genannten Kollokationspunkten, weshalb dieses Verfah-
ren zu den Kollokationsmethoden gehört. Damit werden die Querschubverzerrungen im
Element nicht direkt durch die Ableitung der Verschiebungen formuliert. Die erhaltenen
Werte werden mit speziell gewählten Ansatzfunktion multipliziert, die so gewählt werden,
dass die parasitären Verzerrungen nicht berücksichtigt werden.

Die Bedingungen für die Wahl der ANS-Methode ist die Entkopplung der Schubterme
von den restlichen Anteilen. Diese Voraussetzung wurde im Kapitel 4.3 bei der Formulie-
rung des zweidimensionalen Stoffgesetzes für piezoelektrische Schalen geschaffen. Damit
können die Auswirkungen der auftretenden Versteifungsphänomene auf rein mechanische
Anteile reduziert werden, für die schon zahlreiche Strategien zur Vermeidung von Locking-
effekten existieren. Daher werden im Folgenden zunächst ausschließlich die mechanischen
Anteile der inneren Arbeit in der schwachen Form des Gleichgewichts (4.44) für die flache
Schale an einem einzelnen Element e betrachtet

δGmechint (û, δû, ψ̂, δψ̂) = δûTe

Z
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BTuABu dA ûe + δûTe
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¢
+BTs A

sBs
¤
dAψ̂

e
. (5.11)

Durch die Entkopplung der Schubterme von den restlichen Anteilen können für die ein-
zelnen Beiträge unterschiedliche Interpolationsansätze verwendet werden. Dies wird bei
der ANS-Methode erfolgreich eingesetzt.

Es wird eine gegenüber Bs modifizierte Operatormatrix B̄s entwickelt, mit der der
Versteifungseffekt vermieden werden kann. Hierzu werden zunächst die Schubverzerrun-
gen mithilfe von natürlichen Koordinaten beschrieben. Das in Bild 5.2 natürliche rs-
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Bild 5.2: Allgemeines vier-Knotenelement im natürlichen rs- und kartesischen XY -
Koordinatensystem

Koordinatensystem wird durch die kovarianten Basisvektoren g
r
und g

s
aufgespannt, vgl.

u.a. Bathe [11],

g
r
=

∂X

∂r
= N ,rX̂ , g

s
=

∂X

∂s
= N ,sX̂ , (5.12)

wobei X den Ortsvektor aus Gleichung (5.2) darstellt. Die Verzerrungen Emij berechnen
sich dann allgemein in diesem natürlichen Koordinatensystem durch die kovarianten Kom-
ponenten des Verzerrungstensors Ẽmij und die zugehörigen kontravarianten Basisvektoren
gi und gj

Emij = Ẽ
m
ij g

i ⊗ gj . (5.13)

Die noch unbekannten kontravarianten Basisvektoren sind durch die Beziehung g
i
· gj = δji

zu bestimmen. Dabei wird mit δji das Kronecker-Delta bezeichnet, das für i = j den Wert
δji = 1 und für i 6= j den Wert δ

j
i = 0 erhält. Für das in Bild 5.2 dargestellte allgemeine

Element berechnen sich die kontravarianten Basisvektoren zu

gr =

⎡⎢⎢⎣ −2
Cy − Byr

det J

2
Cx − Bxr

det J

⎤⎥⎥⎦ , gs =

⎡⎢⎢⎣ 2
Ay − Bys

detJ

−2
Ax − Bxs

det J

⎤⎥⎥⎦ , (5.14)

wobei zur übersichtlichen Darstellung in der Gleichung (5.14) die Abkürzungen

det J = det

⎡⎢⎣ ∂X

∂r

∂Y

∂r
∂X

∂s

∂Y

∂s

⎤⎥⎦ (5.15)

und

Ax = X1 −X2 −X3 +X4

Bx = X1 −X2 +X3 −X4

Cx = X1 +X2 −X3 −X4
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Ay = Y1 − Y2 − Y3 + Y4

By = Y1 − Y2 + Y3 − Y4

Cy = Y1 + Y2 − Y3 − Y4 (5.16)

verwendet werden.

Nun werden die Komponenten Ẽsrz und Ẽ
s
sz der natürlichen Verzerrungen Ẽ

s
aus Glei-

chung (5.13) für die Schubanteile ausgewertet. Dies geschieht, indem die Komponenten
bzgl. des kartesischen XY -Koordinatensystems in die neue Basis rs überführt werden
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Die Ableitungen der Ansatzfunktionen bzgl. der natürlichen Koordinaten werden in der
Operatormatrix

BsL =

∙
Bs,rz
Bs,sz

¸
=

∙
N s
,r −N sX,r −N sY,r

N s
,s −N sX,s −N sY,s

¸
(5.18)

zusammengefasst.

Die Komponenten der natürlichen Schubverzerrungen Ẽ
s
aus Gleichung (5.17) werden

nun an den diskreten Kollokationspunkten k ausgewertet

Ẽ
s

k = BsL(r
k, sk)ψ̂ . (5.19)

Die Kollokationspunkte, auch sampling points genannt, liegen für vier-Knotenelemente
auf den Seitenmitten, vgl. Bild 5.2, und werden in dieser Arbeit mit A, B, C und D
bezeichnet. Von den Anbindungspunkten ausgehend wird der Verlauf der natürlichen
Schubverzerrungen ermittelt. Dabei werden die in diesen Kollokationspunkten ermittelten
diskreten Werte zur Vermeidung der parasitären Schubverzerrungen statt mit bilinearen
nur mit linear-konstanten Ansatzfunktionen N r

k und N
s
k multipliziert. Die Ansatzfunk-

tionen sind dabei folgendermaßen definiert

N r
1 =

1

2
(1− s) , N r

2 =
1

2
(1 + s) (5.20)

N s
1 =

1

2
(1− r) , Ns

2 =
1

2
(1 + r) . (5.21)

Der Verlauf von Ns
k ist beispielhaft in Bild 5.3 dargestellt. Für r = 0 verschwinden hier

die parasitären Anteile, weswegen vorteilhafterweise entlang dieser Linie die Kollokations-
punkte gewählt werden sollten. Damit ergeben sich die natürlichen Schubverzerrungen
zu

Ẽ
s
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2Ẽsrz
2Ẽssz

¸
=
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s
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⎤⎥⎥⎦ , (5.22)
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Bild 5.3: Beispielhafte Darstellung einer linear-konstanten Ansatzfunktion für die s-
Richtung

wobei ein Summation über den jeweiligen Kollokationspunkt durchgeführt wird. Damit
ist nun die Berechnung der natürlichen Schubverzerrungen vollständig angegeben, wobei
eine vorherige Auswertung der obigen Beziehungen mit einem symbolischen Mathematik-
programm wie z.B. MAPLE sinnvoll ist.

Für ein allgemein verzerrtes Element, wie es in Bild 5.2 dargestellt ist, ist noch ei-
ne Transformation vom rs-Koordinatensystem in das kartesische XY -Koordinatensystem
durchzuführen. Dies wird mithilfe der Beziehungen zwischen den Komponenten der na-
türlichen Verzerrungen Ẽij und den im kartesischen Koordinatensystem gemessenen Kom-
ponenten Ekl umgesetzt, die Allgemein folgendermaßen lautet

Ẽijg
i ⊗ gj = Eklek ⊗ el . (5.23)

Durch Auswertung der Gleichung (5.23) ergeben sich nun die Schubverzerrungen bzgl.
des XY -Koordinatensystems zu
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⎤⎥⎥⎦
= B̄sψ̂ , (5.24)

wobei hier eine modifizierte Operatormatrix B̄s definiert werden kann. Diese Methode
wird daher häufig auch zu den so genannten B̄-Methoden gezählt, da die Modifikation nur
die Operatormatrix betrifft, vgl. u.a. Belytschko et al. [13] und Hughes [48]. Wird
diese modifizierte Operatormatrix B̄s auch bei der Entwicklung von piezoelektrischen
Schalenelementen eingesetzt, so entsteht ein Element, bei dem keine Versteifungseffek-
te auftreten und außerdem die Struktur zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix erhalten
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bleibt. Insbesondere werden keine zusätzlichen Freiheitsgrade hinzugefügt, so dass der
Aufwand gering ist.

5.3 Finite Schalenelemente aus Zweifeldvariationsfor-
mulierung

Ausgangspunkt der im Folgenden entwickelten piezoelektrischen Schalenelemente SM2FΦ
ist die Zweifeldvariationsformulierung aus Kapitel 4.7. Dabei stehen die verschiedenen
Modellierungsmöglichkeiten des elektrischen Potenzials sowohl hinsichtlich der Approxi-
mation in der Schalenebene als auch in der Dickenrichtung bei den verschiedenen Elemen-
ten im Vordergrund.

5.3.1 Lineares elektrisches Potenzial mit vier elektrischen Frei-
heitsgraden pro Schicht

Für das in diesem Kapitel entwickelte flache piezoelektrische Schalenelement SM2FΦ1
wird zunächst das Gleichungssystem auf Elementebene betrachtet. Die nachfolgende As-
semblierung zum Gesamtsystem ist einfach umsetzbar und wird daher zunächst nicht
dargestellt.

Die virtuelle Arbeit δG aus Gleichung (4.44) wird nun mithilfe der Näherungsansätze
für die kinematischen Größen und das elektrische Potenzial und deren Variationen aus
den Gleichungen (5.3) bis (5.10) ermittelt zu

δG(û, δû, ψ̂, δψ̂, Φ̂, δΦ̂) =

⎡⎢⎣ δûe
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e
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e

Φ̂e
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e
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T ⎡⎣ F u

Fψ

FΦ

⎤⎦ = 0 . (5.25)

Das zu lösende Gleichungssystem hängt nun von den noch unbekannten Knotenwerten û,
ψ̂ und Φ̂ ab.

Die Elementsteifigkeitsmatrix setzt sich aus den unabhängig voneinander berechenbaren
Submatrizen zusammen, die sich folgendermaßen berechnen

Kuu =

Z
A

BTuABu dA (5.26)

Kuψ = K
T
ψu =

Z
A

¡
BTuABk +B

T
uC

mbBψ

¢
dA (5.27)
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KuΦ = K
T
Φu =

Z
A

BTuC
mφBΦ dA (5.28)

Kψψ =

Z
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h
BTk
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mbBψ

¢
+BTψ

¡
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¢
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T
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KψΦ = K
T
Φψ =

Z
A

¡
BTψC

bφBΦ +B
T
kC

mφBΦ

¢
dA (5.30)

KΦΦ =

Z
A

BTΦP BΦ dA . (5.31)

Durch den Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix mithilfe von Submatrizen ist eine effi-
ziente Berechnung möglich, da nicht unnötig große Matrizen aufgebaut werden müssen
und überflüssige Multiplikationen vermieden werden. Die Integration der einzelnen Ter-
me erfolgt numerisch mithilfe der Gauss-Quadratur. Für alle Terme mit Ausnahme der
Schubterme wird die Auswertung mit 2 Integrationspunkten pro Koordinatenrichtung
durchgeführt.

Auch für das elektrische Potenzial wird für dieses piezoelektrische Schalenelement ein
linearer Ansatz in der XY -Ebene verwendet, obwohl dies aufgrund der ausschließlichen
Abhängigkeit von Φ von der z-Koordinate nicht notwendig ist. Daher wird nachfolgend
im Kapitel 5.3.2 zusätzlich ein Element entwickelt werden, bei dem konstante Ansätze in
der XY -Ebene zum Einsatz kommen. Eine weitergehende Diskussion wird ebenfalls dort
geführt.

Die Einträge in die Massenmatrix sowie im Lastvektor sind in analoger Weise zu be-
rechnen

F u =

Z
A

niP
i=1

ρ0itiN
T
u b̄ dA+

Z
Aσ

NT
u t̄ dA (5.32)

Fψ =

Z
Aσ

NT
ψ t̄ dA (5.33)

FΦ =

Z
AD

NT
Φd̄ dA (5.34)

Muu =

Z
A

niP
i=1

ρ0itiN
T
u Nu dA . (5.35)

Zu beachten ist hier, dass im Gegensatz zu den mechanischen Größen für die elektrischen
Terme keine zu berücksichtigenden Trägheiten existieren.

Um das Gleichungssystem für die Gesamtstruktur zu erhalten, wird über alle Elemente
nelm assembliert und anschließend das Gleichungssystem für die unbekannten Knotenwerte
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ûe, ψ̂e und Φ̂e gelöst
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5.3.2 Lineares elektrisches Potenzial mit einem elektrischen Frei-
heitsgrad pro Schicht

Da alle unabhängigen Variablen aus Gleichung (4.44) höchstens in ihren ersten Ableitun-
gen vorhanden sind, ist im Allgemeinen eine C0-Stetigkeit sowohl für die mechanischen
Größen ue und ψ

e
als auch für das elektrische Potenzial Φe notwendig. Werden jedoch

dünne piezoelektrische Keramiken auf Platten- und Schalenstrukturen appliziert, so ist
deren Polarisierung üblicherweise in z-Richtung. Die Erzeugung eines elektrischen Feldes
in Richtung der Schalenmittelfläche ist in der Praxis meist nur mithilfe von Interdigital-
elektroden (Kammelektroden) realisierbar, vgl. u.a. Bent [17] und Brockmann und
Lammering [23]. Die Polarisierung und die Orientierung des elektrischen Feldes in z-
Richtung sind in der hier vorliegenden Formulierung bereits berücksichtigt. Der Gradient
des elektrischen Potenzials in der XY -Ebene kann vernachlässigt werden, wodurch der
Betrieb mit Interdigitalelektroden hier nicht vorgesehen ist. Damit ist ein konstanter Nä-
herungsansatz für das elektrische Potenzial, d.h. die Verwendung von C−1-stetigen Ansät-
zen, in Richtung der Schalenmittelfläche gerechtfertigt. Auch aus physikalischer Sicht ist
eine kontinuierliche Messung der elektrischen Spannung an diskret verteilten Elektroden
unmöglich. Aus diesem Grund ist eine Formulierung mit konstanter Approximation des
elektrischen Potenzials ebenfalls erfolgreich für das flache Schalenelement entwickelt wor-
den, vgl. Mesecke und Lammering [88], und wird anhand von Beispielen im Kapitel
6 mit den anderen Elementen verglichen.

Dieses Vorgehen wird beim Element SM2FΦ1 eingesetzt, so dass ein weiteres piezo-
elektrisches Schalenelement SM2FΦ1k entsteht, bei der ’k’ den konstanten Ansatz des
elektrischen Potenzials in der XY -Ebene in der Kurzbezeichnung kennzeichnet. Die Um-
setzung wird im Folgenden diskutiert.

Wird ein konstanter Ansatz für das elektrische Potenzial in der XY -Ebene verwendet,
so bleibt die Approximation von Φ über die Schichtdicke davon unbeeinflusst als linearer
Ansatz erhalten. In Richtung der Schalenmittelfläche wird jedoch die numerische Integra-
tion mit nur einem Gausspunkt durchgeführt, der sich in der Elementmitte befindet, so
dass die Größen Φ̂e im Unbekanntenvektor der Gleichung (5.25) nicht mehr den Knoten-
werten entsprechen. Sie ergeben jeweils einen konstanten Wert für das gesamte Element,
was zu Sprüngen zwischen den angrenzenden Elementen führt. Werden die Elemente als
einzelne diskrete piezoelektrische Aktoren und Sensoren aufgefasst, so entspricht dieser
Ansatz eher einer realistischen Modellierung.
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Es sind nun keine elektrischen Übergangsbedingungen zwischen den Elementen mehr
einzuhalten, so dass vor der Assemblierung eine Kondensation der elektrischen Freiheits-
grade auf Elementebene durchgeführt werden kann. Für das elektrische Potenzial ei-
nes piezoelektrischen finiten Elementes ergibt sich aus Gleichung (5.25) folgende Bestim-
mungsgleichung

Φ̂e = K
−1
ΦΦ

³
KΦuûe +KΦψψ̂e − FΦ

´
. (5.37)

Eliminieren von Φ̂e in Gleichung (5.36) reduziert die Unbekannten im Gleichungssystem
auf rein mechanische Knotengrößen ûe und ψ̂

e
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Da in der Massenmatrix nur mechanische Trägheitsterme auftreten, ist die statische Kon-
densation auch für dynamisch beanspruchte Systeme verwendbar. Der große Vorteil bei
diesem Element ist, dass bei einer gleichzeitigen Verwendung von rein mechanischen Ele-
menten die gleiche Anzahl an Freiheitsgraden vorhanden ist. Der aktorische Betrieb ist
ebenso enthalten wie der sensorische Betrieb, die nun beide durch interne Variablen in die
Elementformulierung mithilfe des Lastvektors FΦ integriert werden können.

5.3.3 Quadratisches elektrisches Potenzial mit vier elektrischen
Freiheitsgraden pro Schicht

Wird statt der linearen Beschreibung des elektrischen Potenzials über die Schichtdicke die
quadratische Änderung gemäß der Formulierung SM2FΦ2 aus Kapitel 4.4 verwendet, so
muss die Steifigkeitsmatrix aus Gleichung (5.36) um zusätzliche Terme erweitert werden.
Aufgrund der Berücksichtigung der Kopplung zwischen dem elektrischen Feld und den
Verdrehungen aus Gleichung (4.21) ergeben sich bei den folgenden Matrizen weitere Terme

K∗
uψ =

¡
K∗

ψu

¢T
= Kuψ +

Z
A

BTk eBquad dA , (5.39)

K∗
ψψ = Kψψ +

Z
A

BTquade
TBψ dA+

Z
A

BTψeBquad dA−

Z
A

BTquadεBquad dA . (5.40)

Die Integralterme sind hier ebenfalls auf die Schalenmittelfläche bezogen. Bei der Matrix
Bquad handelt es sich um eine modifizierte Operatormatrix für die Verdrehungen, die auf
die piezoelektrischen Schichten beschränkt bleibt und folgendermaßen besetzt ist

Bquad =

⎡⎢⎣ 0 −
(e∗13)u
(ε∗33)u

N ,x −
(e∗23)u
(ε∗33)u
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(e∗13)l
(ε∗33)l

N ,x −
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(ε∗33)l

N ,y

⎤⎥⎦ . (5.41)
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Durch die Berücksichtigung der quadratischen Anteile des elektrischen Potenzials in den
Biegetermen sind nur einzelne Einträge in der Steifigkeitsmatrix zu modifizieren, die ge-
mäß den Gleichungen (5.39) und (5.40) durch einen Stern gekennzeichnet werden. Die
Gesamtstruktur für die Assemblierung bleibt jedoch erhalten
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5.3.4 Nichtlineare Schalenformulierung mit linearem elektri-
schem Potenzial und vier elektrischen Freiheitsgraden pro
Schicht

Die Lösung von nichtlinearen Randwertproblemen erfolgt in Finite-Elemente-Programmen
mit iterativen Lösungsalgorithmen. Im Hinblick auf die nachherige Implementierung der
entwickelten Elementformulierung SM2FΦ1n ist es sinnvoll, zunächst eine Linearisierung
der schwachen Form des Gleichgewichts durchzuführen. Die stofffreie Gleichung (4.41)
ist auch für nichtlineare Stoffgesetze gültig. Aufgrund der Sprödigkeit des Materials ist
eine Beschränkung auf kleine Verzerrungen sinnvoll. Damit reduziert sich die Nichtli-
nearität bei gekoppelten elektromechanischen Strukturen zumeist auf die physikalische
Nichtlinearität. Es existiert in der Variationsformulierung keine Kopplung zwischen den
Verzerrungen und dem elektrischen Feld, bzw. zwischen den Anteilen der mechanischen
und elektrischen unabhängigen Größen. Aus diesem Grund können die Linearisierungen
bzgl. der unabhängigen Variablen u und Φ unabhängig voneinander durchgeführt wer-
den. Wie in Gleichung (B.13) des Anhangs B angegeben, wird die schwache Form des
Gleichgewichts wie folgt linearisiert:

L [δG] = Ḡ + D̄G ·∆u+ D̄G∆Φ . (5.43)

Die Terme der äußeren Arbeiten beinhalten keine Nichtlinearitäten und werden daher bei
der Linearisierung nicht betrachtet. Durch die Beschränkung auf physikalisch nichtlineare
Effekte reduziert sich die Linearisierung der Gleichung (5.43) weiter auf die konstitutiven
Beziehungen

D̄G ·∆u =

Z
B

¡¡
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¢
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¡
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¢
· δEel

¢
dV (5.44)

D̄G∆Φ =

Z
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¡¡
D̄σ ·∆Φ

¢
: δEm +

¡
D̄D ·∆Φ

¢¢
dV . (5.45)

Damit ist es ausreichend, nur die Spannungen und die dielektrische Verschiebung zu li-
nearisieren.
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Mithilfe der Gleichungen (B.8) bis (B.11) werden nun die linearisierten Schnittgrößen
für das nichtlineare Stoffgesetz aus den Gleichungen (3.12) und (3.13)

σ = C : Em − (e0 + e1 : Em) · Eel (5.46)

D = (e0 +
1

2
e1 : Em)T : Em + ε · Eel . (5.47)

berechnet. Diese konstitutiven Gleichungen werden bzgl. der unabhängigen Variablen u
und Φ linearisiert, so dass sich für die Spannungen σ

L [σ]Em=Ēm = σ̄ +
¡
C− e1 · Ēel

¢
: ∆Em

L [σ]Eel=Ēel = σ̄ −
¡
e0 + e1 : Ēm

¢
·∆Eel (5.48)

ergibt. Hierbei ist zu beachten, dass die überstrichenen Größen für den aktuellen Be-
lastungszustand ausgewertet werden. Es fällt auf, dass sich ein zusätzlicher elektrischer
Term bei dem vorher rein mechanischen Anteil in der Elastizitätsmatrix C ergibt. Dies
wirkt sich direkt auf die mechanische Steifigkeit aus, die dadurch je nach Vorzeichen des
elektrischen Feldes verringert oder erhöht wird. Dieser Effekt kann später deutlich in der
hieraus entwickelten Steifigkeitsmatrix identifiziert werden.

Die linearisierte dielektrische Verschiebung berechnet sich in gleicher Weise

L [D]Em=Ēm = D̄+
¡
e0 + e1 : Ēm

¢T
·∆Em

L [D]Eel=Ēel = D̄+ ε ·∆E
el . (5.49)

Es treten nun im Stoffgesetz an den Stellen zusätzliche Terme auf, die eine direkte oder
indirekte Abhängigkeit von den Verzerrungen beinhalten. Daher bleibt die Beziehung
zwischen den elektrischen Größen vollständig linear.

Die linearisierte Form der konstitutiven Gleichungen lässt sich nun kompakter darstellen
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. (5.50)

Schon hier ist ersichtlich, dass durch den Linearisierungsprozess die Kopplungsterme zwi-
schen mechanischen und elektrischen Größen den gleichen Aufbau haben und sich nicht
mehr wie in den Gleichungen (5.46) und (5.47) um den Faktor 1/2 unterscheiden. Da-
mit ist die Voraussetzung geschaffen, bei der Entwicklung von finiten Elementen einen
symmetrischen Aufbau der Elementsteifigkeitsmatrix zu erhalten.

Die Linearisierung der Schnittgrößen wirkt sich lediglich auf die Anteile aus den piezo-
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elektrischen Schichten aus, die sich in linearisierter Form zu
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¢
i
tizi¡

e1 : Ēmb
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qnl = q̆ (5.52)

ergeben.

Die Symmetrie der Stoffmatrix ist alleinig auf die Verwendung der nichtlinearen En-
thalpiedichte zurückzuführen, die in Kapitel 3.2.3 entwickelt wurde. Dadurch ist ebenfalls
die Kopplungsbedingung aus Gleichung (3.4) eingehalten.

Es ergibt sich eine linearisierte innere Arbeit δGint der vormals nichtlinearen Formulie-
rung aus Gleichung (4.48). Bei der äußeren Arbeit treten keine Änderungen gegenüber
der linearen Formulierung auf, weshalb nur die innere Arbeit δGint angegeben wird
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Einsetzen der Approximationen für die unabhängigen Variablen aus den Gleichungen
(5.7) und (5.10) in Gleichung (5.53) und Ergänzung der äußeren Arbeit ergibt die schwache
Form des Gleichgewichts auf Elementebene für ein erweitertes nichtlineares Stoffgesetz,
das danach ebenfalls zu einem Gesamtsystem zusammengebaut werden muss
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δψ̂

e

δΦ̂e

⎤⎥⎦
T ⎡⎣ Muu 0 0

0 0 0

0 0 0

⎤⎦
⎡⎢⎣ ∂2ûe/∂t
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Nur die tangentiale Steifigkeitsmatrix enthält durch den Linearisierungsprozess zusätzliche
Terme, während die Gesamtstruktur des Gleichungssystems unverändert bleibt. Es muss
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nur eine Erweiterung der Submatrizen aus den Gleichungen (5.26) bis (5.30) erfolgen
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KΦΦ ist unverändert von Gleichung (5.31) übernommen. Die Einträge im Lastvektor und
in der Massenmatrix bleiben ebenfalls unverändert und sind den Gleichungen (5.32) bis
(5.35) zu entnehmen. Sind keine nichtlinearen Konstanten vorhanden, so reduziert sich
die Formulierung auf das lineare Gleichungssystem aus Gleichung (5.36).

Aufgrund der Abhängigkeit des piezoelektrischen Moduls von den Verzerrungen ist das
gewonnene Gleichungssystem nichtlinear, was eine iterative Lösung des Gleichungssystems
notwendig macht. Das im Kapitel 5.5 kurz vorgestellte Newton-Raphson-Verfahren wird
wegen seiner hohen Effizienz für die Berechnung eingesetzt. Die Verwendung von nicht-
linearen konstitutiven Gleichungen vor allem in Finite-Elemente-Formulierungen ist für
gekoppelte elektromechanische Systeme im Kleinsignalbereich noch nicht weit verbreitet.
Insbesondere wird zumeist kein nichtlineares Potenzial formuliert, wodurch die Symme-
trie des Gleichungssystems verloren geht. Untersuchungen über eine effiziente numerische
Berücksichtigung der nichtlinearen Effekte werden daher als lohnend und notwendig an-
gesehen.

5.4 Finite Schalenelemente aus Dreifeldvariationsfor-
mulierung

Zielsetzung bei der Entwicklung einer Dreifeldvariationsformulierung ist die aus der elek-
tromechanischen Kopplung resultierenden inneren Arbeiten vollständig zu berücksichti-
gen. Des Weiteren ist damit eine Erweiterung auf nichtlineares Materialverhalten für den
Großsignalbereich zur Modellierung von Polarisationsvorgängen ebenfalls möglich, vgl.
Ghandi und Hagood [42, 41] und Ghandi [40]. Inwieweit das Verformungsverhalten
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von finiten Elementen durch die Verwendung von Mehrfeldvariationsprinzipen weiter ver-
bessert werden kann, ist Gegenstand der aktuellen Forschung, vgl. Sze und Pan [106]
Sze et al. [104]. Insbesondere der Einfluss der zusätzlichen elektrischen Anteile bedarf
noch weiterer Untersuchungen.

Bei der Behandlung von nahezu inkompressiblen Materialien für rein mechanische
Strukturen wird bei Elementen mit bilinearen Verschiebungsansätzen für den Druck ein
konstanter Ansatz verwendet, vgl. Hughes [48] und Zienkiewicz und Taylor [134].
Dies bietet sich ebenfalls für die Approximation der dielektrischen Verschiebung für das
Element SM3FΦ1 an, da auch hier keine Ableitungen der unabhängigen Größe D in der
Formulierung auftreten,und damit ein konstanter Ansatz im Elementmittelpunkt ausrei-
chend ist. Mit den Formfunktionen für die obere und untere piezoelektrische Laminat-
schicht ND und den Werten D̂ im Elementmittelpunkt ergibt sich

D = NDD̂, δD = NDδD̂ , (5.61)

wobei der Index D die dielektrische Verschiebung bezeichnet. D̂ setzt sich aus zwei kon-
stanten Werten für die obere und untere piezoelektrische Schicht im Elementmittelpunkt
zusammen

D̂ =

∙
Du
Dl

¸
. (5.62)

Die schwache Form des Gleichgewichts aus der Gleichung (4.53) lautet nun in semidiskreter
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Die verwendeten Submatrizen in der Steifigkeitsmatrix lassen sich folgendermaßen berech-
nen, wobei auch hier die ANS-Methode zur Vermeidung von Versteifungseffekten für die
Schubterme eingesetzt werden kann
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Die Einträge in den Lastvektor und die Massenmatrix haben sich gegenüber dem Element
SM2FΦ1 aus Gleichung (5.25) nicht geändert. Daher können die Vektoren und Matrizen
aus den Gleichungen (5.32) bis (5.35) verwendet werden. Das noch zu assemblierende
Gleichungssystem ergibt sich nun auf Elementebene⎡⎢⎢⎢⎣

Kuu Kuψ 0 −KuD

Kψu Kψψ 0 −KψD

0 0 0 KΦD

−KDu −KDψ KDΦ KDD

⎤⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎣
ûe
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Die Ansätze für die dielektrische Verschiebung wurden konstant gewählt und sind daher
nur exakt für den Elementmittelpunkt. Aus diesem Grund ergeben sich Sprünge für die
dielektrische Verschiebung zwischen angrenzenden Elementen. Dies ist möglich, da an den
Elementknoten keine Übergangsbedingungen zu erfüllen sind. Eine Elimination analog
zum Druckansatz bei rein mechanischen Elementen für nahezu inkompressible Materialien
ist sinnvoll. Das für das Gesamtsystem entstehende Gleichungssystem ergibt sich nach
Assemblierung über alle nelm Elemente zu
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Damit reduziert sich die Anzahl der unabhängigen Variablen auf die gleiche Größe wie
bei den Zweifeldformulierungen. Die dielektrische Verschiebung ist jetzt nur noch eine
interne Variable auf Elementebene.

5.5 Verfahren zur numerischen Berechnung

Dieses Kapitel soll einen kurzen Überblick über einige numerische Verfahren geben, die
im Rahmen dieser Arbeit verwendet werden. Dies sind insbesondere Algorithmen zur
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transienten Berechnung und iterative Lösungsverfahren für die Behandlung nichtlinearer
Gleichungssysteme.

Bei der Verwendung von piezoelektrischen Werkstoffen liegt das Augenmerk auf dy-
namischen Problemen, in denen die Piezoelektrika häufigen Einsatz finden. Aufgrund
der hohen Dynamik eröffnen sich für piezoelektrische Aktoren insbesondere zur aktiven
Regelung schwingender Strukturen vielfältige Einsatzmöglichkeiten. Für die numerische
Berechnung solch zeitabhängiger Probleme ist zusätzlich eine Zeitintegration notwendig,
die in dieser Arbeit mithilfe des Newmark Algorithmus durchgeführt wird. Das implizite
Verfahren zeichnet sich durch seine unbedingte Stabilität gegenüber expliziten Zeitin-
tegrationsverfahren aus. Die in realen Systemen vorkommende Materialdämpfung wird
mithilfe der Rayleighschen Dämpfung beschrieben. Zusätzlich wird bei der Betrachtung
von nichtlinearen Gleichungssystemen das Newton-Raphson-Verfahren für die iterative
Berechnung verwendet.

Newmark Algorithmus

Für die numerische Lösung der Bewegungsdifferenzialgleichung innerhalb eines Zeitinter-
valls wird die Zeitintegration mittels Newmark Algorithmus verwendet, der die Bewe-
gungsgleichung einer Struktur

M ük+1 + C u̇k+1 +K uk+1 = F (tk+1) (5.73)

zu einem noch unbekannten Zeitpunkt tk+1 auswertet, vgl. u.a. Bathe [11] und Zien-
kiewicz und Taylor [135]. Es werden Ansätze für die Verschiebungen uk+1 und die
Geschwindigkeiten u̇k+1 in Abhängigkeit von den Beschleunigungen ü

u̇k+1 = u̇k +
£
(1− γ) ük + γük+1

¤
∆t (5.74)

uk+1 = uk + u̇k∆t+
£
(0.5− β) ük + βük+1

¤
(∆t)2 (5.75)

aufgestellt, wobei der aktuelle Bewegungszustand zum Zeitpunkt tk bekannt ist. Wird die
Gleichung (5.75) nach ük+1 umgestellt und in Gleichung (5.74) eingearbeitet, so sind die
Geschwindigkeit und die Beschleunigung jetzt nur noch von der unbekannten Verschiebung
uk+1 abhängig. Nachfolgendes Einsetzen in Gleichung (5.73) führt auf ein Gleichungssys-
tem, dessen unbekannte Verschiebungen für den Zeitpunkt t+∆t zu bestimmen sind. Die
unbedingte Stabilität des Verfahrens ist für die Wahl der Parameter γ = 0.5 und β = 0.25

gewährleistet, wobei für γ > 0.5 eine numerische Dämpfung auftritt.

Rayleighsche Dämpfung

Um für schwingende Strukturen Vergleiche zwischen Experiment und numerischer Simula-
tion durchführen zu können, ist die Berücksichtigung von Dämpfungseffekten notwendig.
Die Dämpfung eines realen Systems setzt sich zumeist aus verschiedenen inneren und
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äußeren Dämpfungseffekten zusammen, vgl. u.a. Waller und Schmidt [120]. Man
unterscheidet bei der inneren Dämpfung zwischen Struktur- und Materialdämpfung, de-
ren Berücksichtigung bei der numerischen Berechnung schnell zu sehr komplexen Modellen
führt. Zur effizienten Lösung wird oftmals die Rayleighsche Dämpfung verwendet, die sich
mithilfe der Massen- und Steifigkeitsmatrix berechnen lässt

C = αM + βK . (5.76)

Damit entsteht für die modale Form der Bewegungsgleichung ein entkoppeltes Gleichungs-
system. Die zwei Parameter α und β können nun mithilfe der Eigenfrequenzen ωi und
den zugehörigen modalen Dämpfungsparametern ξi bestimmt werden

α+ βω2i = 2ωiξi . (5.77)

Das tatsächliche Dämpfungsverhalten einer Struktur wird jedoch nur im Bereich der für
die Anpassung verwendeten Eigenfrequenzen realistisch wiedergegeben.

Newton-Raphson-Verfahren

Das in dieser Arbeit modellierte nichtlineare Verhalten des piezoelektrischen Materials im
Kleinsignalbereich macht eine iterative Berechnung der Lösung notwendig. Hierfür wird
das Newton-Raphson-Verfahren verwendet, das in der Nähe der tatsächlichen Lösung eine
quadratische Konvergenz aufweist, vgl. u.a. Bathe [11], Belytschko et al. [13] und
Wriggers [124]. Dabei wird das zu lösende Gleichungssystem zunächst in die folgende
Form umgeschrieben

δG(u,λ) = R(u)− λP = 0 , (5.78)

bei dem λ einen Skalierungsfaktor oder auch Lastparameter darstellt. Für ein Lastniveau
λ̄ wird iterativ die Lösung berechnet, indem für einen bekannten Verschiebungszustand
uk eine Taylorreihenentwicklung durchgeführt wird

δG(uk +∆u, λ̄) = δG(uk, λ̄) +DδG(uk, λ̄)| {z }
KT

∆u+ r(uk, λ̄) . (5.79)

Dies entspricht einer Linearisierung der Gleichung an der Stelle uk. Unter Vernachlässi-
gung des Restglieds r soll das Gleichgewicht idealerweise erfüllt sein

δG(uk +∆u, λ̄) = δG(uk, λ̄) +KT∆u = 0 , (5.80)

wobei mit KT die tangentiale Steifigkeit bezeichnet wird, die Allgemein mithilfe der im
Anhang B dargestellten Linearisierung bestimmt wird. Aus Gleichung (5.80) kann nun das
Verschiebungsinkrement ∆u berechnet und ein Update der Verschiebung uk durchgeführt
werden. Ist mit der verbesserten Verschiebungslösung ein Konvergenzkriterium erfüllt, so
wird die Iteration abgebrochen und ein weiteres Lastinkrement aufgebracht.
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Der numerische Aufwand durch die in jedem Iterationsschritt neu berechnete tangen-
tiale Steifigkeit kann reduziert werden, indem KT nur zu Beginn eines jeden Lastschritts
einmal bestimmt wird. Damit geht jedoch die quadratische Konvergenz in der Nähe
der Lösung verloren. Daher ist dieses modifizierte Newton-Raphson-Verfahren nur für
schwach nichtlineare Probleme sinnvoll.
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Kapitel 6

Beispiele

Nachdem alle theoretischen Grundlagen für die verschiedenen piezoelektrischen Schalen-
elemente in den vorangegangenen Kapiteln bereitgestellt wurden, sind diese codiert und
in das Programmsystem FEAP (Finite Element Analysis Program) von Zienkiewicz
und Taylor [134, 135] implementiert worden.

Eine kurze Zusammenfassung der Besonderheiten der jeweiligen Elemente soll es er-
leichtern, eine bessere Übersicht für die nachfolgenden numerischen Beispiele zu erhalten.

1. Das ANS-basierte piezoelektrische Schalenelement, mit der mnemonischen Abkür-
zung SM2FΦ1, vgl. Gleichung (5.36), verwendet eine lineare Approximation des
elektrischen Potenzials in Dickenrichtung und einen bilinearen Ansatz für Φ in der
xy-Ebene.

2. Für das ANS-basierte piezoelektrische Schalenelement SM2FΦ1k, vgl. Gleichung
(5.38), wird das elektrische Potenzial in Dickenrichtung ebenfalls linear approxi-
miert. In der xy-Ebene jedoch wird ein konstanter Ansatz für Φ gewählt, so dass
eine Eliminierung dieses elektrischen Freiheitsgrades auf Elementebene durchgeführt
werden kann. Es verbleibt eine Formulierung, die nur noch mechanische Freiheits-
grade enthält. Über innere Variablen können jedoch weiterhin elektrische Belastun-
gen sowohl statisch als auch dynamisch aufgebracht werden.

3. Der quadratische Ansatz für das elektrische Potenzial in Dickenrichtung ist für das
ANS-basierte piezoelektrische Schalenelement SM2FΦ2, vgl. Gleichung (5.42), um-
gesetzt worden. Die Approximation von Φ in der xy-Ebene ist hier wieder durch
einen bilinearen Ansatz realisiert.

4. Ein nichtlineares Materialverhalten für den Kleinsignalbereich beinhaltet das ANS-
basierte piezoelektrische Schalenelement SM2FΦ1n, vgl. Gleichung (5.54), bei dem
der piezoelektrische Modul vom aktuellen Verzerrungszustand abhängig ist. Auch
hier wird der Verlauf des elektrischen Potenzials linear über die Dicke angenommen
und durch bilineare Ansätze in der xy-Ebene approximiert.
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5. Das auf hybriden Methoden aufbauende ANS-basierte piezoelektrische Schalenele-
ment SM3FΦ1, vgl. Gleichung (5.72), verwendet als zusätzlichen Freiheitsgrad die
dielektrische Verschiebung, die jedoch aufgrund der konstanten Approximation in
der xy-Ebene auf Elementebene eliminiert werden kann. Das elektrische Potenzial
wird in der xy-Ebene durch bilineare Ansätze angenähert. Für den Verlauf von Φ

in der Dickenrichtung wird ebenfalls eine lineare Approximation gewählt.

6. Ein piezoelektrisches Schalenelement von Lammering [71], hier als SM2FΦ1red
bezeichnet, mit reduzierter Integration der Schubterme, wird zu Vergleichszwecken
herangezogen. Ansonsten entspricht dieses Element dem ANS-basierten SM2FΦ1.

6.1 Ziele der numerischen Untersuchungen

Ziel der in dieser Arbeit diskutierten Beispiele ist es, anhand ausgewählter Systeme die
Unterschiede der Elementformulierungen zu dokumentieren und die Leistungsfähigkeit
der einzelnen finiten Elemente herauszuarbeiten. Es ergeben sich jedoch eine Vielzahl
an zu untersuchenden Effekten und als Folge eine Unzahl an Kombinationsmöglichkeiten,
deren vollständige Diskussion im Rahmen dieser Arbeit nicht vorgestellt werden kann.
Daher wird eine Auswahl von Beispielen getroffen, durch die die wichtigsten Effekte er-
fasst werden. Dazu werden folgende Zielvorgaben definiert, die durch die numerischen
Berechnungen abgedeckt werden:

• Untersuchung sowohl des inversen als auch des direkten piezoelektrischen Effekts.
Dazu werden die piezoelektrischen Schichten im aktorischen bzw. sensorischen Be-
trieb eingesetzt.

• Betrachtung von statischen und dynamischen Problemen.

• Möglichkeiten der aktiven Formkontrolle bei statischer mechanischer Belastung durch
gleichzeitiges Entgegensteuern mithilfe von Aktoren.

• Stabilität der Formulierungen bei verzerrten Elementgeometrien und verschiedenen
Lagerungsbedingungen.

• Einfluss der quadratischen Approximation des elektrischen Potenzials in Dickenrich-
tung auf die Systemsteifigkeit im Vergleich zum linearen Ansatz für Φ.

• Auswirkungen der Dreifeldvariationsformulierung auf die Berechnungsergebnisse.

• Einfluss der physikalischen Nichtlinearität im Kleinsignalbereich auf das Struktur-
verhalten.

Zur besseren Übersicht fasst Tabelle 6.1 die wichtigsten Effekte zusammen und gibt an,
welche Untersuchungen mit den einzelnen Elementen durchgeführt werden.



6.2. Aktorischer und sensorischer Betrieb eines geschichteten Kragträgers 85

BetriebÂFormulierung SM2FΦ1 SM2FΦ1k SM2FΦ2 SM3FΦ1 SM2FΦ1n

aktorisch statisch 6.2.1, 6.3, 6.4, 6.7.3 6.2.1, 6.3 6.2.1 6.2.1, 6.4.2 6.7.1, 6.7.3
dynamisch 6.7.2 6.7.2

sensorisch statisch 6.2.2, 6.6 6.2.2 6.2.2, 6.6 6.2.2, 6.6
dynamisch 6.5 6.5 6.5

Tabelle 6.1: Übersicht über die durchgeführten Untersuchungen für die jeweiligen Ele-
mente durch Angabe der Kapitelnummer

Die Beispiele diskutieren zunächst die zu untersuchenden linearen Effekte der gekop-
pelten elektromechanischen Formulierungen, um in einem weiteren Schritt auf die Aus-
wirkungen des physikalisch nichtlinearen Materialverhaltens einzugehen.

6.2 Aktorischer und sensorischer Betrieb eines ge-
schichteten Kragträgers

Anhand eines entgegengesetzt polarisierten geschichteten Kragbalkens, vorgestellt von
Sze und Pan [106] und Tzou [112], soll für ein statisches Problem sowohl der aktori-
sche als auch der sensorische Betrieb für alle linearen ANS-basierten Elemente untersucht
werden. Der Einfluss von Netzverzerrungen wird ebenfalls diskutiert werden.

Der Balken besteht aus zwei identischen PVDF Schichten, vgl. Bild 6.1, deren ent-
gegengesetzte Polarisierung den Effekt hat, dass beim Aufbringen eines unidirektionalen
elektrischen Feldes, sich die eine piezoelektrische Schicht ausdehnt während die andere
kontrahiert. Damit wird eine Biegung des Balkens erzeugt. Es existieren auch vereinfach-
te Modelle, die die Wirkung der piezoelektrischen Aktoren durch äquivalente Kräfte und
Momente ersetzen und die elektromechanische Kopplung im Stoffgesetz vernachlässigen,

Polarisierung

elektrisches 
Feld

h

wL

b

Bild 6.1: Geschichteter Kragträger mit entgegengesetzter Polarisierung
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Geometriedaten Materialdaten

L = 100 mm E = 2.0 · 109Nm−2

h = 2x0.5 mm ν = 0.29

b = 5.0 mm e311 = 0.046 Cm−2

ε33 = 0.01062 Fm−1

Tabelle 6.2: Geometrie- und Materialdaten für den geschichteten Kragträger

vgl. u.a. Preumont [90] undWiesemann [122].

Die für dieses Beispiel verwendeten Abmessungen und Materialparameter sind in Ta-
belle 6.2 angegeben.

6.2.1 Aktorischer Betrieb

Zunächst wird der aktorische Betrieb bei Belastung der beiden Schichten mit einem elek-
trischen Feld von 1.0 Vm−1 betrachtet. Die zugehörige Biegelinie wird mit einem Netz
bestehend aus fünf finiten Elementen berechnet und ist in Bild 6.2 dargestellt. Eine ana-
lytische Referenzlösung für einen Bernoulli-Balken ergibt eine Durchbiegung an der Krag-
armspitze von w = 3.45µm. Es zeigt sich sowohl mit der analytischen Lösung als auch
mit den Literaturwerten eine sehr gute Übereinstimmung für alle betrachteten linearen
Elemente. Aufgrund des hohen Schlankheitsgrades von L/h = 100 und der recht gerin-
gen elektromechanischen Kopplung des verwendeten PVDF-Materials, verschwinden die
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Bild 6.2: Biegelinie des Kragträgers
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e

e1

e4

Bild 6.3: Finite-Elemente-Netz für verschieden starke Verzerrungen e der Elemente

Unterschiede zwischen den einzelnen Elementen. Der Einfluss der Berücksichtigung aller
Energieanteile durch die Verwendung der quadratischen Approximation des elektrischen
Potenzials im Element SM2FΦ2 gegenüber dem linearen Ansatz im Element SM2FΦ1
wirkt sich erst bei größeren Schichtdicken aus. Untersuchungen, die die Auswirkungen
der unterschiedlichen Approximation des elektrischen Potenzials auf das Systemverhalten
in Abhängigkeit vom Schlankheitsgrad der Struktur betrachten, werden in Kapitel 6.6
vorgestellt.

Werden nun die Elemente verzerrt, wie in Bild 6.3 für ein Element schematisch gezeigt,
so wird damit der Einfluss der Elementgeometrie der hier verwendeten vier Elemente auf
die Lösung untersucht. Beispielhaft sind die Verzerrungen e1 und e4 dargestellt. Die
Belastung der beiden Schichten beträgt hier ebenfalls 1.0 Vm−1. Die Durchbiegung am
Balkenende wird in Bild 6.4 auf die analytische Referenzlösung w0 bezogen und über der
Verzerrung e, vgl. Bild 6.3, der Elemente aufgetragen. Sämtliche hier dargestellten Scha-
lenelemente zeigen ein sehr gutes Approximationsverhalten auch bei stärker verzerrten
Elementen gegenüber der analytischen Lösung. Es ist keine weitere Netzverfeinerung not-
wendig, da auch für das grobe Netz mit nur vier Elementen kaumAbweichungen gegenüber
der Berechnung mit unverzerrten Elementen auftreten.

Insbesondere beim Vergleich mit Ergebnissen aus der Literatur zeigt sich die größere
Robustheit der ANS-basierten piezoelektrischen Elemente gegenüber gemischten Hexa-
ederelementen von Sze und Pan [106]. Das schlechteste Ergebnis wird für das Element
H8D von Sze und Pan [106] erzielt. Hier wurde als zusätzliche unabhängige Variable
die dielektrische Verschiebung in die Elementformulierung integriert. Wird zusätzlich
auch noch die Spannung σ als unabhängige Variablen eingeführt, so ergibt sich trotzdem
für das Element H8DS kaum eine Verbesserung. Erst wenn eine von Sze und Gha-
li [103] entwickelte selektive Skalierungstechnik die Schubversteifungseffekte vermindert,
sind brauchbare Ergebnisse für das Element H8DS∗ zu erzielen. Dies zeigt, dass auch bei
gemischten Elementen zusätzliche Methoden zur Vermeidung von Lockingeffekten einge-
setzt werden sollten, um eine robustere Formulierung auch für verzerrte Netzgeometrien
zu erzielen.
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Bild 6.4: Maximale Durchbiegung in Abhängigkeit von den Verzerrungen e der Elemente

6.2.2 Sensorischer Betrieb

Eine weitere Untersuchung gilt dem Verhalten bei sensorischem Betrieb. Dazu wird das
Balkenende um 1 cm ausgelenkt und der Verlauf des elektrischen Potenzials in Balken-
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Bild 6.5: Elektrisches Potenzial entlang der Balkenachse
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längsrichtung aufgetragen. Die Ergebnisse dieser Berechnungen sind in Bild 6.5 grafisch
dargestellt. Bis auf den treppenförmigen Verlauf des elektrischen Potenzials des Scha-
lenelements SM2FΦ1k liegen die Ergebnisse sehr gut zusammen. Es zeigen sich leichte
Abweichungen vom linearen Verlauf im Bereich der Einspannung und am Balkenende.
Diese Abweichungen sind bei Chee et al. [29] nicht zu verzeichnen, finden sich jedoch
auch in der Literatur, z.B. bei Chen et al. [30], Detwiler et al. [34], Hwang und
Park [111] und Suleman und Venkayya [101].

Interessant sind die Ergebnisse des Elements SM2FΦ1k mit konstantem elektrischem
Potenzial in der Schalenebene. Hier ist eine starke Verbesserung der diskreten Sensorwerte
gegenüber der Formulierung von Hwang und Park [52] zu verzeichnen. Die Abstufung
zwischen den einzelnen diskreten Werten im Element ist für das Element SM2FΦ1k sehr
viel gleichmäßiger als bei Hwang und Park [52], wie es bei linearem Verlauf des Biege-
moments zu erwarten ist.

6.3 Eingespannte Platte bei aktorischem Betrieb

Inwieweit Übereinstimmungen von Berechnungsergebnissen der Elemente SM2FΦ1 und
SM2FΦ1k mit experimentellen Daten erzielt werden können, soll im folgenden Beispiel
betrachtet werden, das von Köppe et al. [68] und Gabbert et al. [39] untersucht
wurde. Auf einer eingespannten Stahlplatte sind jeweils vier piezoelektrische Keramiken
mit entgegengesetzter Polarisierung auf Ober- und Unterseite appliziert. Die geometri-
schen Abmessungen des Systems können Bild 6.6 entnommen werden. Die Parameter der
verwendeten Materialien sind in der Tabelle 6.3 zusammenfassend angegeben.

Zunächst wird das System einer Eigenwertanalyse unterzogen, wobei zu Vergleichs-
zwecken nur die erste Eigenfrequenz der numerischen Berechnung dem experimentellen
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Bild 6.6: Allseitig eingespannte Stahlplatte mit applizierten piezoelektrischen Aktoren
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Stahlplatte PIC 151

E = 2.07 · 1011Nm−2 E = 6.67 · 1010Nm−2

ν = 0.28 ν = 0.0

ρ = 7850 kgm−3 e311 = −14.0 Cm−2

e322 = −14.0 Cm−2

e333 = 30.0 Cm−2

ε33 = 1.86 · 10−8 Fm−1

ρ = 7800 kgm−3

Tabelle 6.3: Materialdaten für Stahlplatte und piezoelektrische Keramiken

Ergebnis gegenübergestellt wird. Aufgrund der doppelten Symmetrie des Systems ist die
hierzu zugehörige Eigenform ebenfalls doppelt symmetrisch, so dass es ausreichend ist,
für die Untersuchungen nur ein Viertel der Struktur zu verwenden.

Die numerischen Berechnungen werden mit einem gleichmäßigen Netz bestehend aus
60 × 40 Elementen in x- bzw. y-Richtung durchgeführt. Ein Vergleich der ersten Eigen-
frequenz von f = 166.2 s−1 zeigt eine gute Übereinstimmung mit der im Experiment
ermittelten von f = 163.5 s−1, was eine Abweichung von nur ca. 1.6% darstellt. Damit
kann durch das hier verwendete numerischeModell die Struktur gut abgebildet werden. Im
Folgenden wird nun für den aktorischen Betrieb das Verformungsverhalten bei statischer
Belastung untersucht.

Für die numerische Berechnung wird eine elektrische Spannung von Φ = 100 V gleich-
mäßig auf die Aktoren aufgebracht. Durch die entgegengesetzte Polarisation der oberen
und der unteren Keramik wird eine Durchbiegung des Systems erzeugt. Die Verschie-
bungen entlang eines Schnittes y = 0.0 mm sind in Bild 6.7 dargestellt und werden mit
den experimentellen Daten und numerischen Berechnungen von Köppe et al. [68] und
Gabbert et al. [39] verglichen. Es zeigt sich eine gute Näherung an die Messergeb-
nisse. Durch die starre Einspannung wird die Struktur bei der numerischen Berechnung
etwas steifer modelliert, weshalb die FE-Ergebnisse etwas oberhalb der experimentellen
Daten liegen. Im Vergleich zum Element SM2FΦ1 ergeben sich für das Element SM2FΦ1k
jedoch etwas größere Verschiebungen. Die konstante Approximation des elektrischen Po-
tenzials in der Schalenebene weist hier eine stärkere elektromechanische Kopplung auf, da
die aufgebrachte Last als eine innere Belastung behandelt wird.

Für die numerische Berechnung bei Köppe et al. [68] und Gabbert et al. [39]
werden sowohl bei der Modellierung der elastischen Einspannung als auch für die Platten-
struktur Volumenelemente zur Netzgenerierung verwendet. Durch die Berücksichtigung
der Elastizität der Einspannung ergeben sich im Vergleich zu den Messergebnissen etwas
größere Verformungen.

Im Bild 6.8 sind nun die Ergebnisse in der Nähe der Einspannung für einen Schnitt
entlang der Linie y = 81.2 mm dargestellt. Hier zeigt sich für die numerische Berech-
nung der Einfluss der bei den Elementen SM2FΦ1 und SM2FΦ1k verwendeten starren
Einspannung. Insbesondere in der Nähe der eingespannten Ecke ergeben sich deutliche
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Bild 6.7: Verschiebungen entlang der Linie y = 0.0 mm

Abweichungen der numerischen Berechnungen von den Messergebnissen. Die Abweichun-
gen nehmen jedoch mit dem Abstand von der Ecke ab und sind in der Nähe der Symme-
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trieachse fast vollständig verschwunden. Eine Verbesserung der numerischen Ergebnisse
ist durch eine genauere Modellierung der Lagerungsbedingungen zu erzielen. Dies ist bei
den Berechnungen von Köppe et al. [68] undGabbert et al. [39] zu erkennen, deren
Approximation der Verschiebungen durch Berücksichtigung der elastischen Einspannung
insbesondere im Eckbereich bessere Ergebnisse liefert. Jedoch sind trotzdem noch Abwei-
chungen im Bereich des Aktors zu erkennen. Vermutlich wird erst die Berücksichtigung
von nichtlinearen Effekten beim piezoelektrischen Materialverhalten zu einer genaueren
Anpassung führen. Darauf weisen die Beispiele zum nichtlinearen Verhalten von piezo-
elektrischen Strukturen für den Kleinsignalbereich im Kapitel 6.7 hin. Für weite Bereiche
der Platte ergeben sich jedoch für die starre Einspannung auch jetzt schon ausreichend
genaue Ergebnisse.

Die Anpassung an reale Systeme wird jedoch dadurch erschwert, dass im Allgemeinen
die tatsächlichen Materialkennwerte im Experiment nicht den Herstellerangaben genau
entsprechen und daher eine vollständige Übereinstimmung zwischen numerischen Berech-
nungen und experimentellen Daten nur mit hohem Aufwand zu erreichen ist.

6.4 Formadaption einer quadratischen Platte bei me-
chanischer Belastung

Dieses Beispiel soll die Möglichkeiten der aktiven Formgewährleistung von Strukturen
unter mechanischer Belastung aufzeigen. Ziel dieser Untersuchungen ist es des Weiteren,
die Zuverlässigkeit auch bei verzerrten FE-Netzen und die erweiterten Anwendungsmög-
lichkeiten der ANS-basierten piezoelektrischen Elemente gegenüber Elementen mit selek-
tiv reduzierter Integration herauszuarbeiten, vgl. Lammering [71] und Lammering
und Mesecke-Rischmann [72]. Aus diesem Grund werden Simulationen zur Formge-
währleistung einer Platte für zwei verschiedene Lagerungsbedingungen und Belastungen
durchgeführt und die Ergebnisse diskutiert.

Die untersuchten Platten bestehen aus einer passiven Tragschicht aus Aluminium und
sind jeweils auf Ober- und Unterseite vollständig mit einer piezoelektrischen Schicht aus
PZT G1195 beklebt, wobei die beiden Schichten in entgegengesetzter Richtung polari-
siert sind. Für beide Beispiele werden die gleichen Abmessungen und Materialparameter
verwendet, die in Tabelle 6.4 angegeben sind.

6.4.1 Formkontrolle einer gelenkig gelagerten Platte

Das folgende Beispiel untersucht den Einfluss der Netzverzerrung auf die Berechnungs-
ergebnisse. Die betrachtete quadratische Platte wird gelenkig gelagert und mit einer
vertikalen Einzellast von F = 12 N in der Plattenmitte belastet.
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Geometriedaten in m Materialdaten

L = 0.254 Ealu = 7.1 × 1010 Nm−2

B = 0.254 νalu = 0.3

talu = 8.28 × 10−4 Epiezo = 6.3 × 1010 Nm−2

tpiezo = 2.54 × 10−4 νpiezo = 0.3

e311 = e322 = 30.77 Cm−2

e333 = 18.46 Cm−2

ε33 = 1.53 × 10−8 Fm−1

Tabelle 6.4: Geometrie- und Materialdaten für die quadratische Platte

Bild 6.9: Verzerrtes Netz mit 5 × 5 Elementen für ein Viertel des Systems

Aufgrund der Symmetrie wird nur ein Viertel des Systems betrachtet und mit einem
FE-Netz aus 5 × 5 Elementen diskretisiert. Das verzerrte Netz ist in Bild 6.9 darge-
stellt. Bei der numerischen Berechnung wird nun gleichzeitig zur mechanischen Last auf
alle Knotenwerte ein konstantes elektrisches Potenzial aufgebracht, um die Verschiebun-
gen aktiv zu beeinflussen. Der Startwert für das elektrische Potenzial wird im ersten
Schritt zu 0 V gewählt und solange erhöht, bis im Mittel die unverformte horizontale
Ausgangskonfiguration erreicht wird. Idealerweise entsteht eine Platte mit ”unendlicher
Steifigkeit”, was bedeutet, dass für eine beliebige mechanische Belastung der unverformte
Ausgangszustand wieder hergestellt werden kann.

Die Ergebnisse dieser Berechnungen sind in Bild 6.10 für die Symmetrieachse darge-
stellt. Aufgrund der doppelten Symmetrie stimmen die Durchbiegungen für beide Sym-
metrieachsen überein und können daher symmetrisch ergänzt werden.

Es zeigt sich, dass für das betrachtete Element SM2FΦ1 dieselbe elektrische Spannung
bei verzerrtem und unverzerrtem FE-Netz gebraucht wird, um im Mittel die Ausgangs-
lage der Platte wiederherzustellen. Die maximale Durchbiegung in der Plattenmitte ist
unabhängig vom gewählten FE-Netz nahezu identisch. Ein Vergleich mit Berechnungen
für das Element SM2FΦ1red mit reduzierter Integration der Schubterme, vgl. Lamme-
ring [71], liefert ebenfalls übereinstimmende Ergebnisse für das unverzerrte Netz, die aus
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Bild 6.10: Vergleich verschiedener Stadien der aktiven Formkontrolle für die Elemente
SM2FΦ1 und SM2FΦ1red, dargestellt entlang der Symmetrieachse für ein unverzerrtes
und ein verzerrtes FE-Netz

diesem Grund nicht dargestellt sind. Für das verzerrte Netz jedoch ergeben sich geringe-
re Verschiebungswerte. Damit liefert das ANS-basierte Element SM2FΦ1 zuverlässigere
Ergebnisse bei verzerrten Elementgeometrien.

Für die in Bild 6.10 untersuchten Stadien bei der Formkontrolle sind in Bild 6.11 die
verschiedenen Verformungszustände des Elements SM2FΦ1 für die gesamte Platte dar-
gestellt. Hier wird deutlich, dass mithilfe einer elektrischen Belastung die unbelastete
Ausgangslage auch aktiv nicht vollständig wiederhergestellt werden kann. Dies ist nur
über die Platte gemittelt zu erreichen, nicht jedoch für jeden Punkt. Um eine optimale
Formkontrolle zu gewährleisten, ist der Einsatz von Optimierungstechniken zur Berech-
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Bild 6.11: Verschiedene Stadien der aktiven Formkontrolle einer gelenkig gelagerten Platte
unter mittig angreifender Einzellast
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nung der optimalen Aktorform notwendig. Ein Überblick über den Stand der Optimie-
rungsmethoden für piezoelektrische Strukturen wird u.a. bei Frecker [38] und Seeger
[95] gegeben.

6.4.2 Formkontrolle einer punktgelagerten Platte

In diesem Beispiel wird die quadratische Platte nur an den Eckpunkten punktförmig ge-
lagert und mit einer konstanten Flächenlast von 200 Nm−2 belastet. Auch hier wird
gleichzeitig zu der mechanischen Belastung ein elektrisches Potenzial zur Kontrolle der
Plattenverformungen aufgebracht. Die numerische Berechnungen werden mit den Elemen-
ten SM2FΦ1, SM2FΦ1red und SM3FΦ1 durchgeführt und die Ergebnisse sind in Bild 6.12
für die Symmetrieachse dargestellt. Ausgehend von 0 V ist eine Erhöhung des elektrischen
Potenzials bis auf 75 V notwendig, um auch hier die undeformierte Ausgangslage imMittel
zu erreichen. Beide ANS-basierten Elemente stimmen aufgrund des hohen Schlankheits-
grades von L/(talu+tpiezo) = 234.7 sehr gut überein. Das Element SM2FΦ1red mit selektiv
reduzierter Integration der Schubterme leidet jedoch unter Nullenergiemoden, die durch
die gewählten Randbedingungen nicht zu unterdrücken sind. Daher zeigt dieses Beispiel
zweifellos die große Überlegenheit von ANS-basierten piezoelektrischen Schalenelementen
gegenüber solchen mit selektiv reduzierter Integration.

Die verschiedenen Stadien, die für die Ermittlung des notwendigen elektrischen Poten-
zials berechnet wurden, sind in Bild 6.13 beispielhaft dargestellt. Auch bei diesem System

-1.5
-1.4

-1.2

-1.0

-8.0

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

SM3F 1Φ
SM2F 1Φ

Ve
rs

ch
ie

bu
ng

en
 in

 1
0

m
-3

25V

0V

75V

45V

Koordinate x in m

Bild 6.12: Vergleich der Elemente SM2FΦ1 und SM3FΦ1 für verschiedene Stadien der ak-
tiven Formkontrolle entlang der Symmetrieachse einer punktgelagerten Platte bei gleich-
mäßiger Flächenlast



96 6. Beispiele
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Bild 6.13: Verschiedene Stadien der aktiven Formkontrolle einer punktgelagerten Platte
unter gleichmäßiger Flächenlast

ist eine vollständige Kontrolle der Verschiebungen für jeden Punkt der Platte nicht mög-
lich, sondern wird nur im Mittel erfüllt. Mit der Anwendung von Optimierungstechniken
würde auch hier eine Verbesserung der Ergebnisse erzielt werden.

6.5 Schwingungsanalyse einer Rechteckplatte mithil-
fe von Sensoren

Das Ziel der folgenden Untersuchungen ist, durch applizierte Sensoren das Schwingungs-
verhalten der Struktur zu erfassen und wiederzugeben. Hierzu wird der sensorische Betrieb
für eine dynamische Belastung anhand einer gelenkig gelagerten Rechteckplatte mit zwei
sehr kleinen piezoelektrischen Sensoren auf Ober- und Unterseite, vgl. Bild 6.14, für die
Elemente SM2FΦ1, SM2FΦ1k und SM2FΦ2 untersucht. Alle für die Berechnung notwen-
digen geometrischen Abmessungen und Materialdaten sind in der Tabelle 6.5 angegeben.

Die Lasteinleitung der vertikalen Erregerkraft von F = 1.0 N befindet sich im Punkt
Lx,f = 0.625m und By,f = 0.4m. Für die numerische Berechnung wird ein regelmäßiges
FE-Netz mit 36 × 24 Elementen in der x-Richtung bzw. in der y-Richtung verwendet.

Geometriedaten in m Materialdaten
Platte Sensoren Platte Sensoren

Lx = 0.90 L2 = 0.025 E = 0.71 · 1011Nm−2 Es = 6.3 · 1010Nm−2

By = 0.60 B2 = 0.025 ν = 0.3 νs = 0.35

h = 0.004 hs = 0.0002 ρ = 2700kgm−3 ρs = 0 kgm−3

L1 = 0.20 η = 0.01 e311 = e322 = −17.325Cm−2

B1 = 0.40 ε33 = 1.6 · 10−6 Fm−1

Tabelle 6.5: Geometrie- und Materialdaten für Rechteckplatte
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Bild 6.14: Geometrie der allseitig gelenkig gelagerten Rechteckplatte mit beidseitig appli-
zierten piezoelektrischen Sensoren

Der Zeitschritt wird mit ∆t = 1.59 · 10−5 s relativ klein gewählt, um möglichst viele
Eigenfrequenzen bei der Schwingungsanalyse zu berücksichtigen. Die Belastung wird
dabei in Form eines kurzen Rechteckimpulses für die Dauer von 20 Zeitschritten auf das
System aufgebracht, um möglichst viele Eigenfrequenzen gleichzeitig anzuregen. Bei der
numerischen Berechnung wird das Newmark-Verfahren für die Zeitintegration verwendet
und das Systemmit einer geringen Rayleighschen Dämpfung versehen, bei der ein modaler
Verlustfaktor η eingesetzt wird. Während des darauf folgenden Ausschwingvorgangs des
Systems werden die Verschiebungen eines Eckknotens des Sensors mit den Koordinaten
xp = 0.2m und yp = 0.4m beobachtet. Um eine Vergleichbarkeit der verschiedenen
Elemente auch mit SM2FΦ1k zu wahren, wird jedoch das elektrische Potenzial für den
Mittelpunkt des Sensors ausgewertet.

Die Ergebnisse der Vertikalverschiebungen für den Eckknoten werden mithilfe einer
Fouriertransformation in den Frequenzraum überführt und können danach mit der analy-
tischen Näherungslösung von Vogl et al. [116] verglichen werden. Die Transformation
wird dabei mit dem Programm Matlab durchgeführt. Das Vorgehen von Vogl et al.
[116] bei der Ermittlung einer analytischen Näherungslösung mithilfe von Fourierreihen
wird sowohl für die Rezeptanz als auch die Fouriertransformierte des elektrischen Poten-
zials anhand dieses Beispiels im Anhang C kurz vorgestellt.

In Bild 6.15 ist die Rezeptanz für den Referenzpunkt dargestellt und zeigt für alle
betrachteten Elemente eine sehr gute Übereinstimmung mit der Referenzlösung und auch
im Vergleich untereinander. Dies ist vor allem vor dem Hintergrund zu sehen, dass die



98 6. Beispiele

R
ez

ep
ta

nz
 in

 m
/N

1.0E-07

1.0E-06

1.0E-05

1.0E-04

1.0E-03

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220 240
Frequenz in Hz

0

SM2F 1Φ

SM2F 2Φ

Vogl et al., 2001

SM2F 1kΦ

Bild 6.15: Rezeptanz für den Referenzpunkt des Sensors

Rayleighsche Dämpfung nur für die erste Eigenfrequenz bei f = 39.2Hz angepasst wurde.
Damit werden die höheren Eigenfrequenzen zu schwach gedämpft, was die Abweichungen
bei den höheren Frequenzen zwischen der numerischen Berechnung und der Referenzlösung
erklärt.

Die Fouriertransformierte des elektrischen Potenzials bezogen auf die Anregung ist in
Bild 6.16 für die Mitte des piezoelektrischen Sensors dargestellt. Eine gute Überein-
stimmung mit der Referenzlösung wird auch hier für alle betrachteten Elemente erzielt.
Der Einfluss der quadratischen Approximation des elektrischen Potenzials beim Element
SM2FΦ2 auf das Schwingungsverhalten der Struktur ist gering gegenüber einem linearen
Ansatz und liefert daher übereinstimmende Ergebnisse. Aufgrund der verringerten Anzahl
an Freiheitsgraden ist daher bei diesem Beispiel das Element SM2FΦ1k zu bevorzugen.

Die Ergebnisse der Bilder 6.15 und 6.16 zeigen außerdem für den Bereich niedriger
Frequenzen einen gleichartigen Kurvenverlauf zwischen der Rezeptanz und der Fourier-
transformierten des elektrischen Potenzials. Dies zeigt, dass durch die Sensorsignale bei
dieser numerischen Untersuchung das Strukturverhalten richtig approximiert wird.

Die Untersuchungen von Vogl et al. [116] zeigen jedoch, dass für größere Frequenz-
bereiche das Schwingungsverhalten des Systems durch das Sensorsignal nicht mehr voll-
ständig erfasst werden kann. Dann ist eine Überlagerung mehrerer Sensorsignale von
verschiedenen Beobachtungspunkten sinnvoll. Eine genaue Analyse bzgl. der Anzahl und
Platzierung der Sensoren ist dann im Rahmen einer Optimierung durchzuführen. Dies ist
insbesondere wichtig bei der Überwachung von schwingenden Strukturen, um bei Ände-
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Bild 6.16: Fouriertransformierte des elektrischen Potenzials für den Mittelpunkt des Sen-
sors

rungen im Strukturverhalten Schäden richtig detektieren zu können.

6.6 Flach gekrümmte Schale unter Einzellast

Das folgende Beispiel soll den Einfluss der quadratischen Approximation des elektrischen
Potenzials im Element SM2FΦ2 und die vollständige Berücksichtigung der inneren Arbeit
aller Schnittgrößenanteile durch das Element SM3FΦ1 auf das Strukturverhalten untersu-
chen. Dazu wird der Schlankheitsgrad λ der Schale durch eine Variation der Schichtdicke
h verändert und die Ergebnisse vom ANS-basierten Schalenelement SM2FΦ2 denen der
Elemente SM2FΦ1, SM2FΦ2red sowie dem Element SM3FΦ1 gegenübergestellt.

Die betrachtete flache Zylinderschale besteht aus zwei piezoelektrischen Schichten aus
PZT G1195, die eine entgegengesetzte Polarisation aufweisen. Die geometrischen Abmes-
sungen und die Materialdaten sind in Tabelle 6.6 zusammengefasst.

An den Längsrändern ist die Zylinderschale gelenkig gelagert, während die gekrümmten
Ränder ungelagert sind. Das System wird durch eine vertikale Einzellast von P = 732.5 N
mittig belastet, vgl. Bild 6.17. Unter Ausnutzung der Symmetriebedingungen wird nur
ein Viertel des Systems mit 2 × 2 Elementen diskretisiert. Durch Variation der Schicht-
dicke h wird für verschiedene Schlankheitsgrade λ = R/2h der Schale von R/2h = 50

bis R/2h = 1000 die maximale vertikale Verschiebung wp im Angriffspunkt der Last



100 6. Beispiele

2b

2L

P

wp

R

α α

2h

gelenkige 
Lagerung

gelenkige 
Lagerung

Bild 6.17: Ausschnitt einer flach gekrümmten piezoelektrischen Zylinderschale unter ver-
tikaler Einzellast

Geometriedaten Materialdaten

L = 0.254 m E = 6.3 × 1010 Nm−2

b = 0.254 m ν = 0.3

R = 2.54 m e311 = e322 = 30.77 Cm−2

α = 0.1 rad e333 = 18.46 Cm−2

ε33 = 1.53 × 10−8 Fm−1

Tabelle 6.6: Geometrie- und Materialdaten für flache Schale

bestimmt. Die Ergebnisse werden bezogen auf die maximale Verschiebung wSM2FΦ1 des
Elements SM2FΦ1 und in Bild 6.18 dargestellt.

Zunächst fällt auf, dass sich identische Ergebnisse für die Elemente SM2FΦ2 und
SM3FΦ1 ergeben. Aufgrund der Tatsache, dass beim Element SM3FΦ1 die Beziehung
zwischen dem elektrischen Feld und dem elektrischen Potenzial nur in schacher Form
erfüllt werden muss, liefern auch die elektromechanischen Koppelterme einen vollständi-
gen Beitrag zur inneren Arbeit. Die Ergebnisse zeigen, dass beide Elemente die innere
Arbeit des gekoppelten elektromechanischen Systems auf verschiedene Weise vollstän-
dig berücksichtigen, was einen quadratischen Verlauf des elektrischen Potenzials über die
Schichtdicke bestätigt. Dieser Effekt wurde schon bei verschiedenen numerischen Bei-
spielen beobachtet, vgl. Lammering und Mesecke-Rischmann [72]. Damit ist das
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Bild 6.18: Vergleich der maximalen Verschiebungen für verschiedene Schlankeitsgrade λ
der Schale

Element SM3FΦ1 eine Alternative zu SM2FΦ2.

Für dicke Schalenstrukturen ergeben sich für die beiden Elemente SM2FΦ2 und SM3FΦ1
im Vergleich zum Element SM2FΦ1 um ca. 7% geringere Verschiebungen. Dieser Unter-
schied verringert sich mit zunehmendem Schlankheitsgrad der Schale und nähert sich für
die Verschiebungen denWerten des Elements SM2FΦ1 bis auf ca. 1% fürR/2h = 1000 an.
Dieser Einfluss der zusätzlich berücksichtigten Beiträge bei der Formulierung der inneren
Arbeit der elektromechanischen Kopplung ist jedoch abhängig von den Eigenschaften des
bei der Berechnung verwendeten piezoelektrischen Materials und kann deshalb sehr un-
terschiedlich sein. Die vorherigen Beispiele aus den Kapiteln 6.2.1, 6.4.2 und 6.5 weisen
nur sehr geringe Unterschiede zwischen den verschiedenen Elementen auf. Alle Berech-
nungen zeigen, dass für Strukturen mit hohem Schlankheitsgrad die Unterschiede beim
Verformungsverhalten zwischen den beiden Approximationen gering ausfallen. Zusätzlich
hat die Intensität der elektromechanischen Kopplung des eingesetzten Werkstoffs einen
Einfluss. Werden Werkstoffe verwendet, deren piezoelektrischer Modul nur geringe Werte
aufweist, so ist praktisch keine Abweichung zwischen den Elementen zu erwarten, da die
zusätzlichen Beiträge für die innere Arbeit bei Berücksichtigung der vollständigen elektro-
mechanischen Kopplung nur gering ausfallen. Materialien mit starker Kopplung hingegen
zeigen ein steiferes Strukturverhalten, so dass eine adäquate Modellierung vom betrach-
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teten System abhängig ist. Daher ist eine Überprüfung der gewählten Approximation bei
geringen Schlankheitsgraden in jedem Fall zu empfehlen.

Die Ergebnisse des Elements SM2FΦ1red mit der selektiv reduzierten Integration der
Schubterme liefern ein etwas weicheres Strukturverhalten und liegen daher oberhalb von
denen des ANS-basierten Schalenelements SM2FΦ1. Diese Abweichungen wurden schon
vonWagner [119] bei Vergleichen des rein mechanischen Verhaltens der vier- mit neun-
Knotenelementen nachgewiesen. Eine Verbesserung der Ergebnisse bei Verwendung des
Elements SM2FΦ1red lässt sich jedoch durch eine Netzverfeinerung erzielen. Die ANS-
basierten Elemente sind hier schon bei dieser sehr groben Diskretisierung in der Lage, das
richtige Strukturverhalten zu berechnen.

6.7 Physikalisch nichtlineare Strukturen

Für die adäquate Modellierung des nichtlinearen Verhaltens von piezoelektrischen Struk-
turen existieren derzeit wenige Ansätze. Daher soll zunächst anhand eines analytischen
Beispiels der Anwendungsbereich des in dieser Arbeit verwendeten nichtlinearen Stoff-
gesetzes aufgezeigt werden. Anschließend wird die Leistungsfähigkeit des entwickelten
Elements durch Vergleiche mit experimentellen Untersuchungen vorgestellt und die Un-
terschiede zum linearen Materialverhalten herausgearbeitet.

6.7.1 Voruntersuchungen

Am Beispiel eines eingespannten geschichteten Kragbalkens mit zwei gleichen piezoelek-
trischen Schichten, vgl. Bild 6.19, soll zuerst der Anwendungsbereich des physikalisch
nichtlinearen Elements SM2FΦ1n untersucht werden. Dies wird für den Membranzustand
und den Biegezustand durchgeführt.

Zunächst sind beide piezoelektrische Schichten in gleicher Richtung polarisiert und wer-
den mit einem gleichgerichteten elektrischen Feld belastet. Es entstehen nur Membran-

L

2t b

Bild 6.19: Geschichteter Kragbalken mit zwei piezoelektrischen Schichten
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kräfteN1 undN2, die aufgrund der Randbedingungen in der Summe verschwinden müssen

N1 +N2 = 0 , (6.1)

wobei mit einem Index 1 bzw. 2 die jeweilige Schicht gekennzeichnet wird. Die Normal-
kräfte berechnen sich mithilfe des Stoffgesetzes nach Gleichung (3.12) und den kinemati-
schen Beziehungen Emb = u,x zu

N1 = N2 =

Z
A

σ dA =

Z
A

CEmb −
¡
e0 + e1Emb

¢
Eelz dA

= bt
£
Cu,x −

¡
e0 + e1u,x

¢
Eelz
¤
. (6.2)

Alle Größen von Gleichung (6.2) werden nun in die Gleichgewichtsbedingung (6.1) einge-
setzt
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Auflösen nach den gesuchten Verschiebungen u ergibt

u = btL
e01E
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z1 + C2 − e
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el
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. (6.4)

Es wird deutlich, dass sich der nichtlineare Effekt, beschrieben durch die Werkstoffkon-
stante e1, bei einem elektrischen Feld entgegen der Polarisationsrichtung versteifend aus-
wirkt, während ein in der Richtung der Polarisation wirkendes elektrisches Feld das Struk-
turverhalten weicher macht.

Nun wird für die beiden Schichten eine entgegengesetzte Polarisation vorgesehen, jedoch
weiterhin das gleiche elektrische Feld bei der Belastung gewählt. Die Struktur kann sich
auch hier durch die gewählten Randbedingungen ungehindert ausdehnen. Damit muss
für die Einhaltung des mechanischen Gleichgewichts die Summe der Biegemomente der
beiden piezoelektrischen Schichten 1 und 2 verschwinden, d.h.

M1 +M2 = 0 . (6.5)

Es wird für die Kinematik Eb = ψx,xz verwendet. Die BiegemomenteM1 undM2 berech-
nen sich nun mithilfe des Stoffgesetzes gemäß Gleichung (3.12) zu

M1 =M2 =

Z
A

σz dA =

Z
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¡
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¡
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¢
Eelz
¢
z dA . (6.6)

Durch die Verwendung der Kinematik und nach Integration über die Fläche ergibt sich
schließlich mithilfe der Flächenmomente 1. und 2. Ordnung (Sy und Iy)
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¡
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¢
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Hieraus lässt sich die Verdrehung ψx des Balkens ermitteln

ψx =

Z
x

e01E
el
z1Sy1 + e

0
2E

el
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el
z1

¢
Iy1 +

¡
C2 − e12E

el
z2

¢
Iy2
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Bei entgegengesetzter Polarisation haben die piezoelektrischen Moduln ein unterschiedli-
ches Vorzeichen, so dass sich bei Verwendung eines gleichgerichteten elektrischen Feldes
und Gleichheit der Flächenmomente Iy1 = Iy2 die beiden nichtlinearen Terme gegenseitig
aufheben. Somit ist ein nichtlinearer Effekt für Biegeprobleme nur für Querschnitte mit
asymmetrischen piezoelektrischen Schichten möglich. Bei Membranzuständen, wie sie im
vorherigen Beispiel betrachtet wurden, ist jedoch auch ein nichtlinearer Effekt für einen
symmetrischen Schichtaufbau möglich.

6.7.2 Geschichteter Balken im aktorischen Betrieb

Im folgenden Beispiel soll nun untersucht werden, inwieweit das im Element SM2FΦ1n
verwendete nichtlineare Materialmodell für den Kleinsignalbereich in der Lage ist, nicht-
lineare Effekte realistisch abzubilden. Ein Vergleich mit dem linearen Element SM2FΦ1
soll die Unterschiede verdeutlichen.

In diesem Beispiel wird anhand eines geschichteten Kragträgers der Einfluss des nicht-
linearen Stoffgesetzes auf das Verformungsverhalten untersucht. Schon beiWang et al.
[121] konnten für dieses Beispiel im Experiment deutliche nichtlineare Effekte im Bereich
von Eel = 150Vmm−1 nachgewiesen werden. Der geschichtete Balken besteht aus ei-
ner Tragschicht aus Edelstahl und einer piezoelektrischen Keramik PZT 3203 HD. Die
Richtung der Polarisation ist in Bild 6.20 dargestellt. Die geometrischen Abmessungen
und Materialparameter sind in Tabelle 6.7 zusammengefasst und aus dem Datenblatt der
Firma CTS Wireless Components entnommen worden. Ein Wert für den nichtlinearen
piezoelektrischen Modul findet sich in den numerischen Untersuchungen von Thorn-
burgh und Chattopadhyay [108]. Alle weiteren nicht angegebenen piezoelektrischen
Konstanten werden vernachlässigt.

P

PZT 3203 HD

Edelstahl

L

h

hPZT

Bild 6.20: Geschichteter Kragträger mit einer piezoelektrischen Schicht



6.7. Physikalisch nichtlineare Strukturen 105

Geometriedaten Materialdaten
in m passive Tragschicht PZT 3203 HD

L = 3.5 · 10−2 E = 2.06 · 1011Nm−2 EPZT = 6.2 · 1010Nm−2

B = 7 · 10−3 ν = 0.3 νPZT = 0.3

h = 3.8 · 10−4 ρPZT = 7850 kgm−3 e0311 = −20.16Cm
−2

hPZT = 6.8 · 10−4 η = 0.01 e131111 = −131430Cm
−2

ε33 = 3.36 · 10−10 Fm−1

ρPZT = 7800 kgm−3

Tabelle 6.7: Geometrie- und Materialdaten für geschichteten Kragträger
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Bild 6.21: Maximale Auslenkung am Balkenende im aktorischen Betrieb bei einer Fre-
quenz von f = 10 Hz

Für die dynamische Berechnung wird bei einer Frequenz von f = 10 Hz der Balken mit
einem elektrischen Feld im Bereich von 0 bis 150 Vmm−1 belastet. Es wird eine geringe
Rayleighsche Dämpfung berücksichtigt und der Zeitschritt zu ∆t = 5.0 · 10−3 s gewählt.
Verschiedene Belastungen von Eel = 20Vmm−1, Eel = 40Vmm−1, Eel = 60Vmm−1,
Eel = 80Vmm−1, Eel = 100Vmm−1, Eel = 120Vmm−1, Eel = 140Vmm−1 bis zu
Eel = 150Vmm−1 werden aufgebracht. Eine Konvergenz im einzelnen Zeitinkrement wird
bei der nichtlinearen Berechnung für Eel = 20Vmm−1 imMittel nach 5 Iterationsschritten
erzielt, während bei der Belastung mit Eel = 150Vmm−1 bis zu 10 Iterationsschritte not-
wendig sind. Die maximale Auslenkung am Balkenende nach Erreichen eines stationären
Schwingungszustandes wird für das jeweilige elektrische Feld in Bild 6.21 dargestellt.

Die Übereinstimmung des nichtlinearen Modells mit den experimentellen Daten ist
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hervorragend, vor allem, wenn die Unsicherheiten bei der Bestimmung des nichtlinea-
ren Materialparameters e131111 mit berücksichtigt werden. Die nichtlinearen Ergebnisse
des Elements SM2FΦ1n unterschätzen das Systemverhalten leicht während die numeri-
sche Berechnungen von Thornburgh und Chattopadhyay [108] geringfügig über den
gemessenen Werten liegen.

Die Ergebnisse der Berechnung mit dem linearen Element SM2FΦ1 weichen mit Er-
höhung von Eel immer deutlicher von den Messwerten ab und spiegeln ein zu steifes
Systemverhalten wieder. Dieser betrachtete Bereich von Eel = 150Vmm−1 ist jedoch bis-
lang für die Modellierung als linear angesehen worden. Die zu erkennenden Abweichungen
von ca. 20% erscheinen allerdings als zu groß, um noch vernachlässigbar zu sein. Dies
legt den Schluss nahe, dass das tatsächliche Materialverhalten von Piezoelektrika durch
lineare Stoffgesetze nur recht ungenau erfasst wird. Nur das nichtlineare Modell ist hier
in der Lage, das nichtlineare Materialverhalten richtig wiederzugeben.

6.7.3 Gelenkig gelagerte Rechteckplatte im aktorischen Betrieb

In diesem Beispiel soll nun der Einfluss der Nichtlinearität für zweidimensionale Struk-
turen untersucht werden. Ein Vergleich zwischen dem linearen Element SM2FΦ1 und
dem nichtlinearen Element SM2FΦ1n soll die Abweichungen des nichtlinearen vom li-
nearen Materialverhalten für eine gelenkig gelagerte Rechteckplatte aufzeigen, vgl. Bild
6.22. Auf die Struktur ist ein piezoelektrischer Aktor appliziert. Die Geometriedaten und
Materialparameter können der Tabelle 6.8 entnommen werden.

Mit einem regelmäßigen FE-Netz aus 19 × 15 Elementen in x- bzw. y-Richtung wird
die statische Berechnung durchgeführt. Die piezoelektrische Schicht wird mit einem elek-
trischen Feld von Eel = 150Vmm−1 beaufschlagt, was zu einer Durchbiegung der Platte

L

L1

B

B
1

B
2

L2

y

x

Bild 6.22: Geometrie der allseitig gelagerten Stahlplatte mit piezoelektrischer Keramik
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Geometriedaten in m Materialdaten
passive Schicht PZT 3203 HD passive Schicht PZT 3203 HD

L = 0.38 L2 = 0.04 E = 2.1 · 1011Nm−2 EPZT = 6.2 · 1010Nm−2

B = 0.30 B2 = 0.22 ν = 0.3 νPZT = 0.31

h = 3.8 · 10−4 hPZT = 6.8 · 10−4 e0311 = e
0
322 = −20.16Cm

−2

L1 = 0.32 e131111 = e
1
32222 = −131430Cm

−2

B1 = 0.04 ε33 = 3.36 · 10−10 Fm−1

Tabelle 6.8: Geometrie- und Materialdaten für Rechteckplatte
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Bild 6.23: Verschiebungen w entlang der Symmetrieachse y = B/2

führt. Die Ergebnisse der linearen und nichtlinearen numerischen Berechnungen werden
in Bild 6.23 für die Verschiebungen entlang der Symmetrieachse y = B/2 im Vergleich
dargestellt.

Für das physikalisch nichtlineare Element SM2FΦ1n ergeben sich erwartungsgemäß
größere maximale Verschiebungen im Bereich der Keramik, während jedoch das lineare
Element SM2FΦ1 höhere Verschiebungswerte für weite Teile der passiven Struktur ent-
lang der Symmetrieachse liefert. Dieses Beispiel zeigt deutlich, dass insbesondere für
Anwendungen, bei denen eine hohe Präzision der Sensoren und Aktoren erforderlich ist,
die Berücksichtigung der nichtlinearen Materialeffekte sinnvoll sein kann, um das tatsäch-
liche Systemverhalten besser abzubilden.
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Durch das Vordringen von adaptiven Strukturen in immer neue technische Anwendungsbe-
reiche entsteht ein wachsendes Interesse an effizienten Entwicklungswerkzeugen zur Simu-
lation von gekoppelten elektromechanischen Problemen. Insbesondere die Modellierung
von dünnwandigen Strukturen, die aus einer Schichtung von aktiven und passiven Werk-
stoffen bestehen, ist von großer Bedeutung für die aktuelle Forschung und angestrebte
Entwicklungen. Bereits heute existieren weitentwickelte Methoden zur Formulierung von
zuverlässigen geschichteten Platten- und Schalenelementen für rein strukturmechanische
Problemstellungen, die auch in kommerzieller Software erfolgreich implementiert wurden.
Bei der Entwicklung von Elementen zur Berechnung von aktiven Systemen bleiben diese
Techniken jedoch vielfach noch unberücksichtigt. Hier sind noch Transferleistungen zu
erbringen, damit auch eine effiziente Behandlung von adaptiven Strukturen möglich wird.

Mit der Formulierung von zuverlässigen piezoelektrischen Schalenelementen leistet die
vorliegende Arbeit einen Beitrag zur effizienten Berechnung von gekoppelten elektro-
mechanischen Strukturen. Es wurde dabei inbesondere Wert auf die Verwendung von
Elementen mit niedriger Ansatzordnung gelegt, die bei einer groben Diskretisierung das
Strukturverhalten richtig wiedergeben, um so die Anzahl der Freiheitsgrade des Gesamt-
systems im Vergleich zu Schalenelementen mit höherer Ansatzordnung erheblich zu re-
duzieren. Mithilfe der Assumed Natural Strain Methode wurden piezoelektrische Scha-
lenelemente entwickelt, die keine Versteifungseffekte aufweisen und auch bei verzerrten
Netzgeometrien das elektromechanische Verhalten der Struktur richtig wiedergeben. Ver-
schiedene Varianten zur Modellverbesserung wurden in Sandwichelementen implementiert
und hinsichtlich ihrer Auswirkungen auf die Strukturanalyse erforscht.

Es wurde nachgewiesen, dass ein konstanter Ansatz für das elektrische Potenzial in der
Schalenebene für diskrete Sensoren und Aktoren, die als Plättchen oder Folien auf eine
passive Struktur appliziert werden, das elektromechanische Verhalten ausreichend genau
durch den Elementmittelpunkt repräsentiert. Da das elektrische Potenzial in Dicken-
richtung aufgebracht wird, die ebenfalls die Polarisationsrichtung darstellt, ergibt sich in
der Schalenebene ein konstanter Wert, der auch in der Praxis bei Messungen an diskret
verteilten Elektroden auftritt. Ein kontinuierlicher Verlauf des elektrischen Potenzials
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in der Schalenmittelfläche muss daher nicht approximiert werden. Als weiterer Vorteil
ergibt sich hieraus, dass dieser elektrische Freiheitsgrad auf Elementebene eliminiert wer-
den kann und so ein Element mit ausschließlich mechanischen Freiheitsgraden entsteht.
Im Vergleich mit finiten Elementen, die für alle Freiheitsgrade einen C0-stetigen Ansatz
verwenden, zeigt sich ein etwas weicheres Strukturverhalten. Dies lässt sich durch die
unterschiedliche Ansatzordnung und die daraus resultierende Approximation der elektro-
mechanischen Kopplung erklären.

Für das elektrische Potenzial wurde sowohl ein linearer Verlauf als auch ein quadrati-
scher Ansatz in Dickenrichtung in verschiedenen Elementformulierungen umgesetzt. Die
tatsächlichen Auswirkungen auf das Strukturverhalten waren daher Gegenstand von nu-
merischen Untersuchungen. Die Berechnungen zeigen, dass für Strukturen mit hohem
Schlankheitsgrad die Unterschiede beim Verformungsverhalten zwischen den beiden Ap-
proximationen gering ausfallen. Der Einfluss der Genauigkeit bei der Modellierung des
elektrischen Potenzials ist jedoch außerdem von der Intensität der elektromechanischen
Kopplung des eingesetzten Werkstoffs abhängig. Werden Werkstoffe verwendet, deren
piezoelektrischer Modul nur geringe Werte aufweist, so ist praktisch keine Abweichung zu
erwarten. Materialien mit starker Kopplung hingegen zeigen ein steiferes Strukturverhal-
ten. Damit ist die Frage der adäquaten Modellierung vom betrachteten System und den
gestellten Anforderungen an die Genauigkeit der Ergebnisse abhängig.

Die Anwendung von gemischten Variationsfunktionalen für gekoppelte elektromecha-
nische Systeme liefert eine weitere Möglichkeit, die aufgrund der elektromechanischen
Kopplung zusätzlich auftretende innere Arbeit vollständig zu berücksichtigen. Durch die
Integration der Beziehung zwischen dem elektrischen Feld und dem elektrischen Potenzial
in die Variationsformulierung ist diese Bedingung nur noch in schwacher Form zu erfüllen.
Dadurch wird kein funktionaler Zusammenhang zwischen dem elektrischen Potenzial und
dem elektrischen Feld explizit vorgegeben, so dass das reale Strukturverhalten richtig ap-
proximiert werden kann. Ein Vergleich mit dem quadratischen Ansatz zeigt ein identisches
Verformungsverhalten von Strukturen. Damit wird die lange Zeit vertretene Annahme ei-
nes linearen Verlaufs widerlegt und eine zumindestens quadratische Approximation des
elektrischen Potenzials nachgewiesen, um alle Energiebeiträge zu erfassen.

Im Kleinsignalbereich wurde der Einfluss von nichtlinearem Materialverhalten unter-
sucht. Nachdem in Experimenten schon in der Nähe des Arbeitspunktes Abweichungen
vom linearen Materialverhalten zu verzeichnen sind, wurde ein physikalisch nichtlineares
Schalenelement entwickelt. Damit war es möglich, lineares und nichtlineares Materialver-
halten mit experimentellen Ergebnissen aus der Literatur zu vergleichen. Es zeigt sich
für das lineare Element mit steigendem elektrischem Feld eine immer größer werdende
Abweichung vom Experiment, während beim nichtlinearen Element nur geringe Unter-
schiede zu verzeichnen sind. Weitergehende Untersuchungen sind jedoch bezüglich der
Auswirkungen des nichtlinearen Materialverhaltens insbesondere im Hinblick auf flächi-
ge Strukturen durchzuführen. Hier fehlen jedoch derzeitig noch experimentelle Daten,
durch die eine Ermittlung der nichtlinearen Materialparameter und damit ein genauerer
Abgleich möglich ist.
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Die Stabilität und Konvergenz der vorgestellten Elemente durch die Auswertung der
Babuska-Brezzi-Bedingung ist noch nachzuweisen. Dies ist im Rahmen dieser Arbeit nicht
erfolgt. Erste numerische Tests wurden jedoch schon an verzerrten Elementgeometrien
durchgeführt, durch die eine Abschätzung des Konvergenzverhaltens möglich ist.

Die Verwendung von hybriden Formulierungen ist außerdem vorteilhaft bei der Mo-
dellierung von nichtlinearem Materialverhalten. Ghandi und Hagood [42, 41] können
damit das Hystereseverhalten von Piezoelektrika für den Großsignalbereich erfolgreich
abbilden. Mithilfe eines weiteren Freiheitsgrades, d.h. der dielektrischen Verschiebung,
ist es den Autoren möglich, zusätzlich die Polarisation zu berücksichtigen. Damit können
zwei Effekte durch eine einzige Formulierung wiedergegeben werden und tragen so zu einer
genaueren Modellierung bei. Daraus lässt sich eine vorteilhafte Verwendung von hybriden
Elementen bei nichtlinearem Materialverhalten auch für den Kleinsignalbereich ableiten,
um auch für diesen Bereich eine genauere Approximation des realen Strukturverhaltens
zu erzielen.

Es existieren des Weiteren noch nicht vollständig untersuchte hybride Variationsfunk-
tionale, vgl. Yang [128, 129], durch deren Einsatz weitere Verbesserungen des Element-
verhaltens möglich sind. Erste Ansätze dafür finden sich bei Sze und Pan [106] für
Volumenelemente. Eine Übertragung auf Platten- und Schalenelemente ist jedoch noch
durchzuführen.

Erweiterungen auf transversal isotropes Verhalten ist für eine größere Variabilität der
vorgestellten Schalenelemente sinnvoll. Ebenso ist die Implementierung eines Multi-
Schichtaufbaus umzusetzen, durch die eine variable Anzahl an Schichten verwendet wer-
den kann. Wird für die passiven Schichten ein orthotropes Materialverhalten vorgesehen,
so ist außerdem die Berechnung von aktiven Faserverbunden möglich.
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Anhang A

Identifikation der Langrangeschen
Multiplikatoren

Die Entwicklung einer Mehrfeldvariationsformulierung wird mithilfe der Methode der La-
grangeschen Multiplikatoren durchgeführt. Dabei wird die Beziehung zwischen Eel und Φ
aus Gleichung (2.31c) mit dem Lagrangeschen Multiplikator verknüpft und als Nebenbe-
dingung additiv in die Formulierung der Gesamtenergie eingefügt

G∗(u,Φ,Eel,λ) = G(u,Φ) +
Z
B

λ ·
¡
Eel +GradΦ

¢
dV . (A.1)

Hierbei ist zu berücksichtigen, dass nun sowohl Eel als auchλ als unabhängige Variable
aufgefasst werden. Die Variation der Gleichung (A.1) muss daher bzgl. aller unabhängigen
Größen durchgeführt werden, was auf die folgende schwache Form des Gleichgewichts führt

δG∗(u, δu,Φ, δΦ,Eel, δEel,λ, δλ) = δG(u, δu,Φ, δΦ)

+

Z
B

δλ ·
¡
Eel +GradΦ

¢
dV +

Z
B

λ · δEel dV +

Z
B

λ · Grad δΦdV . (A.2)

Um eine Identifikation des Lagrangeschen Multiplikators zu ermöglichen, wird auf den
letzten Term der Gaußsche Integralsatz angewandtZ

∂B

(λ · n) δΦdA =

Z
B

λ · Grad δΦdV +

Z
B

DivλδΦdV . (A.3)

Die resultierenden beiden Integralterme werden zusammen mit Gleichung (2.37) in Glei-
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chung (A.2) eingesetzt

δG∗(u, δu,Φ, δΦ,Eel, δEel,λ, δλ) =
Z
B

δEm : σ + ρ0

µ
∂2u

∂t2
− b̄

¶
· δudV −

Z
∂Bσ

δu · t̄dA

+

Z
B

δλ ·
¡
Eel +GradΦ

¢
dV −

Z
∂BD

¡
d̄− λ · n

¢
δΦdA

−

Z
B

δEel · (D− λ) dV −

Z
B

DivλδΦdV = 0 . (A.4)

Um Gleichgewicht zu erhalten, müssen die mechanischen Terme in der ersten Zeile von
Gleichung (A.4) und die elektrischen Anteile unabhängig voneinander verschwinden. So-
mit werden für die Identifikation von λ als nächstes die letzten drei Anteile näher be-
trachtet. Es ergeben sich die folgenden drei Bedingungen:

d̄− λ · n = 0

D− λ = 0

Divλ = 0

→ D =̂ λ , (A.5)

die nur erfüllt werden können, wenn die erste und letzte Zeile von Gleichung (A.5) die we-
sentlichen und natürlichen elektrischen Randbedingungen befriedigen. Dies ist zutreffend
für λ = D, weswegen der Lagrangesche Multiplikator der dielektrischen Verschiebung
entspricht. Gleichung (A.2) ergibt sich damit zu

δG∗(u, δu,Φ, δΦ,Eel, δEel,D, δD) = δG(u, δu,Φ, δΦ)

+

Z
B

δD ·
¡
Eel +GradΦ

¢
dV +

Z
B

D · δEel dV +

Z
B

D · Grad δΦdV . (A.6)

Die Aussage ist ebenfalls für den letzten noch nicht betrachteten Term aus Gleichung
(A.5)

R
BδE

el · (D− λ) dV gültig, der durch die Substitution des Lagrangeschen Multipli-
kators verschwindet. Damit existiert kein virtuelles elektrisches Feld mehr in der Variati-
onsformulierung, so dass nun Eel als abhängige Größe verwendet wird. Somit lautet die
vorgestellte Mehrfeldvariationsformulierung unter Verwendung von Gleichung (A.6)

δG∗(u, δu,D, δD,Φ, δΦ) =
Z
B

δEm : σ dV +

Z
B

ρ0
∂2u

∂t2
· δudV −

Z
B

δu · ρ0b̄dV −

Z
∂Bσ

δu · t̄dA

+

Z
B

δD ·
¡
Eel +GradΦ

¢
dV +

Z
B

D · Grad δΦdV −

Z
∂BD

d̄δΦdA = 0 . (A.7)

Weitere hybride Formulierungen können in gleicherWeise hergeleitet werden. Zu diesem
Themenkomplex existieren für gekoppelte elektromechanische Probleme jedoch erst einige
wenige Untersuchungen. Die Einsatzmöglichkeiten sowie die Vor- und Nachteile sind
Gegenstand dieser Arbeit.
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Anhang B

Linearisierung

In der Kontinuumsmechanik wird für die mathematische Beschreibung nichtlinearer Phä-
nomene zwischen geometrischer und physikalischer Nichtlinearität unterschieden. Für
die numerische Lösung dieser nichtlinearen Randwertprobleme und zur Entwicklung von
Näherungstheorien ist eine konsistente Linearisierung des Modells notwendig, siehe u.a.
Doghri [35], Marsden und Hughes [84] und Wriggers [124]. Beim Einsatz von
numerischen Verfahren werden iterative Lösungsalgorithmen wie das Newton-Verfahren
verwendet, durch die eine Berechnung komplexer Systeme sehr effizient möglich ist.

Das Vorgehen bei einer konsistenten Linearisierung wird beispielhaft anhand der darge-
stellten C1-stetigen skalarwertigen Funktion f(x) in Bild B.1 veranschaulicht. f(x) wird
an der Stelle x̄ in eine Taylorreihe entwickelt, die nach dem linearen Term abgebrochen
wird

f(x̄+ u) = f(x̄) + D̄f(x̄) ·∆u+R(∆u) . (B.1)

Mithilfe der ersten beiden Terme wird eine Tangente an die Kurve angelegt, deren Be-
rührpunkt durch den Funktionswert f(x̄) festgelegt wird. Durch die Richtungsableitung
D̄f(x̄) · ∆u ist die Tangente an der Stelle x̄ vollständig beschrieben. Für ein Inkrement

f x( )

L f [ ]x=x

x

Df · ( )x ∆u

f( )x

x+ u∆ x

R( )∆u

Bild B.1: Linearisierung einer skalarwertigen Funktion f(x) an der Stelle x̄
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∆u ergibt sich nun ein Restglied R(∆u), dessen Größe von der Stärke der Nichtlinearität
abhängig ist. Bei iterativen Lösungsverfahren werden Fehlerschätzer verwendet, um den
Fehler zu minimieren und eine Näherung der approximierten Werte an die tatsächliche
Lösung zu erhalten.

Bei einer Erweiterung dieser Erkenntnisse auf den dreidimensionalen Raum ist die Li-
nearisierung der skalarwertigen Funktion f gleichermaßen durchzuführen

f(x̄+ u) = f(x̄) + D̄f(x̄) ·∆u+R(∆u) . (B.2)

D̄f(x̄) · ∆u stellt dabei ein Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren dar. Die Richtungs-
ableitung D̄f wird nun durch einen Gradientenvektor beschrieben

D̄f(x̄) =
∂f (x)

∂x

¯̄̄̄
x=x̄

= Grad f (x̄) . (B.3)

Sie berechnet sich mithilfe der Kettenregel

d

dε
[f (x̄+ ε∆u)]|ε=0 =

∙
∂f (x̄+ ε∆u)

∂ (x̄+ ε∆u)
·
∂ (x̄+ ε∆u)

∂ε

¸¯̄̄̄
ε=0

=
∂f (x̄)

∂x̄
·∆u , (B.4)

wobei ε einen skalaren Parameter bezeichnet. Diese Richtungsableitung entspricht der
Tangente an die Funktion f im Punkt x̄ und kann durch Differenziation bestimmt werden.

Ein analoges Vorgehen ist für die Linearisierung vektor- und tensorwertiger Feldgrößen
zu verwenden, das sich allgemein folgendermaßen darstellen lässt

G (x̄+ u) = Ḡ (x̄) + D̄G (x̄) ·∆u+R (∆u) . (B.5)

Dabei wird die Tangente an diese vektor- oder auch tensorwertige Funktion wie folgt
berechnet

d

dε
[G (x̄+ ε∆u)]|ε=0 = D̄G (x̄) ·∆u , (B.6)

wobei D̄G (x̄) ·∆u ein inneres Produkt angibt. Damit kann der lineare Teil der Funktion
angegeben werden zu

L [G]x=x̄ = Ḡ (x̄) + D̄G (x̄) ·∆u . (B.7)

B.1 Linearisierung von Materialgleichungen

Der lineare Anteil, der bei der Linearisierung der konstitutiven Gleichungen entsteht, wird
in gleicher Weise wie in Gleichung (B.7) bestimmt. Hierbei ist als Besonderheit bei den
durch das Stoffgesetz gekoppelten Materialien zu beachten, dass die Linearisierung bzgl.
aller unabhängigen Variablen durchgeführt werden muss. Es wird die Annahme voraus-
gesetzt, dass die Materialparameter nicht von beiden unabhängigen Variablen gleichzei-
tig abhängig sind, wodurch eine Entkopplung der Linearisierungen angenommen werden
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kann. Somit kann die Berechnung unabhängig voneinander durchgeführt werden und die
linearisierten Materialgleichungen ergeben sich allgemein zu

L [σ]Em=Ēm = σ̄ + D̄σ ·∆Em (B.8)

L [σ]Eelz =Ēelz = σ̄ + D̄σ ·∆Eelz (B.9)

L [D]Em=Ēm = D̄+ D̄D ·∆E
m (B.10)

L [D]Eelz =Ēelz = D̄+ D̄D ·∆E
el
z . (B.11)

Die Auswertung für ein bestimmtes nichtlineares Stoffgesetz kann hiermit durchgeführt
werden.

B.2 Linearisierung der Variationsformulierung

Aufgrund der Nichtlinearität des Randwertproblems ist eine numerische Lösung vielfach
nur iterativ möglich. Die in der Finite-Elemente-Methode verwendeten Verfahren be-
nötigen Richtungsableitungen, die durch die Linearisierung des Prinzips der virtuellen
Arbeiten berechnet werden können.

Für die im Rahmen dieser Arbeit behandelten gekoppelten elektromechanischen Syste-
me wird angenommenen, dass die virtuelle äußere Arbeit unabhängig von den Verschie-
bungen und dem elektrischen Potenzial ist. Diese Annahme beschränkt eine Linearisie-
rung der schwachen Form des Gleichgewichts auf die virtuelle innere Arbeit δGint

δGint(u, δu,Φ, δΦ) =

Z
B

¡
δEm : σ + δEel ·D

¢
dV . (B.12)

Bei gekoppelten Systemen wird eine Linearisierung der Variationsformulierung bzgl. der
unabhängigen Variablen, in diesem Fall bzgl. u und Φ, unabhängig voneinander durch-
geführt

L [δG] = Ḡ + D̄G ·∆u+ D̄G∆Φ . (B.13)

Auch hier werden mit einem Querstrich die Größen gekennzeichnet, deren Werte zu einem
definierten Deformations- bzw. elektrischen Spannungszustand bekannt sind.
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Anhang C

Analytische Näherungslösung für
Schwingungsanalyse

Eine numerische Näherungslösung in Anlehnung an die Ausführungen von Vogl et al.
[116] soll hier zusammenfassend erläutert werden. Ausgangspunkt ist die Schwingungs-
differenzialgleichung

ρ(x)ẅ(x, t) + r(x)ẇ(x, t) + Λw(x, t) = f(x, t) , (C.1)

deren Lösung für die Anregung f(x, t) einer gelenkig gelagerten Platte gesucht ist. Dabei
stellen w(x, t), ẇ(x, t) und ẅ(x, t) die gesuchten Verschiebungen, Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen des Systems dar und mit ρ(x) wird die Massendichte, mit r(x) der
Dämpfungskoeffizient und mit

Λ = N

µ
∂4

∂x4
+ 2

∂4

∂x2∂y2
+

∂4

∂y4

¶
(C.2)

der Differenzialoperator für isotrope Platten mit der Plattensteifigkeit N bezeichnet. Für
schwach gedämpfte Systeme wird eine Lösung mithilfe von Eigenfunktionen φr(x) und
den generalisierten Koordinaten qr(t) angenommen

w(x, t) =
∞X
r=1

φr(x)qr(t) . (C.3)

Damit lässt sich nun ein entkoppeltes Gleichungssystem für die betrachtete Platte entwi-
ckeln, bei der die Anregung mithilfe einer diskreten Kraftanregung erfolgen kann

q̈r(t) + ωrηrq̇r(t) + ω2rqr(t) =
1

M
φr (xE)F (xE) e

jωt . (C.4)

In dieser Gleichung wird der modale Verlustfaktor mit ηr bezeichnet und die Gesamtmasse
ist in M zusammengefasst. Der Lösungsansatz dieser inhomogenen Differenzialgleichung
für die generalisierten Koordinaten wird nun zu

qr(t) = Qr(ω)e
jωt (C.5)
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gewählt. Durch Einsetzen dieses Ansatzes in die Schwingungsdifferenzialgleichung (C.4)
lässt sich Qr(ω) berechnen zu

Qr(ω) =

1

M
φr (xE)F (xE)

−ω2 + jωωrηr + ω2r
. (C.6)

Es verbleibt noch, die Verteilung der Verschiebungen w(x, t) zu bestimmen. Dies geschieht
mithilfe eines Exponentialansatzes der Form

w(x, t) =W (x,ω)ejωt . (C.7)

Der Zusammenhang zwischen der Verschiebungsverteilung und der generalisierten Koordi-
naten ist durch Gleichung (C.3) festgelegt. Damit berechnet sichW (x,ω) durch Einsetzen
der Gleichung (C.5) in Gleichung (C.3) zu

W (x,ω) =
X
r

φr(x)Qr(ω) =
1

M

X
r

φr(x)φr (xE)

−ω2 + jωωrηr + ω2r
F (xE) . (C.8)

Für den Vergleich der Übertragungsfunktionen bietet sich für die Verschiebungen die
Rezeptanz an, die sich mithilfe des Quotientens aus Verschiebungsverteilung und diskreter
Kraftanregung ergibt zu

H (x, xE,ω) =
W (x,ω)

F (xE,ω)
=
1

M

X
r

φr(x)φr (xE)

−ω2 + jωωrηr + ω2r
. (C.9)

Die Näherungsansätze für die noch unbekannten Eigenfunktionen und Eigenkreisfre-
quenzen der betrachteten gelenkig gelagerten Platte mit den Abmessungen lx und ly er-
geben sich zu,

φmn(x, y) = 2 sin

µ
mπx

lx

¶
sin

µ
nπy

ly

¶
, (C.10)

ωmn =

s
Eh2

12ρ0(1− ν2)

"µ
mπx

lx

¶2
+

µ
nπy

ly

¶2#
, (C.11)

vgl. u.a. Altenbach et al. [2]. Die bei der Berechnung berücksichtigte Anzahl an
Halbwellen in x- bzw. y-Richtung wird durch die Parameter m und n festgelegt.

Die Bestimmung des Sensorsignals beschränkt sich auf isotrope piezoelektrische Plätt-
chen, die im Vergleich zur Struktur wesentlich dünner sind und einen ausreichenden Ab-
stand von der neutralen Faser haben. Dann ist es für die Berechnung der elektrischen
Spannungen für einen gewählten Punkt auf dem piezoelektrischen Sensor ausreichend, die
hauptsächlich durch die Krümmungen κx und κy der Struktur auftretenden Biegeschwin-
gungen zu berücksichtigen

Uout =
e311
Cr

1

1− ν2p

h+ hp
2

(κx + κy) . (C.12)
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Die Kapazität Cr berechnet sich durch die Fläche A = lx,ply,p des Sensors, dessen Höhe
hp und durch die Permittivität ε

Cr = ε
lx,ply,p
hp

. (C.13)

Die Krümmungen κx und κy können wiederum durch die zweite partielle Ableitung der
Verschiebungen bestimmt werden

κx =
∂2w(x, y)

∂x2
, κy =

∂2w(x, y)

∂y2
. (C.14)

Die Auswertung der obigen Gleichungen für die im Beispiel 6.5 behandelte Platte wurde
mit dem symbolischen Mathematikprogramm Maple durchgeführt.
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