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Zusammenfassung

Die Arbeit stellt neue Moglichkeiten der Modellierung von diinnwandigen flachen Ver-
bundschalen mit einem Sandwich-Aufbau vor, bei denen auf der Oberfliche einer passi-
ven Mittelschicht diinne piezoelektrische Sensoren und Aktoren appliziert werden. Fiir
die Berechnung dieser geschichteten aktiven Strukturen werden zuverliissige und robuste
finite Schalenelemente entwickelt, die auch bei verzerrten Netzgeometrien keine Verstei-
fungseffekte aufweisen und frei von Nullenergiemoden sind.

Ein besonderes Augenmerk gilt des Weiteren einer physikalisch prizisen Modellbildung,
zum Einen hinsichtlich des elektrischen Potenzials, zum Anderen hinsichtlich des piezo-
elektrischen Werkstoftverhaltens, insbesondere der auch im Kleinsignalbereich auftreten-
den Nichtlinearitéiten. Verschiedene Varianten zur Modellverbesserung werden bei der
Entwicklung von piezoelektrischen Sandwichelementen berticksichtigt und hinsichtlich ih-
rer Auswirkungen auf die Strukturanalyse untersucht.

Im Einzelnen wird behandelt:

Fiir Aktoren und Sensoren, die auf die passive Struktur appliziert werden, ist eine diskrete
Approximation des elektrischen Potenzials in der Schalenebene durch einen konstanten
Ansatz ausreichend. Die Unterschiede zu einer kontinuierlichen Beschreibung bei bilinea-
ren Ansiitzen werden aufgezeigt.

Im Gegensatz zur hauptsiichlich verwendeten linearen Approximation fiir das elektrische
Potenzial in der Dickenrichtung liefern analytische Untersuchungen einen quadratischen
Verlauf. Dies wird bei der Entwicklung eines Schalenelementes berticksichtigt.

Fiir eine weitergehendere Betrachtung der Auswirkungen der vollstindigen elektrome-
chanischen Kopplung wird eine erweiterte Variationsformulierung entwickelt. Durch die
Einarbeitung der Beziehung zwischen dem elektrischen Potenzial und dem elektrischen
Feld als Nebenbedingung ist diese nur noch in schwacher Form zu erfiillen, so dass bei
Verwendung dieses Elementes alle Beitréige zur inneren Arbeit berticksichtigt werden, die
aus der elektromechanischen Kopplung resultieren. Das sich hieraus ergebende Scha-
lenelement mit erweiterten Ansétzen wird mit denen verglichen, die einen linearen und
einen quadratischen Ansatz fiir das elektrische Potenzial verwenden. Hierdurch wird eine
Abschétzung der fiir die Genauigkeit des mathematischen Modells notwendigen Approxi-
mation des elektrischen Potenzials moglich.

Die schon im Kleinsignalbereich bei experimentellen Untersuchungen festgestellten nicht-
linearen Effekte werden unter Verwendung einer konsistenten Linearisierung in eine Ele-
mentformulierung integriert. Schliefllich werden die Unterschiede zwischen der linearen
und nichtlinearen Modellierung des Werkstoftverhaltens anhand numerischer Beispiele un-
tersucht.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Adaptive Strukturen

Steigende Anforderungen an Funktionalitit, Wirtschaftlichkeit und Sicherheit fiir Mensch
und Umwelt fithren zu einer zunehmenden Optimierung von Konstruktionen, oftmals bei
Minimierung des Materialeinsatzes. Im Zuge dieser Entwicklung ist die Verwendung neuer
Technologien und Werkstoffe fiir die Realisierung mafigeschneiderter Losungen auf hohem
technischem Niveau von immer groferer Bedeutung. Insbesondere durch die Integration
von adaptiven Strukturen in die Konstruktion ercffnen sich Moglichkeiten, die Zielvorga-
ben effizient zu erreichen und damit neuartige Konzepte zu verwirklichen, vgl. CHEE ET
AL. [29]. Der Einsatz dieser adaptiven Systeme bietet sich immer dann an, wenn die Um-
setzung mit passiven Strukturen nicht oder nur mit unverhéltnisméflig hohem Aufwand
realisierbar ist.

Adaptive Strukturen, auch Smart Structures genannt, stellen eine Synthese aus kon-
ventionellen passiven Strukturen und Sensoren und Aktoren als aktive Bauteile dar. Die
entstehenden Systeme konnen sich unter Einbeziehung eines geeigneten Reglers selbst-
tétig an wechselnde Betriebs- und Umweltbedingungen anpassen, vgl. u.a. CRAWLEY
[32], ELspAss [37], JANOCHA [57] und ROGERS [92]. Werkstoffe oder Bauteile werden
als multifunktional bezeichnet, wenn sie als Sensoren oder Aktoren eingesetzt werden
und dariiber hinaus eine tragende oder schiitzende Funktion wahrnehmen. FEin wichti-
ges Ziel in der Entwicklung adaptiver Strukturen besteht darin, Sensoren und Aktoren
in den Kraftfluss zu integrieren. Die wichtigsten Vertreter multifunktionaler Werkstoffe
lassen sich je nach Verwendungsmoglichkeiten in verschiedene Gruppen unterteilen, vgl.
JENDRITZA ET AL. [58]:

e magnetostriktive und piezoelektrische Werkstoffe
e Formgedichtnislegierungen

e Elektro- und magnetorheologische Fliissigkeiten
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e clektrochemische und chemomechanische Energiewandler

Wie in vielen Bereichen wird auch bei der Entwicklung adaptiver Strukturen die Natur
zum Vorbild genommen und versucht, auf diese Weise die Beschrinkungen von konventio-
nellen Konzepten zu durchbrechen. Wie das Nervensystem von Lebewesen so iibernehmen
bei adaptiven Strukturen Sensoren die Funktion der Wahrnehmung, wiihrend die Muskeln
durch die Aktoren repriisentiert werden. Durch ihr Zusammenspiel ist die Kontrolle des
Lebewesens durch das Gehirn bzw. des aktiven Systems unter Einbeziehung eines Reglers
moglich. Voraussetzung ist ein hohes Mafy an Integration der verschiedenen Komponenten
in die Gesamtkonstruktion. Dies ist schon beim Entwurf zu beriicksichtigen, indem das
passive Systemverhalten der konventionellen Struktur um die mechanischen und elektri-
schen, gegebenenfalls magnetischen Eigenschaften der verwendeten Sensoren und Aktoren
erweitert wird.

Vielfache Verwendung finden gegenwiirtig diinnwandige Strukturen, die jedoch selbst
bei kleinen o6rtlich begrenzten Storungen zu grofflichigen Strukturschwingungen neigen.
Damit geht meist eine unerwiinschten Schallabstrahlung einher, der durch eine Kombi-
nation von aktiven und auch passiven Dampfungsmafinahmen entgegengewirkt werden
sollte. Durch die Integration von Sensoren und Aktoren direkt in die Konstruktion oder
ihre Applikation auf die Oberfliche von Strukturen kann auf diese Schwingungen und die
daraus resultierende Schallemission aktiv eingewirkt werden, vgl. z.B. JANOCHA [57], SU-
NAR UND RAO [102] und WIESEMANN [122]. Damit sind adaptive Systeme in vielfiltiger
Weise einsetzbar, u.a. fiir Uberwachungsaufgaben und Schadenserkennung, um z.B. ein
durch Alterung der eingesetzten Werkstoffe gedndertes Strukturverhalten zu detektieren.
Des Weiteren kann die Form von Strukturen unter mechanischer oder auch thermischer
Belastung aktiv kontrolliert und damit die Funktionalitéit bei Einsatz von hochprézisen
Bauteilen gewiihrleistet werden. Damit ergeben sich als Hauptanwendungsgebiete von
adaptiven Strukturen vor allem Leichtbaukonstruktionen aus den Bereichen der Aeronau-
tik, der Medizintechnik, der Robotertechnik und dem Automobilbau, vgl. u.a. CRAWLEY
[32], JANOCHA [57] und PREUMONT [90].

Der Einsatz von Piezoelektrika bei adaptiven Strukturen ist weit verbreitet, da sowohl
mechanische als auch elektrische Energie leicht erzeugt werden kann und daher piezo-
elektrische Werkstoffe leicht als Aktoren und Sensoren verwendbar sind. Der Berechnung
dieser gekoppelten elektromechanischen Systeme sind jedoch gegenwértig in kommerziel-
len FE-Programmsystemen noch Grenzen gesetzt. Die Beriicksichtigung der Koppelterme
ist in Softwareprodukten wie z.B. ANSYS oder ABAQUS bislang nur fiir Volumenelemen-
te umgesetzt worden. Die Verwendung dieser Elemente ist bei der Berechnung der meist
diinnwandigen adaptiven Strukturen jedoch mit einem sehr hohen Aufwand verbunden.

Im Gegensatz dazu kann bei der Entwicklung von Schalenelementen der geschichtete
Aufbau einer Struktur schon beriicksichtigt werden. Fiir die Berechnung von diinnwan-
digen Strukturen bieten Schalenelemente zudem eine von der Schichtdicke unabhingige
zweidimensionale Formulierung bzgl. einer Schalenmittelfliche, so dass eine dem Pro-
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blem angepasste Diskretisierung erfolgen kann. Daher ist der Einsatz von piezoelek-
trischen Schalenelementen insbesondere bei gekoppelten elektromechanischen Problemen
diinnwandiger Strukturen sinnvoll. Eine Erweiterung bestehender mechanischer Schalen-
elemente ist deswegen ein notwendiger Schritt zur effizienten Behandlung von adaptiven
Systemen.

1.2 Stand der Forschung

Eine der ersten Arbeiten, die sich mit der numerischen Berechnung von gekoppelten elek-
tromechanischen Systemen mithilfe der Finite-Elemente-Methode befasste, wurde von
ArLvik UND HUGHES [1] vorgestellt und behandelt Tetraederelemente. Die elektrischen
Freiheitsgrade werden bei dieser Elementformulierung durch eine statische Kondensation
eliminiert, so dass eine Kopplung an rein mechanische Elemente einfach moglich ist. Eine
Ubersicht {iber die weiteren Entwicklungen auf diesem Gebiet ist bei BENJEDDOU [15]
und MACKERLE [77, 78] zusammenfassend dargestellt.

Ein Uberblick iiber finite Elemente zur Berechnung von adaptiven flichigen Struktu-
ren wird im Folgenden gegeben und die Methoden zur Entwicklung von zuverldssigen und
robusten Platten- und Schalenelementen diskutiert. Danach werden verschiedene Moglich-
keiten zur Verbesserung der Modellbildung von piezoelektrischen Strukturen vorgestellt,
die eine moglichst genaue Approximation des tatsichlichen Systemverhaltens ermoglichen.

1.2.1 Finite Elemente fiir flichige piezoelektrische Strukturen

Fiir die Analyse von diinnwandigen Strukturen eignen sich insbesondere Platten- und
Schalenelemente. Geschichtete Plattenelemente mit aktiven Schichten sind in der Litera-
tur schon recht zahlreich vertreten. Das von HWANG UND PARK [52] entwickelte bilineare
Element beruht auf der klassischen Laminattheorie, bei dem nur drei mechanische Frei-
heitsgrade am Knoten definiert sind. Die Wirkung von Aktoren wird durch dquivalente
Momente mit einbezogen. Ein dhnliches Vorgehen findet sich bei CHANDRASHEKHARA
UND TENNETI [27], die piezoelektrische Schichten und auBerdem Temperatureinfliisse nur
durch die Verwendung von #quivalenten Normalkriften und Biegemomenten in der Mo-
dellierung beriicksichtigen. Elektrostatische Effekte der piezoelektrischen Schichten wer-
den jedoch bei dem vorgestellten schubelastischen Plattenelement mit biquadratischen
Ansatzfunktionen vernachliissigt. Eine Reissner-Mindlin-Kinematik verwendet ebenfalls
DETWILER ET AL. [34], wobei fiir bis zu zwei piezoelektrische Schichten jeweils ein elek-
trischer Freiheitsgrad im Element vorgesehen wird. Eine statische Kondensation dieser
zusiitzlichen Freiheitsgrade wird auf Elementebene durchgefiihrt.

Bei CARRERA [25], VARADARAJAN ET AL. [114], und YIN UND SHEN [131] werden
die elektrischen Freiheitsgrade bei den schubelastischen Plattenelementen an jedem Kno-
ten vorgesehen, so dass eine Eliminierung der elektrischen Freiheitsgrade erst nach der
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Assemblierung erfolgen kann. YIN UND SHEN [131] entwickeln aufilerdem Ubergangsele-
mente zwischen Volumen- und Plattenelementen. Eine genauere Beschreibung von aktiven
geschichteten Platten wird bei CARRERA [25] und SARAVANOS ET AL. [93] durch die Ver-
wendung von Laminattheorien hoherer Ordnung erreicht, indem die Schubverzerrungen
entlang der Dickenrichtung nur schichtweise kontinuierlich approximiert werden.

Eine Sonderstellung nehmen die so genannten Volumen-Schalen-Elemente ein. Mithil-
fe dieser speziellen Volumenelemente werden einzelne, auch diinne Schichten modelliert.
Damit ist eine bessere Approximation des Strukturverhaltens zu erzielen, wie dies auch
durch die Verwendung von Laminattheorien hoherer Ordnung bei Platten- und Schalen-
elementen moglich ist. Im Vergleich zu den herkommlichen Schalenelementen ist jedoch
ein weitaus hoherer numerischer Aufwand erforderlich. Das Dreieckelement von TzoU
UND YE [113] besitzt biquadratische Ansitze in der Schalenebene und lineare Ansét-
ze in der Dickenrichtung sowohl fiir mechanische als auch fiir elektrische Freiheitsgrade.
Eine Weiterentwicklung findet sich bei KOPPE ET AL. [69] fiir degenerierte Viereck-
Schalenelemente. Ein versteifungsfreies Volumen-Schalen-Element mit acht Knoten wird
von SZE ET AL. [104] fiir gekoppelte elektromechanische Probleme unter Verwendung von
hybriden Methoden formuliert. Als unabhéingige Variablen werden die Spannungen und
das elektrische Potenzial gewéhlt. Eine zuverldssige Formulierung ergibt sich durch die
Verwendung der Assumed Natural Strain Methode (ANS), die zusétzlich zur Vermeidung
von Versteifungseffekten bei verzerrten Elementgeometrien eingesetzt wird.

Bei geschichteten Schalenelementen kommen hauptséchlich biquadratische Ansétze zum
Einsatz, durch die krummlinig berandete Systeme besser approximiert werden koénnen.
Ein weiterer Vorteil dieser hoheren Ansitze ist, dass sich Versteifungseffekte bei Verschie-
bungselementen nicht so stark auswirken. So wird von THIRUPATHI ET AL. [107] ein schu-
belastisches acht-Knoten Sandwichelement mit piezoelektrischer Ober- und Unterschicht
zur Modellierung von Turbinenschaufeln entwickelt. Der inverse piezoelektrische Effekt
wird jedoch nur durch eine Vorverformung der Struktur beriicksichtigt. Ebenfalls ein
acht-Knoten Schalenelement mit Reissner-Mindlin-Kinematik wird von SULEMAN [100]
fiir die Berechnung von adaptiven Strukturen zur aktiven Lirmbekimpfung in Flugzeug-
kabinen verwendet. Fiir jede piezoelektrische Schicht wird ein elektrischer Freiheitsgrad
vorgesehen, der jedoch nicht auf Elementebene eliminiert wird. Die Elimination von elek-
trischen Freiheitsgraden wird jedoch von BALAMURUGAN UND NARAYANAN [6, 7] fiir ein
schubelastisches neun-Knoten Schalenelement mit beliebiger Schichtung umgesetzt. Von
CHEN ET AL. [30] werden wiederum nur ein Aktor und ein Sensor in einem schubelasti-
schen acht-Knoten Schalenelement vorgesehen, wobei jedoch elektrische Freiheitsgrade an
jedem Knoten angesetzt werden. Zusétzlich wird zur Verbesserung des Elementverhaltens
eine reduzierte Integration verwendet.

Von LEE ET AL. [74] wird ein auf dem Variationsprinzip von Hellinger-Reissner be-
ruhendes schubelastisches Schalenelement mit neun Knoten entwickelt, so dass Verstei-
fungseffekte weitestgehend vermieden werden. Die Autoren beriicksichtigen jedoch nur
den inversen piezoelektrischen Effekt. Die Vernachlissigung des direkten piezoelektri-
schen Effekts ist auch bei dem vier-Knoten Schalenelement von 10721 UND GAUDENZI
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[56] und der Erweiterung auf neun bzw. 16 Knoten von ZALLO UND GAUDENZI [132] zu
finden. Hier wird eine versteifungsfreie Formulierung mithilfe der ANS Methode entwi-
ckelt.

Das von HEYLIGER ET AL. [45] entwickelte neun-Knoten Schalenelement legt eine La-
minattheorie hoherer Ordnung fiir die Approximation von sowohl mechanischen als auch
elektrischen Komponenten zugrunde. Eine gemischte Laminattheorie hingegen verwendet
SARAVANOS [93] fiir sein acht-Knoten Schalenelement. Dabei wird fiir die Kinematik die
Schubdeformationstheorie erster Ordnung vorausgesetzt, wihrend das elektrische Poten-
zial schichtweise kontinuierlich approximiert wird. Eine Erweiterung dieses Elements fiir
thermopiezoelektrische Probleme wird von LEE UND SARAVANOS [73] vorgestellt. Deut-
liche Unterschiede zu den bisher vorgestellten Elementen weist das von LIN ET AL. [76]
diskutierte Schalenelement auf. Mithilfe der elektrischen Komplementéirenergie wird eine
Formulierung eines schubstarren Schalenelementes mit acht Knoten entwickelt, bei der die
dielektrische Verschiebung einen elektrischen Freiheitsgrad am Knoten darstellt, wihrend
das elektrische Potenzial als eine abhéingige Grofie behandelt wird.

Eines der wenigen Schalenelemente mit bilinearen Ansitzen wird von LAMMERING
[71] vorgestellt, bei der die elektrischen Freiheitsgrade fiir die piezoelektrische Ober- und
Unterschicht an jedem Knoten vorgesehen werden. Die in Biegeproblemen auftretenden
Versteifungseffekte werden mit selektiv reduzierter Integration der Schubterme vermie-
den, wobei dadurch jedoch das Auftreten von Nullenergiemoden moglich ist. Eine ver-
steifungsfreie Schalenformulierung mithilfe des Mixed Interpolated Tensorial Components
Approach (MITC) sowohl fiir vier-Knoten als auch fiir neun-Knoten Schalenelemente ist
von KOGL UND BUCALEM [67] erst kiirzlich entwickelt worden, wobei jedoch eine Wei-
terentwicklung fiir geschichtete Strukturen noch aussteht.

1.2.2 Methoden zur Entwicklung von zuverlissigen Schalenele-
menten

Die Methoden zur Formulierung von versteifungsfreien Elementen sind von den rein me-
chanischen finiten Elementen her bekannt. Dieses Wissen ist jedoch bisher nur in wenigen
Fillen in die Entwicklung von gekoppelten elektromechanischen finiten Elementen mit ein-
geflossen, was die obige Darstellung der bisher erzielten Forschungsergebnisse verdeutlicht.
Daher wird zuniichst ein Uberblick iiber die verschiedenen Moglichkeiten bei der Formu-
lierung von zuverldssigen, rein mechanischen Schalenelementen gegeben. Aufgrund der
groflen Anzahl an bereits vorhandenen mechanischen Schalenelementen wird hier jedoch
nur auf die wesentlichen Entwicklungen hingewiesen. Eine sehr umfangreiche Ubersicht
iiber die bereits existierenden Schalenelemente findet sich bei YANG ET AL. [127, 126].

Schubelastische Schalenelemente, die auf der Basis von Verschiebungsmethoden formu-
liert werden, neigen insbesondere bei biegedominanten Problemen und groflem Schlank-
heitsgrad zum Versteifen. Dabei existieren zwei verschiedene Arten von Versteifungseffek-
ten, die durch das Auftreten von parasitiren Schubspannungen bzw. Membranspannun-
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gen entstehen: Membran- und Schubversteifungen. Mit der Einfithrung von reduzierten
Integrationstechniken, vgl. u.a. ZIENKIEWICZ ET AL. [133], war zwar das Problem der
zu hohen Systemsteifigkeit behoben, was jedoch zum Entstehen von Nullenergiemoden
fithrte. Durch die Verwendung von zusétzlichen Stabilisierungstechniken konnte eine Ver-
besserung des Elementverhaltens erzielt werden, vgl. u.a. ZIENKIEWICZ UND TAYLOR
[134] fiir einen Uberblick. Diese Methoden verlangen jedoch vom Anwender Erfahrung
und sind fiir die allgemeine Verwendung wenig robust.

Erst mit der Entwicklung der Enhanced Assumed Strain Methode (EAS) zur Behand-
lung von Membranversteifungseffekten, vgl. u.a. StIMO UND RIFAT [98], und der effizienten
Vermeidung von Schubversteifungen durch die Assumed Natural Strain Methode (ANS),
vgl. w.a. HUGHES UND TEZDUYAR [50], war die Formulierung effizienter und zuverléssi-
ger schubelastischer Schalenelemente moglich. Zumeist findet auch eine Kombination der
ANS- und der EAS-Methode statt, vgl. ANDELFINGER UND RAMM [4], BETSCH ET AL.
[18], BiscHOFF UND RAMM [20], HAUPTMANN [44] und SAUER [94], um die Effizienz der
Elemente noch zu verbessern. Die Verwendung der MITC Methode ist eine Parallelent-
wicklung zur ANS-Methode, die fiir bilineare Elemente die gleichen Ergebnisse liefert und
auch vielfache Anwendung bei Schalenelementen findet, vgl. BATHE UND DVORKIN [10],
CHAPELLE ET AL. [28]. Eine ausfiihrlichere Vorstellung der verschiedenen Methoden
findet sich in Kapitel 5.2.

1.2.3 Erweiterungen bei der Modellbildung

Bei der mathematischen Beschreibung von Strukturen hat die erforderliche Genauigkeit
der zu erzielenden Ergebnisse einen groflen Einfluss auf die Modellbildung. Bei piezo-
elektrischen Werkstoffen ist vor allem die Formulierung der elektromechanischen Kopp-
lung von zentraler Bedeutung. Zur Beriicksichtigung aller Anteile bei der Formulierung
der inneren Arbeit ist die adiquate Approximation des elektrischen Potenzials dabei ein
wichtiger Faktor fiir die Modellbildung. Um Abweichungen zwischen numerischen Berech-
nungen und experimentellen Untersuchungen zu minimieren, sind aulerdem auftretende
nichtlineare Effekte zu beriicksichtigen. Diese Aspekte werden im Folgenden diskutiert.

Im Rahmen dieser Arbeit werden piezoelektrische Aktoren und Sensoren als auf die
Struktur applizierte diinne Plittchen oder Folien modelliert. Uber Elektroden wird ihr
Betrieb an diskreten Orten gesteuert. Werden keine Interdigitalelektroden eingesetzt,
so ist nur eine treppenférmige Approximation des elektrischen Potenzials entlang der
Struktur moglich. Aufgrund ihrer vorwiegend recht geringen Abmessungen konnen Ak-
toren und Sensoren meist durch ein einzelnes finites Element reprisentiert werden. Aus
diesem Grund ist die Einhaltung der Kontinuitidtsbedingung zwischen den einzelnen fini-
ten Elementen nicht zwingend erforderlich und durch die Verwendung eines C'~!-stetigen
Ansatzes fiir das elektrische Potenzial in der Schalenmittelfliiche bei der Modellierung ge-
rechtfertigt. Der grofle Vorteil ist, dass dadurch die elektrischen Freiheitsgrade schon auf
Elementebene eliminiert werden kénnen, und so ein finites Element mit ausschliellich me-
chanischen Freiheitsgraden entsteht. Dieses Vorgehen wurde in dieser Arbeit umgesetzt,
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und ein Vergleich zwischen Elementen mit C'~!-stetigem und C°-stetigem Ansatz fiir das
elektrische Potenzial durchgefiihrt. In der Literatur ist diese Methode der konstanten Ap-
proximation des elektrischen Potenzials ebenfalls bereits fiir verschiedene Elementtypen
verwendet worden, vgl. z.B. fiir Plattenelemente DETWILER ET AL. [34], HWANG UND
PARK [52] und SULEMAN UND VENKAYYA [101] und fiir Schalenelemente BALAMURUGAN
UND NARAYANAN [6, 7] und SULEMAN [100].

Die adidquate Approximation des elektrischen Potenzials iiber die Schichtdicke stellt
einen weiteren zentralen Punkt dieser Arbeit dar. Die folgenden Uberlegungen sollen
dies eingehender beleuchten. Zunichst wird eine lineare Approximation des elektrischen
Potenzials angenommen. Dies bedingt einen konstanten Verlauf des elektrischen Feldes.
Des Weiteren wird bei diinnwandigen Strukturen von den Komponenten der dielektrischen
Verschiebung meist nur die Komponente in Dickenrichtung beriicksichtigt. Wird nun &
priori die Einhaltung der elektrischen Feldgleichungen gefordert, so verschwinden bei ih-
rer Auswertung die elektrischen Beitrige vollstéindig. Es verbleibt nur eine Abhéngigkeit
vom mechanischen Verformungsverhalten. Dadurch ist nur noch eine einseitige Kopplung
vorhanden, was dazu fiihrt, dass damit die aus der elektromechanischen Kopplung resul-
tierenden inneren Arbeiten nicht vollstéindig beriicksichtigt werden. Dies steht jedoch im
Widerspruch zu dem vorausgesetzten Stoffgesetz. Um eine vollstéindige Beriicksichtigung
der Kopplung zwischen den elektrischen und mechanischen Feldgroflen beim Strukturver-
halten zu gewiihrleisten, ist daher mindestens ein quadratischer Verlauf des elektrischen
Potenzials notwendig. Hierdurch wird bei biegedominanten Problemen eine zusitzliche
Steifigkeit der Struktur erzielt und damit schon durch die Modellbildung das tatséchliche
Werkstoffverhalten besser beriicksichtigt. In d&hnlicher Weise wird ebenfalls bei GOPINA-
THAN ET AL. [43] und YANG [130] der Nachweis erbracht, dass die Verwendung einer
zumindestens quadratischen Approximation des elektrischen Potenzials physikalisch not-
wendig ist.

In der Literatur ist zumeist noch ein linearer Ansatz fiir das elektrische Potenzial zu
finden, der in den letzten Jahren jedoch zunehmend durch einen quadratischen Ansatz
ersetzt wird. Insbesondere bei der Formulierung von Schubdeformationstheorien héherer
Ordnung ist die addquate Approximation des elektrischen Potenzials von grofler Bedeu-
tung, vgl. CARRERA [25]. Werden die elektrischen Feldgleichungen unter Beriicksich-
tigung der vorhandenen kinematischen Beziehungen und des Stoffgesetzes ausgewertet,
so kann unter Einbeziehung der elektrischen Randbedingungen der daraus resultierende
Funktionsverlauf des elektrischen Potenzials bestimmt werden, vgl. KOGL UND BUCA-
LEM [66], KROMMER UND IRSCHIK [70] und VEL UND BATRA [115]. Asymptotische
Betrachtungen fiir piezoelektrische Platten von RAHMOUNE ET AL. [91] bestéitigen die
obigen Uberlegungen, dass eine lineare Approximation des elektrischen Potenzials die
elektromechanische Kopplung nur unvollstéindig beriicksichtigt. Bei BENJEDDOU ET AL.
[16] wird auBerdem noch bei den analytischen Untersuchungen zwischen geerdeten und
nicht geerdeten Schichten unterschieden.

Um die Beziehung zwischen dem elektrischen Potenzial und dem elektrischen Feld nur
noch in schwacher Form erfiillen zu miissen, eignen sich die hybriden Methoden. Diese
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werden schon seit ldingerer Zeit zur Vermeidung von Versteifungseffekten erfolgreich bei
rein mechanischen Einfeldproblemen und auch zur einfachen Einbindung von nichtline-
aren konstitutiven Gleichungen verwendet, vgl. SiMO UND RIFAT [98]. In Analogie zu
mechanischen Problemstellungen werden von YANG [128, 129] die moglichen Mehrfeld-
variationsformulierungen mit ihren zugehorigen unabhingigen Variablen fiir gekoppelte
elektromechanische Systeme entwickelt.

Die Verwendung von hybriden Methoden zur Formulierung von finiten Elementen fiir
gekoppelte elektromechanische Systeme ist bisher selten erfolgt. Verschiedene gemischte
Hexaederelemente wurden von SZE UND PAN [106] vorgestellt und danach auf Volumen-
Schalen-Elemente iibertragen, vgl. SZE ET AL. [104]. Fiir die Berechnung des bruchme-
chanischen Verhaltens von piezoelektrischen Materialien wurde aulerdem ein auf gemisch-
ten Methoden beruhendes Scheibenelement von WU ET AL. [125] entwickelt. Zur Mo-
dellierung des Hystereseverhaltens im Grofisignalbereich haben GHANDI UND HAGOOD
[42, 41] und GHANDI [40] ebenfalls erweiterte Variationsprinzipe verwendet, wodurch die
numerische Berechnung von Polarisationsvorgéingen moglich ist. Das von GHANDI UND
HAGOOD [42, 41] vorgestellte Verfahren entspricht dem Vorgehen bei der Entwicklung der
in dieser Arbeit umgesetzten Mehrfeldvariation. Dabei wird die Beziehung zwischen dem
elektrischen Potenzial und dem elektrischen Feld mithilfe eines Lagrangeschen Multipli-
kators als Nebenbedingung in die Variationsformulierung eingearbeitet. Damit wird nun
die aus der elektromechanischen Kopplung resultierende innere Arbeit vollstéindig bertick-
sichtigt, so dass eine verbesserte Beschreibung des Strukturverhaltens erzielt wird. Der
Lagrangesche Multiplikator kann dann als dielektrische Verschiebung identifiziert werden.
Dieses Vorgehen stellt eine Erweiterung des Hu-Washizu Variationsfunktionals auf gekop-
pelte elektromechanische Problemstellungen dar, das bei BELYTSCHKO ET AL. [13] und
ZIENKIEWICZ UND TAYLOR [134] fiir rein mechanische Systeme angegeben wird.

Piezoelektrische Werkstoffe zeigen jedoch nicht nur im Grofisignalbereich ein nichtlinea-
res Materialverhalten. Experimentelle Untersuchungen weisen physikalische Nichtlineari-
téten auch fiir den Kleinsignalbereich nach, vgl. CRAWLEY UND LAZARUS [33], NGUYEN
[89], v. WAGNER UND HAGEDORN [117], v. WAGNER [118] und WANG ET AL. [121].
Diese Tatsache wird jedoch im Rahmen der Modellierung bei der {iberwiegenden Mehrzahl
der bisherigen Publikationen vernachlissigt. Erste Ansitze zur genaueren Approximati-
on des Strukturverhaltens eines eingespannten Balkens im Kleinsignalbereich finden sich
u.a. bei NGUYEN [89]. Die Arbeiten von v. WAGNER UND HAGEDORN [117] und V.
WAGNER [118] iibertragen diese nichtlineare Modellierung auf das Verhalten von axial
und transversal polarisierten Stiben.

Fiir isotrope und anisotrope Platten wird eine erste Umsetzung von CRAWLEY UND
LAZARUS [33] vorgestellt. THORNBURGH UND CHATTOPADHYAY [108] entwickeln eben-
falls ein nichtlineares Stoffgesetz fiir Kompositplatten, bei der eine Laminattheorie hoherer
Ordnung zum Einsatz kommt. Von KOCONIS ET AL. [64, 65] werden fiir die Modellierung
des nichtlinearen Materialverhaltens entsprechende konstitutive Gleichungen verwendet.
Ein #hnliches nichtlineares Stoffgesetz wie von THORNBURGH UND CHATTOPADHYAY
[108] kommt in dieser Arbeit zur Anwendung. Dabei wird insbesondere Wert auf eine
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thermodynamisch konsistente Formulierung gelegt und aus diesem Grund eine nichtli-
neare elektrische Enthalpiedichte formuliert. Damit ergibt sich fiir das daraus entwickelte
physikalisch nichtlineare Schalenelement eine symmetrische tangentiale Steifigkeitsmatrix.
An dieser Stelle wird jedoch auf die im Kapitel 3.2 erfolgte ausfiihrliche Diskussion von
verschiedenen nichtlinearen Materialmodellen verwiesen.

1.3 Ziele und Gliederung der Arbeit

Die vorliegende Arbeit verfolgt das Ziel, fiir die Berechnung geschichteter Schalen mit inte-
grierten piezoelektrischen Sensoren und Aktoren zuverlissige und robuste finite Elemente
zu entwickeln. Besonderes Augenmerk gilt einer physikalisch prizisen Modellbildung, zum
Einen hinsichtlich des elektrischen Potenzials in Dickenrichtung der Schale, zum Anderen
hinsichtlich des piezoelektrischen Werkstoffverhaltens, insbesondere der auch im Kleinsig-
nalbereich auftretenden Nichtlinearitéiten.

Mit Blick auf die Finite-Elemente-Formulierung leiten sich daraus folgende Forderungen
fiir die zu entwickelnden piezoelektrischen Schalenelemente ab, die im Weiteren diskutiert
werden.

Die Entwicklung von geeigneten piezoelektrischen finiten Elementen zur effizienten Be-
rechnung von geschichteten diinnwandigen Strukturen ist ein Ziel dieser Arbeit. Es wird
Wert auf die Formulierung von zuverldssigen und gegeniiber Netzverzerrungen robusten
Elementen gelegt. Daher liegt das Hauptaugenmerk auf der Entwicklung von verstei-
fungsfreien Elementen mit niedriger Ansatzordnung, die auflerdem keine Nullenergiemo-
den aufweisen und so eine einfache, schnelle und zuverlissige Handhabung durch eine
geringe Anzahl an Freiheitsgraden ermoglichen.

Werden Aktoren und Sensoren auf die passive Struktur appliziert, so ist vielfach ei-
ne diskrete Approximation des elektrischen Potenzials in der Schalenebene mit einem
konstanten Ansatz ausreichend. Die Unterschiede zu einer kontinuierlichen Beschreibung
mittels linearer Approximation wird anhand von Beispielen behandelt.

Ein weiteres Ziel der Arbeit ist die adiquate Approximation des elektrischen Potenzi-
als iiber die Schichtdicke. Verschiedene analytische Untersuchungen liefern im Gegensatz
zum hauptsichlich verwendeten linearen Ansatz einen quadratischen Verlauf des elektri-
schen Potenzials. Um die tatséchlichen Auswirkungen auf das Verformungsverhalten von
Systemen zu untersuchen, ist dieser quadratische Ansatz bei der Formulierung eines Scha-
lenelementes zu beriicksichtigen und mit einer linearen Approximation zu vergleichen.

Durch die Verwendung von hybriden Variationsprinzipen sind weitergehende Betrach-
tungen zum tatséchlichen Verlauf des elektrischen Potenzials moglich. Wird die direkte
Einarbeitung der Inkompressibilititsbedingung bei nahezu inkompressiblen Materialien
als Vorbild genommen, so kann auch die Beziehung zwischen dem elektrischen Feld und
dem elektrischen Potenzial direkt in die Formulierung integriert werden. Damit braucht
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diese Beziehung nur noch in schwacher Form erfiillt werden, so dass die innere Arbeit von
gekoppelten elektromechanischen Systemen damit vollstéindig beriicksichtigt wird. Die
Folgen fiir das Systemverhalten sind anhand einer Dreifeldvariationsformulierung und
dem daraus zu entwickelnden Element zu untersuchen.

Die schon im Kleinsignalbereich bei experimentellen Untersuchungen festgestellten nicht-
linearen Effekte sind unter Verwendung einer konsistenten Linearisierung in eine Element-
formulierung zu implementieren. Die Unterschiede zwischen der linearen und nichtlinearen
Modellierung des Werkstoffverhaltens sind anhand von Beispielen herauszuarbeiten.

Die Arbeit konzentriert sich insbesondere auf die Entwicklung von flachen Verbundscha-
lenelementen mit einem Sandwich-Aufbau, bei denen auf der Oberfliche einer passiven
Tragstruktur diinne piezoelektrische Platten appliziert werden. Mithilfe der variationel-
len Methoden ergeben sich leistungsfihige finite Elemente zur Berechnung von diinnen
Platten- und Schalenstrukturen mit integrierten piezoelektrischen Sensoren und Aktoren.
Den Ausgangspunkt fiir die Entwicklung dieser weitergehenden piezoelektrischen Scha-
lenformulierungen stellt die lineare Zweifeldvariationsformulierung von LAMMERING [71]
mit elektromechanischer Kopplung dar, bei der ein linearer piezoelektrischer Effekt be-
riicksichtigt wird. Dalfiir ist zusétzlich zu den Verschiebungen das elektrische Potenzial
als weiterer Freiheitsgrad in die Formulierung integriert worden. Die in diesem Element
verwendete selektiv reduzierte Integration der Schubterme zur Vermeidung von Verstei-
fungseffekten wird im Rahmen dieser Arbeit durch die ANS-Methode zu ersetzen sein.
Mit dieser Methode ist dann die Entwicklung von zuverlissigen und robusten piezoelek-
trischen Schalenelementen moglich, bei denen Nullenergiemoden nicht auftreten.

Aus diesen Zielen ergibt sich folgender Aufbau der Arbeit:

Im Kapitel 2 werden die Grundgleichungen fiir gekoppelte elektromechanische Syste-
me zusammenfassend dargestellt. Unter Verwendung von sowohl elektrischen als auch
mechanischen Feldgleichungen ist die Entwicklung einer Variationsformulierung fiir das
gekoppelte Gesamtsystem moglich. Im Mittelpunkt dieses Kapitels steht insbesondere
die Diskussion verschiedener Variationsprinzipe, die bei der mathematischen Beschrei-
bung rein mechanischer Systeme schon seit léingerem erfolgreich angewendet werden. Die
Grundlage dieser Arbeit bildet die Ubertragung dieser gemischten Methoden auf gekop-
pelte elektromechanische Probleme, die zu der Entwicklung einer Zweifeld- und einer
Dreifeldvariationsformulierung fiihrt.

Nach der zunéichst phinomenologischen Betrachtung des Werkstoffverhaltens von Pie-
zoelektrika zu Beginn des Kapitels 3 werden konstitutive Gleichungen fiir das makroskopi-
sche Strukturverhalten vorgestellt. Um eine thermodynamisch konsistente Formulierung
zu erhalten, wird die Existenz eines Potenzials vorausgesetzt. In Abhéingigkeit von den
zugrunde gelegten Variationsformulierungen aus Kapitel 2 werden jedoch unterschiedliche
Paare abhiingiger elektrischer und mechanischer Variablen verwendet, deren Bestimmung
durch verschiedene Energiepotenziale erfolgt. Dies gilt ebenfalls fiir nichtlineare Materi-
algesetze des Kleinsignalbereichs, fiir die sich ein zugehoriges nichtlineares Potenzial iiber
eine Kopplungsbedingung der abhéingigen Variablen bestimmen l#sst.



1.3. Ziele und Gliederung der Arbeit 11

Die Kombination der entwickelten Gleichungen aus den Kapiteln 2 und 3 fithrt zur
elektromechanischen Kopplung in den Variationsformulierungen. Die Adaption der ent-
standenden Zweifeld- und Dreifeldvariationsformulierungen an die speziellen Anforderun-
gen einer flachen Schalenformulierung wird im Kapitel 4 durchgefiihrt. Unter Vorausset-
zung einer Reissner-Mindlin-Kinematik fiir schubelastische Schalen werden die zugehori-
gen Schnittgrofen ermittelt. Der adidquaten Approximation des elektrischen Potenzials
in Dickenrichtung kommt in diesem Kapitel eine besondere Bedeutung zu. Die in der Li-
teratur iiberwiegend vorzufindende Hypothese eines linearen Verlaufs fiir das elektrische
Potenzial wird einer quadratischen Approximation gegeniibergestellt.

Das Kapitel 5 stellt die Vorgehensweise bei der Implementierung der in Kapitel 4 entwi-
ckelten verschiedenen Schalenformulierungen in ein Finite-Elemente-Programm dar. Hier-
zu werden insbesondere die Methoden zur Entwicklung von robusten Elementen mit bi-
linearen Ansatzfunktionen diskutiert, die zuverlissige Ergebnisse bei Netzverzerrungen
liefern und frei von ungewollten Versteifungseffekten sind. Diese Anforderungen werden
durch die Integration der Assumed Natural Strain Methode (ANS) in die verschiedenen
Zweifeldvariationsformulierungen und der Dreifeldvariationsformulierung des Kapitels 4
erfiillt, woraus sich fiinf verschiedene ANS-basierte piezoelektrische Schalenelemente er-
geben.

Anhand von numerischen Beispielen werden in Kapitel 6 sowohl die Unterschiede zwi-
schen den einzelnen entwickelten Schalenelementen als auch deren Leistungsfihigkeit her-
ausgearbeitet. Nicht nur fiir den aktorischen sondern auch fiir den sensorischen Betrieb
wird das Elementverhalten bei statischen und dynamischen Berechnungen mit Ergebnis-
sen aus der Literatur verglichen. Die Zuverlissigkeit der verschiedenen Elemente auch bei
verzerrten Netzgeometrien und verschiedenen Lagerungsbedingungen ist ebenfalls Gegen-
stand der numerischen Untersuchungen.

Abschlielend wird im Kapitel 7 eine Zusammenfassung der in dieser Arbeit erzielten
Fortschritte gegeben und Moglichkeiten zu weitergehenden Untersuchungen und Erweite-
rungen diskutiert.
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Kapitel 2

Mechanische und elektrische
Grundgleichungen

Die in dieser Arbeit betrachteten Ferroelektrika gehéren zu den multifunktionalen Werk-
stoffen. Als Ferroelektrika werden Materialien bezeichnet, die sowohl mechanische als
auch elektrische Eigenschaften besitzen und aufgrund dessen als Energiewandler einge-
setzt werden. Fiir die makroskopische Beschreibung des Gesamtstrukturverhaltens miis-
sen daher sowohl die mechanischen als auch die elektrischen Eigenschaften berticksichtigt
werden. Diese erhilt man mithilfe der kontinuumsmechanischen und elektromagnetischen
Grundgleichungen. Werden die beiden Gleichungssiitze zusammengefiihrt, so kann fiir das
Gesamtsystem eine Variationsformulierung entwickelt werden, die als Ausgangspunkt fiir
numerische Strukturanalysen dient.

Unabhéingig von einem konkreten Stoffgesetz sollen jedoch in diesem Kapitel zuniichst
die im Rahmen dieser Arbeit erforderlichen mechanischen und elektrischen Feldgleichun-
gen zusammengestellt werden, vgl. u.a. TIERSTEN [110] und v. WAGNER [118], aus
denen sich die verschiedenen Variationsformulierungen ableiten lassen.

2.1 Kontinuumsmechanische Betrachtungen

Die Kontinuumsmechanik ist die Grundlage fiir die Beschreibung des Spannungs- und
Dehnungsverhaltens von Festkorpern bei sowohl statischer als auch dynamischer Belas-
tung.

Die in diesem Kapitel zusammengestellten kontinuumsmechanischen Grundgleichungen
dienen lediglich einer kurzen Einfiihrung. Fiir eine ausfiihrliche Darstellung sei auf die
Literatur verwiesen, z.B. ALTENBACH UND ALTENBACH [3], MALVERN [82], MARSDEN
UND HUGHES [84] und STEIN UND BARTHOLD [99].
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2.1.1 Kinematik

Die Beschreibung der Bewegungen und Deformationen eines materiellen Korpers B erfolgt
mithilfe von kinematischen Beziehungen. Fiir die vorliegende Arbeit wird eine Lagran-
gesche Betrachtungsweise verwendet, bei der die Bewegung eines Punktes P von einem
Beobachtungspunkt aus im Raum verfolgt wird. Der zum Zeitpunkt ¢ = tq dargestellte
materielle Korper B in Bild 2.1 besteht aus materiellen Punkten M und sei unverformt,
unbelastet und spannungsfrei. Er wird durch die Abbildung x, in die Referenzkonfigu-
ration By iiberfiithrt. Die Lage eines materiellen Punktes F, in der Referenzkonfiguration
ist damit durch eine Abbildung x,,

X =xo(P) (2.1)

in den Euklidischen Raum IE® gekennzeichnet und wird durch den Ortsvektor X beschrie-
ben. Fiir einen Zeitpunkt t > ¢, ist die Lage dieses Punktes P; in der Momentankonfigu-
ration B; durch eine Abbildung

x = x(P) (2.2)

gegeben. Die Abbildungen x, und x; sind bijektiv, d.h. umkehrbar eindeutig, so dass zu
jedem Zeitpunkt ¢t withrend der Deformation Durchdringungen des Korpers ausgeschlossen

Ref Momentan-
eterenz- v konfiguration
konfiguration

0, u+du \ >0 0,
A \ dx
u
B, d)z\;o Y P,
B,
XX, [X X
X, Xy
X5 X,
X, X, B

Bild 2.1: Darstellung eines materiellen Kérpers B in der Referenz- und Momentankonfi-
guration
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sind. Damit ergibt sich der funktionale Zusammenhang zwischen raumlichen Koordinaten
x und materiellen Koordinaten X mithilfe der Deformationsabbildung ¥ zu

x =% (X '(X)) =¥ (X) und X = x; (x;'(x)) =¥ (x) . (2.3)

Der Verschiebungsvektor u fiir einen materiellen Punkt lésst sich aus der Differenz der
Ortsvektoren der Momentan- und der Referenzkonfiguration bestimmen

u=x-X. (2.4)

Die Deformation eines Korpers kann mithilfe des materiellen Deformationsgradienten
F beschrieben werden

oY (X)  ox 00X | Ou
F = X —8—X—GradX—a—X+8—X—1+Gradu. (2.5)

Anschaulich bedeutet dies, dass ein infinitesimales Linienelement dX von der Referenz-
konfiguration in die Momentankonfiguration transformiert wird

dx =F - dX , (2.6)

vgl. Bild 2.1. Die Forderung nach Eindeutigkeit der Deformation und Stetigkeit der
Abbildung wird durch die Gleichung

J=detF #0 (2.7)

erfiillt, in der J als Jacobische Funktionaldeterminante definiert wird.

Als Verzerrungsma$ ist der materielle Deformationsgradient jedoch ungeeignet, da F im
Allgemeinen nicht symmetrisch, von Starrkérperbewegungen und der Richtung abhéngig,
der Spannungszustand jedoch symmetrisch ist. Aus diesem Grund wird zur Beschreibung
der Deformation der symmetrische Greensche Verzerrungstensor EI} definiert, der sich

in seiner nichtlinearen Form mithilfe des materiellen Deformationsgradienten oder des
Verschiebungsgradienten darstellen l&sst

1 1
E} = 3 (F'-F-1) = 3 (Gradu + Grad™ u + Grad™ u- Gradu) . (2.8)
E}} wird in der Referenzkonfiguration zur Beschreibung der Deformationen verwendet,
die frei von Starrkorperanteilen sind. Der Index m fiir mechanisch dient dabei der Kenn-
zeichnung dieser mechanischen Groflen und zur Unterscheidung vom spiter eingefiihrten

elektrischen Feld E¢.

Die Arbeit beschriinkt sich auf kleine Verzerrungen, die mit dem linearen Anteil des
Greenschen Verzerrungstensors hinreichend genau beschrieben werden kénnen:

E™ = = (Gradu + Grad" u) . (2.9)

DO | —
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2.1.2 Bilanz- und Erhaltungssitze

Mit den Bilanz- und Erhaltungsséitzen werden allgemein anerkannte Naturgesetze postu-
liert, die unabhéngig vom gewihlten Materialmodell fiir den gesamten Korper gelten.

Zu den Erhaltungssitzen zihlt der Satz von der Erhaltung der Masse eines materiel-
len Korpers, der besagt, dass die Gesamtmasse m wihrend des Deformationsprozesses
unverdndert bleibt. Sie ergibt sich durch Integration der Massendichte py in der Referenz-
konfiguration iiber das Volumen zu

m = /po dv . (2.10)
Bo

Um den Satz von der Erhaltung der Bewegungsgrofle zu formulieren, werden die auf
den materiellen Korper von auflen angreifenden Kriifte eingefiithrt. Die Summe dieser
einwirkenden #ufleren Volumen- und Oberfliichenkriifte ist gleich der zeitlichen Anderung
der Bewegungsgrofle

Bo Bo 0Bs

wobei X die Geschwindigkeit, b der Vektor der Volumenkraftdichte und t der Spannungs-
vektor ist, der auf die Oberfliche 0B, des Korpers wirkt. Mithilfe des Cauchy Theorems

t=0-n (2.12)

wird der Cauchysche Spannungstensor o eingefiihrt und das Oberfléichenintegral unter
Anwendung des Gauflschen Integralsatzes in ein Volumenintegral umgeformt. n bezeich-
net den Normalenvektor auf der Oberfliiche. Damit ergeben sich die dynamischen Feld-
gleichungen als lokale Form der Impulsbilanz zu
- 0’X
Di b-—)]=0. 2.13
oo (5 2%) o

Dariiber hinaus existieren Erhaltungssiitze fiir den Drehimpuls und die Energie, vgl.
u.a. STEIN UND BARTHOLD [99], die aber hier nicht weiter behandelt werden.

2.2 Elektrische Betrachtungen - Maxwellsche Glei-
chungen

Im Folgenden werden kurz die Grundlagen der bei elektromechanisch gekoppelten Proble-
men ebenfalls auftretenden elektrischen Phéinomene vorgestellt. Aufgrund der Tatsache,
dass ein elektrischer Strom stets von einem Magnetfeld umgeben ist, wird als Ausgangs-
punkt die elektromagnetische Feldtheorie gewiihlt und nachfolgend eine Reduzierung fiir



16 2. Mechanische und elektrische Grundgleichungen

Piezoelektrika vorgenommen. Ein Uberblick iiber elektromagnetische Feldprobleme findet
sich u.a. bei BECKER UND SAUTER [12] und LEHNER [75].

Die 1. Maxwellsche Gleichung ist eine Verallgemeinerung des Durchflutungsgesetzes
fiir zeitabhéngige Vorgéinge. Die Gesamtstromdichte setzt sich aus zwei Anteilen zusam-
men, der elektrischen Stromdichte g und der Verschiebungsstromdichte 0D /0t, welche
ein magnetisches Wirbelfeld mit der magnetischen Feldstérke H erzeugen

?fH.ds:/RotH.sz/ <g+%—?) -dF | (2.14)
A A ——

Gesamtstromdichte

wobei sich die Flidchenintegrale durch dF = ndF berechnen, siche Bild 2.2. Damit
Gleichheit zwischen den beiden Feldern besteht, miissen die beiden Flichenintegrale dF
gleich sein. Mit dieser Voraussetzung ergibt sich eine differentielle Form des Maxwellschen
Durchflutungsgesetzes

oD
RotH = — . 2.15
0 5 T8 (2.15)
In dhnlicher Weise ldsst sich die 2. Maxwellsche Gleichung formulieren: Durch eine
zeitliche Anderung des zu der magnetischen Induktion gehtrenden magnetischen Flusses

B entsteht in einer geschlossenen Leiterschleife die elektrische Feldstirke E¢!

%Eel-ds:/RotEd‘dF:—%/B‘dF. (2.16)
A A

Auch hier sind die Flichenintegrale gleich, was ebenfalls auf eine differentielle Formulie-

rung fiithrt
0B

ol

Dieser Vorgang wird vielfach Faradaysches Induktionsgesetz genannt. Hieraus ergibt sich

Rot E* = (2.17)

implizit die Quellenfreiheit der Flussdichte, indem auf beiden Seiten von Gleichung (2.17)
die Divergenz gebildet wird
0B 0
Di E' = —Div— = ——DiviB = 2.1
iv Rot v 5 DIV 0 0 (2.18)
> DivB =0, (2.19)

d.h. es existieren keine magnetischen Monopole. Die integrale Formulierung dieser Aus-
sage lautet

fB.dF:o. (2.20)

Der elektrische Hiillenfluss durch die Oberfléiche A eines Volumens V' ist dquivalent zu
allen vorhandenen beliebig verteilten Ladungen @) in diesem Volumen, da die Ladungen
Quellen und Senken sind, siehe Bild 2.2. Die Gesamtladung ergibt sich hierbei durch
die Integration der vorhandenen elektrischen Raumladungsdichte p, iiber das Volumen
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Bild 2.2: Elektrischer Hiillenfluss durch die Oberfléiche eines beliebigen Volumens

V. Damit kann die integrale Form des Quellenfeldes der elektrischen Ladung angegeben
werden

D.-dF=Q= [p.dV . (2.21)
frr=ac]

Auf analoge Art und Weise wie bei den Gleichungen (2.14) und (2.16) ldsst sich auch hier
eine differentielle Form angeben
DivD = pe , (2.22)

fiir die auch die Bezeichnung elektrische Feldgleichungen verwendet wird.

Als Gegenstiick zur Erhaltung der Masse eines materiellen Korpers in der Kontinuums-
mechanik findet sich in der elektromagnetischen Feldtheorie die Erhaltung der elektrischen
Ladung innerhalb eines Volumens. Die Gesamtladung bleibt wihrend eines Deformations-
prozesses in einem abgeschlossenen System unverdndert. Sie ergibt sich durch Integration
der elektrischen Raumladungsdichte p, tiber das Volumen

/Divng = —%/pe av (2.23)
\%

und wird in ihrer lokalen Form als Kontinuitétsgleichung bezeichnet

ope
ot

Div g + 0. (2.24)

Dies ergibt sich auch mithilfe der Gleichung (2.15) durch Bildung der Divergenz

oD 0
Div Rot H = Div (E + g) = b +Divg =0. (2.25)

Nun sind alle notwendigen elektromagnetischen Grundgleichungen eingefiihrt.
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Aufgrund von Gleichung (2.19) kann ein Vektorpotenzial A definiert werden, das der
Coulomb-Eichung geniigt
B =RotA , (2.26)

wodurch sich die 2. Maxwellsche Gleichung aus Gleichung (2.17) nun mithilfe von A
angeben ldsst

O0A
Rot (E® +— ) =0. 2.27
0 ( + 2 > (2.27)
Der Ausdruck E® + A /0t kann durch ein skalares elektrisches Potenzial ® dargestellt
werden, das unabhéingig von A gew:hlt werden kann

O0A

E? + -7 = —Grad®. (2.28)

Wird fiir piezoelektrische Werkstoffe eine Polarisierbarkeit des Materials vorausgesetzt,
so kann vereinfachend p, = 0 und g = 0 gesetzt werden. Wenn zusiitzlich die experimentell
nachgewiesene Entkopplung der elastischen und elektrischen Wellen bei gleicher Frequenz
angenommen wird, dann ist

‘36_1? < |Grad @| . (2.29)

Dies ist zuléissig, da die elektromagnetische Wellenléinge bei gleicher Frequenz wesentlich
grofler ist als die elastische Wellenléinge, so dass Gleichung (2.17) ebenfalls vernachlissigt
werden kann. Fiir diese quasistationéire Niherung ist nun 0A /0t ~ 0, und Gleichung
(2.28) reduziert sich zu

E? = — Grad ® . (2.30)

Der Formelsatz fiir ein piezoelektrisches Kontinuum vereinfacht sich unter den oben
getroffenen Annahmen zu

oD
H=—— 2.31
Rot T (2.31a)
DivD =0 (2.31b)
E? = —Crad ® . (2.31c)

Des Weiteren wird die Wirkung eines dufleren magnetischen Wirbelfeldes im Rahmen
dieser Arbeit vernachlissigt, da kaum ein Einfluss des magnetischen Wirbelfeldes auf das
nicht magnetische Material vorhanden ist.

2.3 Mechanische und elektrische Randbedingungen

Mithilfe der Randbedingungen wird eine mechanische Struktur in das sie umgebende
Gebiet eingebunden. Bei gekoppelten elektromechanischen Systemen sind zusétzlich zu
den mechanischen auch elektrische Randbedingungen zu berticksichtigen.
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Bei den mechanischen Randbedingungen unterscheidet man zwischen den geometri-
schen bzw. wesentlichen Randbedingungen auf dem Verschiebungsrand 085,

u =1t auf 0B, , (2.32)

auf dem die Verschiebungen u vorgegeben sind, und den dynamischen bzw. natiirlichen
Randbedingungen auf dem Spannungsrand 0B,, auf dem

o-n=t auf 0B, (2.33)

gefordert wird.

Analog dazu existieren wesentliche und natiirliche elektrische Randbedingungen. Auf
dem Rand 0Bs wird das elektrische Potenzial ®

® = & auf 0By , (2.34)
und auf dem Rand 9Bp wird die dielektrische Verschiebung
D - n = d auf 9Bp (2.35)

vorgeschrieben.

2.4 Die schwache Form des Gleichgewichts - Variati-
onsprinzipe

Zur vollstéindigen mathematischen Analyse von Strukturen mit Piezoelektrika ist ein ge-
koppeltes System von partiellen Differenzialgleichungen zu 16sen. Eine Losung des Pro-
blems ist jedoch meist nur mithilfe numerischer Methoden moglich, die nicht von den
Differenzialgleichungen selbst sondern von den zugehéorigen Variationsformulierungen aus-
gehen. Es werden daher im Folgenden verschiedene Variationsprinzipe vorgestellt.

2.4.1 Das Prinzip der virtuellen Arbeiten

Das Prinzip der virtuellen Arbeiten ist dquivalent zu einer Gleichgewichtsaussage. Fiir
beliebige am Korper wirkende jedoch mit den geometrischen Randbedingungen vertréig-
liche virtuelle Groflen bleibt das Gleichgewicht zwischen inneren und #ufleren Arbeiten
erhalten. Das Prinzip der virtuellen Arbeiten lésst sich dadurch entwickeln, dass das zu
losende Gleichungssystem in die schwache Form des Gleichgewichts iiberfiihrt wird. Dies
geschieht durch Multiplikation der dynamischen Feldgleichungen (2.13) und der elektri-
schen Feldgleichungen (2.31b) mit einer jeweils zuléissigen Testfunktion. Die dynamischen
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Feldgleichungen werden mit der virtuellen Verschiebung éu und die elektrischen Feldglei-
chungen mit dem virtuellen elektrischen Potenzial 6® multipliziert. Anschlieffend wird
iiber das Gebiet By integriert

2
6G(u,éu, ®,69) = / (Diva + po (B — %—;)) <ou dV +/ DivDé®d dV =0. (2.36)

0 0

Damit ist das Prinzip der virtuellen Arbeiten fiir gekoppelte elektromechanische Systeme
formuliert, das fiir den mechanischen und den elektrischen Integralterm einzeln erfiillt
werden muss. Erst durch die Einfithrung eines konkreten Stoffgesetzes wird die Kopplung
verwirklicht. Daher ist eine Verkniipfung beider Beitrige zunéichst nicht vorhanden.

In dieser und den folgenden Ausfithrungen beziehen sich die Formulierungen ausschlief3-
lich auf die Referenzkonfiguration, daher wird ab jetzt der Index ’0’ bei der Kennzeichnung
des Gebiets B weggelassen.

Durch die Anwendung des Gaufischen Integralsatzes und Einarbeitung der Randbe-
dingungen aus Gleichung (2.33) und Gleichung (2.35) ergibt sich fiir gekoppelte elektro-
mechanische Systeme die schwache Form des Gleichgewichts zu

6G(u, 6u, ®,60) = /5Em codV _/51391 .DdV
B B

0%u

+ Pogz (5udV—/5u -tdA —/6u-p05dV— /5@ddA =0. (2.37)

B 9B, B 8Bp
Als abhiingige Zustandsgroflen werden hier die mechanischen Spannungen o und die di-
elektrische Verschiebung D verwendet, fiir die in den Kapiteln 3.2.2 und 3.2.3 konstitutive

Gleichungen fiir den hier betrachteten Kleinsignalbereich formuliert werden.

Alle mithilfe der Gleichung (2.37) entwickelten Variationsformulierungen werden zur
besseren Unterscheidung von der in Kapitel 2.4.3 dargestellten Dreifeldvariationsformu-
lierung mit der Abkiirzung 'SM2F®’ (Smart Material 2-Feldvariationsformulierung mit
elektrischem Potenzial) bezeichnet.

2.4.2 Das Prinzip von Hamilton

Die schwache Form des Gleichgewichts aus Gleichung (2.37) lésst sich ebenfalls mithilfe
des Prinzips von Hamilton herleiten, das fiir die Beschreibung des Bewegungsablaufs von
konservativen Systemen geeignet ist, vgl. V. WAGNER [118] und WOLF [123]. Die Anwen-
dung auf ausschliellich mechanische Systeme soll hier nicht néher erldutert werden, vgl.
hierfiir u.a. BETTEN [19], HURTY UND RUBINSTEIN [51] und MANG UND HOFSTETTER
[83]. Das Augenmerk wird hier auf die gekoppelten elektromechanischen Systeme ge-
richtet. Es soll nachgewiesen werden, dass sich ausgehend von der schwachen Form des
Gleichgewichts, vgl. Gleichung (2.37), mithilfe der Lagrangefunktion L das Prinzip von
Hamilton ableiten lésst, vgl. v. WAGNER [118] und WOLF [123].
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Die partielle Integration von Gleichung (2.37) tiber die Zeit fiihrt auf
t1

m ol 0%u _
OE™ : o — 0E -D—l—po—8t2-5u—6u-pob dv
B

to

—/6u-EdA—/5<I> ddA| dt=0. (2.38)

O0Bs 0Bp

Bei dieser Integration wird vorausgesetzt, dass die Testfunktionen éu und 6P zu den je-
weiligen Zeitpunkten to und ¢; verschwinden, so dass Gleichung (2.38) insgesamt gleich
Null sein muss. Die mechanischen und elektrischen Energieanteile konnen in einem Po-
tenzial zusammengefasst werden, der elektrischen Enthalpiedichte H, deren Variation sich
folgendermaflen ergibt

§H (SE™, 6E”) = 6E™ : 0 — §E - D . (2.39)

Fiir eine ausfiihrlichere Diskussion von verschiedenen Energiepotenzialen sei jedoch auf
Kapitel 3.2.1 verwiesen.

Das Funktional aus Gleichung (2.38) kann nun mithilfe von Gleichung (2.39) umge-
schrieben werden, indem die Variation und die Integration miteinander vertauscht werden,
was zu der folgenden Formulierung fiihrt

t1

5/{/(1{ (Em,Eel)_%p0 (%—?)2—u-pﬁ)dV—/u-fdA—/(DddA} dt =0. (2.40)
t B o

0 Bo 0Bp

N

N J/
-

Damit ergibt sich das Prinzip von Hamilton fiir ein piezoelektrisches Kontinuum zu

5 / (L (u,®) + W(u,&)dt =0, (2.41)

to

wobei mit L (u, ®) die Lagrangefunktion bezeichnet wird, die sich aus potenzieller und
kinetischer mechanischer Energie sowie zusitzlich aus der elektrischen Energie zusam-
mensetzt. Haben die dufleren Volumenkriifte ein Potenzial, so konnen sie ebenfalls in die
Lagrangefunktion integriert werden. In W (u, ®) sind alle auf der Oberfléiche auftretenden
dufleren Arbeiten zusammengefasst. Fiir beliebige zuldssige Variationen éu und 6® wird
ein Verschwinden des Integralausdrucks in Gleichung (2.41) vorausgesetzt, weswegen der
Integrand innerhalb des Zeitabschnittes zu jedem Zeitpunkt verschwinden muss. Daraus
folgt, dass die Lagrangefunktion einen stationiren Wert annimmt.

Diese hier vorgestellte Form des Prinzips von Hamilton besitzt ihre Giiltigkeit fiir die
Wahl von u und @ als unabhéngige Variablen. Ist es fiir eine Problemstellung giinstiger,
ein anderes Paar unabhiéingiger Zustandsgréflen zu verwenden, so ist eine Adaption des
Prinzips mittels Legendrescher Transformation moglich.



22 2. Mechanische und elektrische Grundgleichungen

2.4.3 Mehrfeldvariationsprinzipe

Zielsetzung bei der Entwicklung einer Dreifeldvariationsformulierung ist es, die Moglich-
keiten einer verbesserten Modellierung der elektrischen Komponenten zu untersuchen.
Dazu bieten sich gemischte Methoden an, die fiir rein mechanische Problemstellungen
vielfach sehr erfolgreich zur Entwicklung von finiten Elementen mit verbesserten Eigen-
schaften eingesetzt werden. Diese erweiterten Elementformulierungen werden z.B. zur
Ableitung von ” Assumed Strain” und ” Assumed Stress” Elementen herangezogen und
fithren auf finite Elemente, die u.a. erfolgreich insbesondere zur Vermeidung von Verstei-
fungsphénomenen eingesetzt werden.

Kennzeichnend fiir die mithilfe von Mehrfeldvariationsformulierungen entwickelten me-
chanischen Elemente ist, dass zusitzlich zum Verschiebungsfeld die Verzerrungen und
eventuell auflerdem die Spannungen als unabhéingige Variablen in die Formulierung ein-
gearbeitet werden, vgl. auch BELYTSCHKO ET AL. [13] und ZIENKIEWICZ UND TAYLOR
[134]. Insbesondere sind alle unabhéngigen Grofien gleichberechtigt. Das Prinzip von Hu-
Wiashizu ist das allgemeinste der Mehrfeldvariationsprinzipe, bei dem die virtuelle innere

Arbeit 6GHW eines mechanischen Problems in folgender Weise formuliert wird

int

6GIWV (u, bu, 7, 67, E™ 6E™) =

/ SEM o (™) dV — / 55« (B™ — B™)dV — / & (FE™ — SE™)dV . (2.42)

B B B

Mit E™ werden angenommene Verzerrungen und mit & angenommene Spannungen be-
zeichnet. Es miissen keine weiteren Nebenbedingungen erfiillt werden.

Fiir gekoppelte elektromechanische Systeme werden von YANG [128, 129] Mehrfeldvaria-
tionsformulierungen mit den zugehorigen unabhingigen Variablen vorgestellt. Der Autor
leitet verschiedene Prinzipe ab, aus denen eine geeignete Formulierung fiir das jeweilige
Anwendungsgebiet gewiihlt werden kann. In Anlehnung an diese gemischten Variations-
prinzipe, werden von GHANDI UND HAGOOD [42], SzE UND PAN [106] und WU ET AL.
[125] dariiber hinaus Moglichkeiten von gemischten Variationsformulierungen présentiert.
Die von GHANDI UND HAGOOD [42] vorgestellten erweiterten Variationsfunktionale wer-
den in dieser Arbeit aufgegriffen, um die Moglichkeiten einer verbesserten Beschreibung
von elektrischen Groflen und die daraus resultierenden Auswirkungen auf das Struktur-
verhalten zu untersuchen.

In Analogie zur Behandlung von nahezu inkompressiblen Materialien, bei der die Inkom-
pressibilitéitsbedingung als Nebenbedingung in das Variationsfunktional integriert wird,
wird dementsprechend die Beziehung zwischen dem elektrischen Feld und dem elektrischen
Potenzial aus Gleichung (2.31c¢) mithilfe der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren
in die Variationsformulierung eingearbeitet. Damit wird die funktionale Abhéngigkeit des
elektrischen Feldes vom elektrischen Potenzial gelockert und muss nur noch in schwacher
Form erfiillt werden. Unter Einhaltung der elektrischen Randbedingungen wird die innere
Arbeit von gekoppelten elektromechanischen Systemen nun vollstéindig beriicksichtigt und
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so das reale Strukturverhalten besser approximiert. Der Lagrangesche Multiplikator kann
als dielektrische Verschiebung identifiziert werden, vgl. GHANDI UND HAGOOD [42] und
LAMMERING UND MESECKE-RISCHMANN [72]. Die daraus entwickelte neue flache Scha-
lenformulierung enthilt nun zusétzlich zu den standardméfig verwendeten Verschiebun-
gen, den Verdrehungen und dem elektrischen Potenzial als weitere unabhéngige Variable
die dielektrische Verschiebung.

Das Vorgehen bei der Entwicklung dieser neuen Mehrfeldvariationsformulierung ist im
Anhang A ausfiihrlich dargestellt. Mit §G aus Gleichung (2.37) lautet das resultierende
Variationsprinzip aus Gleichung (A.6)

6G*(u, bu, @, 60, E?, sE®, D, 6D) = 6G(u, su, ®, )

+ / §D - (E* + Grad @) dV + / D (6E” + Grad §®)dV =0, (2.43)
B B

wobei mit 6D die virtuelle dielektrische Verschiebung und mit dE® das virtuelle elektri-
sche Feld bezeichnet wird. Des Weiteren ist in der obigen Gleichung (2.43) zu beachten,
dass das elektrische Feld zunichst als unabhéingige Variable auftritt. Im Anhang A zeigt
sich jedoch, dass hieraus eine abhiingige Grofle wird, da die Variation bzgl. des elek-
trischen Feldes verschwindet. Damit ist die Gleichung (A.7) der Ausgangspunkt fiir die
Dreifeldvariationsformulierung, die zur besseren Ubersichtlichkeit noch einmal angegeben
wird

2
6G*(u, 6u, ®,6®,D, D) :/5Em codV+ pg% . 6udV—/6u . pgl_)dV—/éu.i_:dA
B B B 0B,
+ /5D - (E¥ 4 Grad @) dV +/D - Grad 60 dV — / d6PdA=0. (2.44)
B B 8Bp

Die dielektrische Verschiebung ist weiterhin eine unabhingige Variable. Daher ver-
bleibt als einzige abhiingige elektrische ZustandsgroBe das elektrische Feld E®, dessen
Beziehung nun nicht mehr mit der Gleichung (2.31c) bestimmt werden darf, sondern mit-
hilfe von konstitutiven Beziehungen ausgewertet werden muss. Dies bedarf gegeniiber der
Formulierung SM2F® aus Gleichung (2.37) konjugierter konstitutiver Gleichungen, bei
denen o und E® als abhiingige Grofien verwendet werden. Dieses konjugierte Stoffgesetz
wird in Kapitel 3.2.5 vorgestellt. Zur besseren Unterscheidung der verschiedenen An-
siitze wird im Folgenden fiir die in diesem Kapitel entwickelte erweiterte schwache Form
des Gleichgewichts die Abkiirzung 'SM3F®’ (Smart Material 3-Feldvariationsformulierung
mit elektrischem Potenzial) verwendet.
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Kapitel 3
Theorie der Piezoelektrizitat

Erstmalig wurde die Piezoelektrizitit im Jahre 1880 von den Briidern Curie an natiirlich
vorkommenden Turmalinkristallen entdeckt und beschrieben. Diese Entdeckung war der
Ausgangspunkt reger Forschungsaktivitiit, die verschiedene Einsatzmoglichkeiten der pie-
zoelektrischen Werkstoffe in technischen Anwendungen ersffnete. Die heutigen industriell
hergestellten Werkstoffe wie z.B. piezoelektrische Keramiken und Kunststoffe verfiigen
iiber einen sehr viel stirkeren als den natiirlichen piezoelektrischen Effekt und werden
in unterschiedlicher Form u.a. als Pldttchen, Fasern und Folien eingesetzt. Man un-
terscheidet je nach der Richtung der Energiewandlung zwischen dem direkten und dem
inversen piezoelektrischen Effekt. Beim direkten piezoelektrischen Effekt fiithrt eine me-
chanische Deformation eines piezoelektrischen Korpers zu einem elektrischen Feld wihrend
der inverse piezoelektrische Effekt dadurch gekennzeichnet ist, dass durch eine elektrische
Spannung an einem mechanisch unbelasteten Korper eine Dehnung oder, bei behinderter
Dehnung, eine mechanische Spannung induziert wird.

Dieses Kapitel gliedert sich in zwei Hauptabschnitte. Zu Beginn wird das Werkstoff-
verhalten von Ferroelektrika phénomenologisch vorgestellt. Darauf aufbauend werden
mithilfe von Energiebetrachtungen die erforderlichen konstitutiven Gleichungen abgelei-
tet, die gleichzeitig die Kopplungsbedingung zwischen dem mechanischen und elektrischen
Werkstoffverhalten darstellen.

3.1 Phinomenologische Betrachtungen von Ferroelek-
trika

Die Beschreibung der Phiénomene durch die auftretendende elektromechanische Kopp-
lung kann in Abhéingigkeit von der Sichtweise von zwei Standpunkten aus erfolgen: auf
makromechanischer oder auf mikromechanischer Ebene. In den folgenden Kapiteln wird
dies ndher erldutert. Eine sehr ausfiihrliche Darstellung ist u.a. bei KAMLAH [61, 62] zu
finden.
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3.1.1 Mikromechanische Betrachtungen

Auf mikromechanischer Ebene bilden piezoelektrische Keramiken eine polykristalline Struk-
tur aus Kornern, die aus einer Vielzahl von Doménen bestehen, vgl. Bild 3.1. Eine Do-
méne setzt sich wiederum aus einer Reihe von Elementarzellen zusammen, in denen eine
Polarisationsrichtung vorherrscht. Wie in Bild 3.2 dargestellt, liegt die Elementarzelle
oberhalb der Umwandlungstemperatur oder auch Curietemperatur 7T, als ein Perowskit-
gitter vor, d.h. die Gitterstruktur ist kubisch raumzentriert und das Werkstoffverhalten
paraelektrisch. Die positiven und negativen Ladungsschwerpunkte liegen aufeinander, so
dass keine spontane Polarisation P, moglich ist. Unterhalb der Curietemperatur wird

Korn

— Domaéine

— Richtung der
spontanen
Polarisation P,

Bild 3.1: Schematische Darstellung einer Probe aus piezoelektrischem Material im depo-
larisierten Zustand unterhalb der Curietemperatur 7,

kubisch
raumzentriertes
QGitter

T>T,
e Titanion Ti'"/Zirkonation Zr'"

o Sauerstoffion O

© Bleiion Pb’"

Bild 3.2: Schematische Darstellung einer Einheitszelle oberhalb und unterhalb der Curie-
temperatur 7.
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die kubische Gitterstruktur instabil, die Ladungsschwerpunkte verschieben sich, und es
entsteht ein rhomboedrisches oder auch ein tetragonales Gitter. Die Elementarzelle ist
nun von der paraelektrischen Phase in die ferroelektrische Phase iibergegangen. Es ist
ein Dipol entstanden, der eine spontane Polarisation und somit auch piezoelektrische Ei-
genschaften besitzt. Die Richtung der spontanen Polarisation erfolgt jedoch zufillig, so
dass innerhalb eines Korns Domiénen entstehen, vgl. dazu Bild 3.1. Ein Material mit
diesen Eigenschaften hat kein Symmetriezentrum und wird deshalb auch als polar be-
zeichnet. Makroskopisch heben sich die Beitriige der mikroskopischen Polarisationseffekte
auf, weshalb der piezoelektrische Werkstoff im depolarisierten Zustand isotrope Eigen-
schaften aufweist. Durch grofle Belastungen kann jedoch der momentane Zustand der
einzelnen Doméne verdndert werden. Die Auswirkungen sind dann auf makroskopischer
Ebene zu beobachten.

3.1.2 Makromechanische Betrachtung

Fiir die Entwicklung technischer Anwendungen ist vorrangig das makromechanische Werk-
stoffverhalten von Interesse. Das fiir Piezoelektrika spezifische Verhalten auf makrome-
chanischer Ebene kann mithilfe der mikromechanischen Betrachtungen des Kapitels 3.1.1
veranschaulicht werden und wird fiir eine einachsige Belastung des Materials mit einem
elektrischen Feld hier ndher erldutert.

Die dielektrische Hysterese

Eine Probe aus depolarisiertem piezoelektrischem Material wird mit einem elektrischen
Feld einachsial belastet. In Bild 3.3 ist das dielektrische Hystereseverhalten dargestellt,
d.h. die Polarisation P ist in Abhiingigkeit vom elektrischen Feld E° aufgetragen. Der
Punkt O kennzeichnet den depolarisierten Ausgangszustand direkt nach dem Herstel-
lungsprozess, bei dem die Doménen noch willkiirlich orientiert sind. Dies ist in Bild 3.3
exemplarisch anhand von vier Doménenbereichen dargestellt. Bei Belastung ist die Po-
larisation der Probe zunichst reversibel. Erst bei Erreichen der Koerzitivfeldstirke E
in Punkt A wird ein Umklappvorgang der Doméinen initiiert, welcher irreversibel ist. Die
Doménen wechseln bei dieser Belastungsintensitéit zunehmend ihre Polarisationsrichtung
in die energetisch giinstigere Richtung des aufgebrachten elektrischen Feldes. Dies fiihrt
zunéichst zu einem stérkeren Anstieg der Polarisation, bis alle Doménen in Richtung des
elektrischen Feldes orientiert sind. Damit ist der Punkt B der Séttigungspolarisation Py
erreicht.

Bei abnehmendem elektrischem Feld bleiben die Doménen weitestgehend ausgerichtet,
so dass die Probe bei vollstéindiger Entlastung bis zum Punkt C eine makroskopisch blei-
bende remanente Polarisation P, aufweist. Wird nun ein entgegengesetztes elektrisches
Feld aufgebracht, geht die Polarisation weiter zuriick. Bei Erreichen der Koerzitivfeldstér-
ke E liegt in Punkt D wieder ein depolarisierter Zustand vor. Bei weiter zunehmendem
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Bild 3.3: Schematische Darstellung der dielektrischen Hysterese unter Angabe des jewei-

ligen Polarisationszustandes

elektrischem Feld findet eine Neuausrichtung der Doméinen in die momentane Richtung
des aufgebrachten elektrischen Feldes statt, bis bei E wieder eine Séttigungspolarisation
erreicht wird. Zum vollstindigen Durchlauf einer Hysterese wird die Probe mit einem
gegensitzlichen elektrischen Feld belastet und der Zyklus iiber die Punkte F-G-B vervoll-
standigt.

Fiir technische Anwendungen findet eine Polarisation des piezoelektrischen Materials
mithilfe von hohen elektrischen Feldern statt, bei der die Hysteresekurve jedoch nur bis
zum Punkt B durchlaufen wird. Das dann gepolte Material wird in vielfdltiger Weise
eingesetzt, da im Bereich hinreichend kleiner Anderungen des elektrischen Feldes nihe-
rungsweise lineares Werkstoffverhalten vorliegt.

Die Schmetterlingskurve

Die bei der dielektrischen Hysterese beschriebenen Umklappprozesse beeinflussen wesent-
lich das Verformungsverhalten des Materials. Bild 3.4 zeigt eine Schmetterlingskurve, die
die Abhingigkeit der Verzerrungen E™ vom angelegten elektrischen Feld E°! beschreibt.
Die Probe ist im depolarisierten Ausgangszustand O ungedehnt und wird einachsial belas-
tet. Das Aufbringen eines elektrischen Feldes unterhalb der Koerzitivfeldstirke ES! ergibt
zunéichst keine makroskopisch sichtbaren Dehnungen. Dies lisst sich mit der willkiirlichen
Orientierung der Doménen erklidren, durch die sich die mikroskopischen Dehnungen der
einzelnen Doménen makroskopisch autheben. Erst bei Erreichen der kritischen Belastung
E¢ im Punkt A ist ein deutlicher Anstieg der Dehnung in der Probe zu beobachten. Diese
Dehnungen sind auf die Umklappvorgénge in den Einheitszellen innerhalb der Doménen
zuriickzufiihren, durch die die Polarisationsachsen in die Richtung des angelegten elektri-

schen Feldes orientiert werden. Eine S#ttigungsdehnung ET, im Punkt B wird erreicht
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Bild 3.4: Schematische Darstellung der Schmetterlingshysterese unter Angabe des jewei-
ligen Polarisationszustandes

wenn alle Doménenbereiche in die Belastungsrichtung umgeklappt sind. Dariiber hin-
aus belastet verhélt sich das Material linear elastisch. Bei Entlastung der Probe ist im
Punkt C makroskopisch eine bleibende, remanente Dehnung E™ zu beobachten. Wird
nun ein elektrisches Feld in der Gegenrichtung aufgebracht, so geht die Dehnung weiter
zuriick, was durch die zunehmende Depolarisation der Probe hervorgerufen wird. Im
Punkt D wird die minimale Ausdehnung erreicht. Bei Uberschreitung der hier vorliegen-
den Koerzitivfeldstirke richtet sich die ungeordnete Doménenstruktur wieder in die neue
Belastungsrichtung aus. Dies fiihrt zu einer erneuten Dehnung bis die Séttigungsdehnung
und damit eine vollstéindige Ausrichtung der Doménen im Punkt E erreicht wird. Die
zugehorige piezoelektrische Materialkonstante hat nun ein entgegengesetztes Vorzeichen.
Zur Vervollstindigung der achsensymmetrischen Schmetterlingskurve wird das elektrische
Feld wieder in der entgegengesetzten Richtung aufgebracht, so dass die Punkte F, G und
B durchlaufen werden.

Der Arbeitsbereich fiir piezoelektrische Materialien sollte im Gegensatz zu dem soeben
diskutierten extremen Einsatzbereich so gewihlt werden, dass es nicht zu einer hiufigen
Umpolarisation der Keramik kommt, da dies eine reduzierte Lebensdauer des Aktors bzw.
Sensors zur Folge hat. Des Weiteren fiihrt ein Betrieb von piezoelektrischen Keramiken
nur knapp unterhalb der Umwandlungstemperatur ebenfalls zu einer starken Alterung und
einem Absinken der remanenten Polarisation. Daher sollten die eingesetzten Werkstoffe
maximal bei der halben Curietemperatur betrieben werden, vgl. CERAMTEC [26].

3.2 Entwicklung von Materialmodellen

Die bisher im Kapitel 2 entwickelten Gleichungen sind fiir beliebige Materialgesetze giil-
tig. Um das Verhalten einer Struktur als ein Randwertproblem formulieren und lésen zu
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koénnen, reichen diese Grundgleichungen jedoch nicht aus. Es werden fiir den jeweiligen
betrachteten Korper Stoffgesetze benotigt, die in der Lage sind, dessen individuelle Eigen-
schaften mathematisch beschreiben zu kénnen. Dies sollte der Komplexitit des Anwen-
dungsgebietes und der gestellten Aufgabe angepasst sein, wobei eine moglichst einfache
aber trotzdem ausreichend genaue Beschreibung mithilfe der konstitutiven Gleichungen
sinnvoll ist.

Die im Folgenden vorgestellten mathematischen Modelle sollen die Eigenschaften von
piezoelektrischen Werkstoffen in der notwendigen Genauigkeit beschreiben kénnen. Die
vorliegende Arbeit verwendet eine Idealisierung realer Strukturen und beschriinkt sich auf
die kontinuierliche Beschreibung eines materiellen Kérpers ohne Defekte, Schidigungen
oder Alterungsprozesse. Dabei wird zwischen linearen und nichtlinearen Materialmodel-
len unterschieden. Fiir den Kleinsignalbereich wird im Allgemeinen ein lineares Modell
als ausreichend angesehen. Neuere Untersuchungen zeigen jedoch, dass diese vereinfa-
chende Annahme zu nicht vernachlissigbaren Abweichungen zwischen Experiment und
numerischer Rechnung fithren kann, vgl. u.a. CRAWLEY UND LAZARUS [33]. Fiir den
Grof3signalbereich ist in jedem Fall ein nichtlineares Materialmodell notwendig.

3.2.1 Potenziale und Zustandsgleichungen

In Abhéngigkeit von dem betrachteten Arbeitsbereich der Keramiken ist vielfach eine
lineare Theorie ausreichend. Jedoch muss fiir weitergehende Untersuchungen, z.B. fiir
die Untersuchung von Polarisationsvorgéingen, eine nichtlineare Beschreibung verwendet
werden. Fiir die meisten Materialgleichungen wird die Existenz eines Energiepotenzials
vorausgesetzt, so dass sich eine thermodynamisch konsistente Formulierung ergibt, siehe
z.B. MAUCGIN [85], TICHY UND GAUTSCHI [109] und TIERSTEN [110].

Fiir das hier untersuchte piezoelektrische Material werden die konstitutiven Gleichungen
aus der elektrischen Enthalpiedichte H hergeleitet, vgl. auch Kapitel 2.4.2,

H(E"E")=U-E" - D. (3.1)

U stellt die innere Energiedichtefunktion dar und E¢'-D gibt die Energiedichte des elektro-
statischen Feldes an. Werden E™ und E® als unabhiingige Variablen gewiihlt, so ergeben
sich sowohl die Spannung o als auch die dielektrische Verschiebung D durch partielle
Differenziation der elektrischen Enthalpiedichte bzgl. E™ und E®, siche u.a. NGUYEN
[89], TicHY UND GAUTSCHI [109] und v. WAGNER UND HAGEDORN [117],

OH OH
O'—a:E—m, D__aEel . (32)

Die zugehorigen Materialparameter zu dem hier gewéhlten Stoffgesetz lassen sich durch

eine weitere partielle Differenziation bzgl. der unabhéingigen Feldgrofien berechnen. Der
vierstufige Elastizitéitstensor C ergibt sich bei konstantem elektrischem Feld E¢ und der
zweistufige Permittivitéitstensor € bei konstanter Verzerrung E™ zu

0*H 0’H

C=3Eor"’ ¢~ 7EioE" (3.3)
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Die Bestimmung des piezoelektrischen Moduls e, eines Tensors dritter Stufe, ist gleich-
zeitig eine Kopplungsbedingung zwischen dem elektrischen und mechanischen Material-
verhalten

o oo 02’H
 OEd  QEmQE oo oD
- A4
oD O2H - OE¢! OEm™ (3-4)
©T "9E"  OE‘OE™

Aufgrund der Vertauschbarkeit der Reihenfolge bei den partiellen Ableitungen von H bzgl.
der unabhiingigen Variablen in Gleichung (3.4) sind die Materialkonstanten sowohl fiir den
direkten als auch den inversen piezoelektrischen Effekt gleich. Welche Bedingungen sich
hieraus fiir die Entwicklung von nichtlinearen Stoffgesetzen ergeben, wird eingehender in
Kapitel 3.2.3 diskutiert.

Fiir die Verwendung der Zweifeldvariationsformulierung SM2F® aus Gleichung (2.37)
ist die Ableitung der Stoffgleichungen mithilfe der elektrischen Enthalpiedichte H sinnvoll.
Es besteht jedoch die Moglichkeit, auch paarweise andere Zustandsgrofen, z.B. (o, E®),
(E™,D) und (o,D), als unabhéingige Variablen zu wéhlen. Ihnen liegen entsprechende
Energiepotenziale zugrunde, siche u.a. IKEDA [55], TICHY UND GAUTSCHI [109] und
YANG [128, 129], die jedoch mittels einer Legendre-Transformation ineinander iiberfiihr-
bar sind.

Bei der Entwicklung der Dreifeldvariationsformulierung SM3F® nach Kapitel 2.4.3 wird
ein anderer Satz unabhingiger Variablen verwendet, vgl. u.a. GHANDI UND HAGOOD
[42], MESECKE-RISCHMANN UND LAMMERING [87] und SZE UND YAO [105]. Ausgangs-
punkt stellt hier die innere Energiedichte U dar. Die unabhéngigen Zustandsgrofien wer-
den durch E™ und D reprisentiert, so dass sich als abhéingige Variablen die Spannungen
und das elektrische Feld durch partielle Differenziation der inneren Energiedichte U bzgl.

E™ und D ergeben
oU a_ OU

OE™ ’ 9D
Durch eine weitere partielle Differenziation bzgl. der unabhéingigen Feldgrofien kénnen
hier ebenfalls die Materialtensoren berechnet werden

02U 02U
- OEmOE™ ’ - ODOD ’ (3.6)

wobei die Materialkonstanten des Elastizititstensors C9 bei konstanter dielektrischer Ver-

g =

(3.5)

(Dd

schiebung D und die des zweistufigen Impermittivititstensors 3 bei konstanten Verzer-
rungen E™ bestimmt werden. Uber den piezoelektrischen Modul h, einem Tensor dritter
Stufe, ergibt sich die Kopplungsbedingung zwischen mechanischem und elektrischem Ma-

terialverhalten
b oo 0*U
= A~ m el
oD JE™OD _}8_0' _ OE ' (3.7)
L oE U oD ~ OEn
~ OEm™  ODOEm™

Auf diesen konjugierten Satz konstitutiver Gleichungen wird genauer im Kapitel 3.2.5
eingegangen.
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3.2.2 Lineares Materialmodell fiir den Kleinsignalbereich

Verbreitete Verwendung findet das lineare Materialmodell, das sich mithilfe der elektri-
schen Enthalpiedichte aus Gleichung (3.1) ableiten lisst und bei dem E™ und E¢ als
unabhéngige Variablen gewihlt werden. Unter der Voraussetzung, dass die elektrische
Enthalpiedichte H quadratisch in den unabhéingigen Feldgrofien ist

1 1
H (E™ E”) = ;O E":E" —e. E?:E™ — € E?.EY (3.8)

leiten sich die linearen Zustandsgleichungen mithilfe der Gleichungen (3.2) ab, vgl. IKEDA
[55] und TIERSTEN [110]. Hieraus ergeben sich die linearen konstitutiven Gleichungen fiir
piezoelektrisches Material, welche die folgende Form haben

oc=C:E"—e-E* (3.9a
D=e¢":E™+¢c . E*. (3.9b)

~—

Die Materialparameter der Tensoren C, e und € sind konstante Gréflen, und stellen den
Zusammenhang zwischen abhéingigen und unabhiingigen Variablen her.

Insgesamt ergeben sich im allgemeinen Fall unter Beriicksichtigung von Symmetriebe-
dingungen fiir piezoelektrische Werkstoffe 21 elastische, 18 piezoelektrische und 6 dielek-
trische Konstanten. In dieser Arbeit werden piezoelektrische Keramiken, so genannte
Mischkeramiken, aus Bleizirkonattitanat (PZT) oder piezoelektrische Polymere aus Po-
lyvenylidenfluorid (PVDF) verwendet. Vorteilhaft bei den PZT Keramiken ist ihre gute
Polarisierbarkeit mit groflen piezoelektrischen Moduln. Des Weiteren ist durch den Her-
stellungsprozess eine vielfiltige Formgebung moglich. Nachteilig sind die stéirkeren Drift-
und Ermiidungserscheinungen sowie groflere Temperaturabhingigkeiten, die im Gegen-
satz zu Einkristallen bei allen Mischkeramiken auftreten, vgl. TicHy UND GAUTSCHI
[109]. Durch die nach dem Herstellungsprozess erfolgte Polarisation erhélt das Material
niherungsweise ein transversal isotropes Verhalten, wobei sich die Keramik senkrecht zur
Polarisationsrichtung isotrop verhélt. Damit lassen sich die Konstanten auf 5 elastische,
3 piezoelektrische und 2 dielektrische reduzieren, vgl. z.B. TIERSTEN [110].

Fiir die numerische Berechnung wird die mechanische Spannung o meistens mit der
dielektrischen Verschiebung D in einer Spaltenmatrix zusammengefasst. Somit resultiert
das lineare dreidimensionale transversal isotrope Stoffgesetz fiir das gekoppelte elektro-
mechanische Werkstoffverhalten, das durch die Gleichheit der Werkstoffkonstanten in der
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xy-Ebene gekennzeichnet ist, zu

Oz [ Cii1 Crize Crizs 0 0 0 0 0 —e311 | _ngv_

Tyy Crze Cin Cusz 0 0 0 0 0 —esun|| £y,

Oz Ciizz Crizz Csszz 0 0 0 0 0 —esss|| £%

Oy 0 0 0 Ciaz 0 0 0 0 0 Ez,

o= 0 0 0 0 Cum 0 —ens 0 0 ||En| . (310
Oy 0 0 0 0 0 Caza3 0 —eqz O E;E

D, 0 0 0 0 et 0 €11 0 0 Egl

D, 0 0 0 0 0 €113 0 €11 0 E;l
| D.| [ esun esu esz 0 0 0 0 0 ez || E? |

Dieses lineare Materialmodell wird im Kapitel 4.7 in das Zweifeldvariationsfunktional
SM2F® der Gleichung (2.37) integriert und anschliefend wird daraus eine zugehorige
Finite-Elemente-Formulierung entwickelt.

3.2.3 Nichtlineare Modelle fiir den Kleinsignalbereich

Im Gegensatz zur vielfach verwendeten linearen Theorie, zeigen Experimente u.a. von
CRAWLEY UND LAZARUS [33], NGUYEN [89], v. WAGNER UND HAGEDORN [117], V.
WAGNER [118] und WANG ET AL. [121], dass auch schon in unmittelbarer Umgebung des
Arbeitspunktes ein nichtlineares Strukturverhalten vorhanden ist. Theoretische Uber-
legungen zur Entwicklung entsprechender Zustandsgleichungen und thermodynamischer
Potenziale, die auch Terme dritter Ordnung berticksichtigen, sind u.a. bei DOKMECT [36],
JosHi [59, 60] und TicHY UND GAUTSCHI [109] beschrieben. Die sich daraus ergeben-
den zusitzlichen Materialparameter sind jedoch keine Konstanten mehr sondern abhiingig
vom aktuellen Wert der unabhéingigen Variablen.

Anhand eines Beispiels von NGUYEN [89] soll die Problematik verdeutlicht werden.
Die dort entnommene und in Bild 3.5 dargestellte Balkenstruktur mit applizierten pie-
zoelektrischen Keramiken zeigt schon fiir einen Arbeitsbereich von nur 100 V' nicht zu
vernachlissigende Abweichungen vom linearen Verhalten, das im Allgemeinen fiir den
Kleinsignalbereich vorausgesetzt wird. Die Untersuchungen des Autors ergeben ein li-
neares Verhalten der Klebeschicht zwischen Tragstruktur und Keramik und lassen auf
eine Nichtlinearitit des verwendeten piezoelektrischen Materials selbst schlieffen. Nicht-
lineare konstitutive Gleichungen werden entwickelt und die zusétzliche Erweiterung der
elektrischen Enthalpiedichte durch Terme hoherer Ordnung fithrt dann zu einer thermo-
dynamisch konsistenten Formulierung des eindimensionalen mathematischen Modells. Im
Stoffgesetz wird eine Abhiingigkeit des piezoelektrischen Koeffizienten und des Elastizi-
tdtsmoduls von der Dehnung angenommen und Terme bis zur dritten Ordnung werden
beriicksichtigt. Die zusétzlichen vier nichtlinearen Materialkonstanten kénnen mit einer
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Parameteridentifikation aus den Messdaten bestimmt werden. Eine numerische Losung
mithilfe des Rayleigh-Ritz Verfahrens wird zu Vergleichszwecken ermittelt.

Weiterfiihrende Arbeiten, z.B. von v. WAGNER UND HAGEDORN [117] und v. WAG-
NER [118], befassen sich mit axial und transversal polarisierten Stiben. Die Erweiterung
dieser eindimensionalen Ansitze auf mehrdimensionale Probleme wird durch die Identi-
fikation der dann zahlreichen Materialparameter wahrscheinlich sehr schwer handhabbar
werden und ist fiir die Umsetzung in eine Finite-Elemente-Formulierung ungiinstig.

Eine der ersten Untersuchungen an isotropen und anisotropen piezoelektrischen Kompo-
sitplatten von CRAWLEY UND LAZARUS [33] weist ebenfalls Nichtlinearitéiten im Klein-
signalbereich nach und setzt zu ihrer Approximation eine Abhéngigkeit der Kopplungs-
koeffizienten von den Verzerrungen voraus. Mithilfe von zwei experimentell bestimmten
Materialparametern wird eine gute Ubereinstimmung von einer mittels Ritz Verfahren
approximierten Losung fiir Platten und den Messergebnissen erzielt.

In THORNBURGH UND CHATTOPADHYAY [108] wird eine physikalisch nichtlineare For-
mulierung fiir Kompositplatten vorgestellt, die eine Laminattheorie hoherer Ordnung be-
riicksichtigt. Die Abhéngigkeit des piezoelektrischen Koeffizienten von den Verzerrungen
und dem elektrischen Feld wird untersucht. Es wird jedoch festgestellt, dass die Abhén-
gigkeit von den Verzerrungen dominant gegeniiber der vom elektrischen Feld ist.
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Bild 3.5: Beispiel einer Balkenstruktur mit applizierten Keramiken mit nichtlinearem
Verhalten der Piezoelektrika im Kleinsignalbereich, vgl. NGUYEN [89]
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Aufgrund dieser Untersuchungen wird im Rahmen dieser Arbeit eine ausschliefllich li-
neare Abhingigkeit des piezoelektrischen Moduls von den Verzerrungen angenommen.
Infolge des nichtlinearen Verhaltens piezoelektrischer Materialien im Kleinsignalbereich
werden die linearen konstitutiven Gleichungen (3.9a) und (3.9b) erweitert. Fiir den pie-
zoelektrischen Modul e wird eine additive Zerlegung in einen konstanten Anteil e’ und
einen linear abhingigen Anteil e! : E™ vorgenommen. Es entsteht ein Tensor fiinfter
Stufe e!, der durch Verkniipfung mit den Verzerrungen E™ zu einem Tensor dritter Stufe
verjiingt wird

e(E")=¢e"+e':E™. (3.11)

Durch Einsetzen dieser nichtlinearen Beziehung in Gleichung (3.9a) berechnen sich die
Spannungen o mit dem nichtlinearen Stoffgesetz zu

c=C:E"—(e"+e':E™).E*. (3.12)

Wird die Existenz eines Potenzials vorausgesetzt, z.B. die elektrische Enthalpiedichte aus
Gleichung (3.1), so werden die konstitutiven Beziehungen mit Gleichung (3.2) bestimmt.
Eine zentrale Bedeutung hat dabei die Kopplungsbedingung aus Gleichung (3.4), die
unbedingt beriicksichtigt werden sollte, da sie sowohl die notwendige als auch hinreichende
Bedingung fiir die Existenz einer nichtlinearen Enthalpiedichte H™ ist. Daher wird in
dieser Arbeit die Kopplungsbedingung zur Herleitung von H™ verwendet.

Zur Erfiillung der Kopplungsbedingung kann die nichtlineare dielektrische Verschiebung
D durch Auswertung der Gleichung (3.4) und nachheriger Integration bestimmt werden
Al

1
D= (e’ + §e1 EMT . E™ 4 ¢-EY. (3.13)

Auch hier ergibt sich ein linearer Zusammenhang zwischen D und dem elektrischen Feld
E® und ein nichtlinearer Anteil aus der elektromechanischen Kopplungsbeziehung mit
den Verzerrungen E™. Die elektrische Enthalpiedichte H™ fiir nichtlineare Probleme des
Kleinsignalbereichs kann nun mithilfe der Gleichungen (3.12) und (3.13) durch Integration
der Bedingungen aus Gleichung (3.2) entwickelt werden

1 1 1
(E™ E) = ;€ E":E" e E:E™ — 3¢ E™.E®:E™ - 55-E81~Eel . (3.14)

Hieraus resultiert das nichtlineare dreidimensionale transversal isotrope Stoffgesetz, bei
dem zur iibersichtlichen Darstellung fiir den nichtlinearen piezoelektrischen Modul die
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Abkiirzungen e’ = e’ + el : E™ und eP = e + 1/2e! : E™ definiert werden

Oz [ Ciii1 Ciize Crizz 0 0 0 0 0 —egy|[ Er

Oyy Crze Cunn Cuss 0 0 0 0 0 —ednl|| Eyy

Oz Chrizz Crizg Cszzz 0 0 0 0 0 —egss || B2

Ty 0 0 0 Cip2 O 0 0 0 0 Ey,

0w |=| O 0 0 0 Chss 0 —efy3 O 0 Ex | . (3.15)
Oyz 0 0 0 0 0 Cazs 0 —efys O Ey;

D, 0 0 0 0 Py 0 €11 0 0 E

D, 0 0 0 0 0 ey 0 €11 0 E;l
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Diese nichtlinearen konstitutiven Gleichungen werden nachfolgend in die Zweifeldvariati-
onsformulierung SM2F® der Gleichung (2.37) implementiert und anhand eines Beispiels
in Kapitel 6.7.2 mit den experimentellen und numerischen Ergebnissen aus der Literatur
von WANG ET AL. [121] und THORNBURGH UND CHATTOPADHYAY [108] verglichen.

3.2.4 Nichtlineare Modelle fiir den Grofisignalbereich

Gerade in den letzten Jahren sind auf dem Gebiet des Grofisignalverhaltens von Piezoelek-
trika vermehrt Vercffentlichungen erschienen. Einige Ansitze sollen kurz skizziert werden,
um die Modellbildung z.B. fiir Polarisierungsprozesse von piezoelektrischen Werkstoffen
vorzustellen. Mit diesen Materialmodellen besteht die Moglichkeit, z.B. die dielektrische
Hysterese und die Schmetterlingskurve aus Kapitel 3.1.2 zu beschreiben. Die Modelle
konnen in unterschiedliche Kategorien eingeteilt werden, vgl. KAMLAH [62]. Es existie-
ren u.a. phinomenologisch und energetisch motivierte Modelle, und man kann zwischen
mikromechanischen und makromechanischen Modellen unterscheiden.

Die phédnomenologischen Materialmodelle fiir den Grofisignalbereich sind die ersten An-
sitze zur makroskopischen Beschreibung des komplexen nichtlinearen Verhaltens piezo-
elektrischer Keramiken, siche z.B. das eindimensionale Modell von CHEN UND MONT-
GOMERY [31]. Mithilfe von gewohnlichen Differenzialgleichungen werden Evolutionsglei-
chungen fiir innere Variablen zur Beschreibung des Polarisations- und Dehnungszustandes
entwickelt. Ein weiterer phdnomenologischer Ansatz ist, die thermodynamisch motivier-
ten Konzepte der Thermo-Elastoplastizitit auf gekoppelte elektromechanische Problem-
stellungen zu iibertragen, siche BASSIOUNY ET AL. [8] und BASSIOUNY UND MAUGIN
[9]. Das phénomenologische Modell von MCMEEKING UND LANDIS [86] wird mithilfe der
Helmholtzschen freien Energiefunktion hergeleitet und beschreibt den Umklappvorgang
der Doménen analog zur Plastizitéitstheorie mit kinematischer Verfestigung. Ein so gut
wie vollstéindiges dreidimensionales Materialmodell auf der makroskopischen Ebene wird
mithilfe phinomenologischer Ansiitze von KAMLAH [61, 62] entwickelt. Die Polarisation
und die Dehnung werden jeweils additiv in einen reversiblen und einen remanenten Anteil
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zerlegt und stellen das Gedichtnis des Materials dar. Geeignete Evolutionsgleichungen
werden fiir die internen Variablen entwickelt, die jedoch nicht thermodynamisch motiviert
sind. Eine Umsetzung in ein Finite-Elemente-Programm ist ebenfalls erfolgt, vgl. KAM-
LAH ET AL. [63]. Weitere Finite-Elemente-Formulierungen sind u.a. bei GHANDI UND
HAGOOD [42] beschrieben.

Mikromechanisch basierte Modelle beschreiben u.a. mithilfe der Kristallplastizitit das
Wandern von Doménenwéinden, vgl. HUBER ET AL. [46]. Das Umklappen der Doménen
von ferroelektrischen Polykristallen fiihrt zu einer progressiven Anderung der remanenten
Dehnung und Polarisation. Zusitzlich muss eine Verfestigung berticksichtigt werden, um
eine stabile Berechnung zu gewihrleisten. Eine Verbesserung dieses Modells durch Ver-
wendung von weniger Kérnern wird von HUBER UND FLECK [47] vorgestellt. Mithilfe von
Energiebetrachtungen wiederum werden von HWANG ET AL. [54] die Umklappvorginge
der Doménen beschrieben. Beim Uberschreiten eines kritischen Wertes fiir die gesamte
Forménderungsenergie wechselt das Korn die Richtung seiner Polarisation. Die Umset-
zung dieses Modells in ein Finite-Elemente-Programm ist von HWANG UND MCMEEKING
[53] erfolgt. Jedes Korn stellt hierbei ein Element dar, bei dem die potentielle Energie
im Zentrum des Elements berechnet und mit einer kritischen Energiebarriere verglichen
wird.

Um Aussagen bzgl. der Lebensdauer von piezoelektrischen Keramiken treffen zu kon-
nen, ist insbesondere die adéiquate Modellierung des Materialverhaltens im Grofisignalbe-
reich wichtig. Fiir den téglichen Einsatz in diesem extremen Belastungsbereich sind die
Keramiken jedoch nicht geeignet, so dass die in den vorherigen Kapiteln 3.2.2 und 3.2.3
vorgestellten Modelle in der Praxis von groflerer Bedeutung sind.

3.2.5 Konjugierte Materialmodelle fiir den Kleinsignalbereich

Fiir die Mehrfeldvariationsformulierung wie sie in Kapitel 2.4.3 vorgestellt wurde, wird
ein konjugierter Satz unabhéingiger Variablen benotigt und dafiir werden sinnvollerweise
die Verzerrungen E™ und die dielektrische Verschiebung D verwendet. Die zugehorigen
konstitutiven Gleichungen lassen sich nach Gleichung (3.5) aus der inneren Energiedichte
u 1 1
U(Em,D):§Cd:Em:Em—h~D:Em+§B-D-D (3.16)

ableiten. Durch die Auswertung der Gleichungen (3.5) - (3.7) ergeben sich damit die
konstitutiven Beziehungen zu

o= C":E"-h-D (3.17a)

E'=_h':E"+3.-D. (3.17b)

Um jedoch eine direkte Umrechnung der Materialparameter unabhéingig von der ver-
wendeten Energieformulierung zu ermoglichen, ist die im vorigen Kapitel vorgestellte elek-
trische Enthalpiedichte H aus Gleichung (3.8) mithilfe einer Legendre-Transformation in
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das nun gewihlte thermodynamische Potenzial U aus Gleichung (3.16) zu iiberfiihren.
Damit ist ein Vergleich verschiedener Modelle einfach moglich. Die konstitutiven Glei-
chungen (3.9a) und (3.9b) werden transformiert, so dass die Zusammenhénge zwischen
den verschiedenen Materialkonstanten direkt ermittelt werden koénnen. Die Umrechnung
erfolgt daher mit den folgenden Beziehungen, vgl. uw.a. IKEDA [55], was die Verwen-
dung von den gleichen Materialparametern fiir verschiedene hieraus entwickelte Finite-
Elemente-Modelle ermoglicht

C!'=C+e"-e' e (3.18a)
h=c'.e (3.18Db)
B=e'. (3.18¢)

Eine fiquivalente Formulierung zu Gleichung (3.10) kann ebenfalls fiir das dreidimensionale
Stoffgesetz angegeben werden
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Ezl 0 0 0 0 0 —hps O Bt 0 D,
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(3.19)

Mit den unabhéngigen Variablen E™ und D soll nun analog zu Kapitel 3.2.3 ein nicht-
lineares Materialmodell fiir den Kleinsignalbereich entwickelt werden. Aus Griinden der
Ubersichtlichkeit wird die Indexnotation verwandt. Die konstitutiven Beziehungen aus
den Gleichungen (3.17a) und (3.17b) lauten dann

i = Cigi B — (Ehnij + EnijnoFns) Br (3.20a)

1
D, = (@gkl + §e;klstE§;) E+ smef,ll . (3.20b)

Die Auflssung von Gleichung (3.20b) nach E¢ wird durchgefiihrt, um das elektrische Feld
als eine abhéngige Variable von D, und E}; zu erhalten

1 m
ES}L ID pm < pkl + 2epklstEst> Ekl

1
= BpmDp (ho kTS 5 mklstE;Itl> Ey . (3.21)
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Nachheriges Einsetzen in Gleichung (3.20a) ergibt die nichtlineare Materialgleichung fiir
die Spannungen

Oij = ijklEk:Hll ( + emz]no no) [Bpm (hgn 2h§)1klstEg> El?;]

]' m m 1 m m m
= (C'L]kl + eng hmk:l +3 2 ng hfnklstEst + efm’jnoE hO mkl + 2emz]noEnoh§nklstEst> Ekl

— (B 4 M iinoBs) Dy - (3.22)

pij pijno~no

Damit wird das nichtlineare Stoffgesetz nun mit den unabhéngigen Variablen E™ und D
formuliert. Hieraus ldsst sich durch Integration eine zugehorige konjugierte elektrische
Enthalpiedichte fiir nichtlineare Systeme bestimmen zu

1 o 1 m m

Eci]klE Ekl Ekl + 66mz] mklstE E Ek:l
1 m m 1 m 7 e m rm

2 BN ERER + ERhE s EREDERD

3 mz]no 8 mz]no no' “mklst

H (Ezr?’ D) = 2 mz]hmkl

h;?nJEmDP Qh;zgnoE;?oEng + ﬂme D, (3.23)
Sie besteht im Gegensatz zu Gleichung (3.14) aus einer sehr viel grofieren Anzahl an Kop-
peltermen und ist daher fiir praktische Berechnungen schwerer handhabbar. Daher wird
in dieser Arbeit auf eine nihere Untersuchung von nichtlinearen Mehrfeldvariationsformu-
lierungen verzichtet, die mit den Gleichungen (3.21) und (3.22) entwickelt werden kénnen.
Eine kompaktere Formulierung liefle sich durch die Definition von anderen nichtlinearen
Parametern sicherlich finden, eine Vergleichbarkeit der einzelnen Modelle wire jedoch
nicht mehr gegeben. Mit den obigen Gleichungen kénnten jedoch die Materialparameter
von den Gleichungen (3.12) und (3.13) direkt in die der Gleichungen (3.21) und (3.22)
iiberfithrt werden und damit bei der Berechnung vergleichbare Ergebnisse erzielt werden.
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Kapitel 4

Theorie der flachen piezoelektrischen
Schale

Ausgangspunkt fiir dieses Kapitel ist die Theorie flacher schubelastischer Schalen, die
urspriinglich in einer rein mechanischen Form unter Beriicksichtigung von geometrischen
Nichtlinearitéiten von WAGNER [119] vorgestellt wurde. Die zu beschreibende Schalenmit-
telfliiche spannt sich iiber der zy-Koordinatenebene zu der senkrecht die z-Achse orientiert
ist. Da die Schale voraussetzungsgeméf3 flach ist, ist eine Beschreibung in kartesischen
Koordinaten moglich. Gegeniiber dem Kriimmungsradius R ist die Schalendicke ¢ als
klein anzusehen.

Eine Erweiterung auf elektromechanisch gekoppelte Probleme, bei denen die Verschie-
bungen und das elektrische Potenzial als Freiheitsgrade verwendet werden, ist von LAM-
MERING [71] vorgenommen worden. Aufgrund der Sprodigkeit von piezoelektrischen Ke-
ramiken wird jedoch auf die geometrische Nichtlinearitit verzichtet.

Zur Entwicklung verschiedener flacher Schalenformulierungen werden zunichst die ki-
nematischen Beziehungen angegeben. AnschlieBend werden die Schnittgrofien mit den
verschiedenen Stoffgesetzen aus Kapitel 3 bestimmt. Dabei wird zunichst mit einer so-
wohl geometrisch als auch physikalisch linearen Formulierung begonnen, die im Anschluss
eine Erweiterung auf nichtlineares Werkstoffverhalten fiir Piezoelektrika erfihrt. Durch
die Integration der Schalenkinematik und der Schnittgréfien in die im Kapitel 2 entwickel-
ten Variationsformulierungen ergeben sich verschiedene piezoelektrische Schalenmodelle.

4.1 Kinematik

Zur Beschreibung des Verformungsverhaltens einer schubelastischen piezoelektrischen Scha-
le wird eine Reissner-Mindlin-Kinematik verwendet. Im Gegensatz zu den Annahmen der
klassischen Kirchhoffschen Theorie miissen bei dieser Schubdeformationstheorie 1. Ord-
nung gerade Linienabschnitte, die im unverformten Zustand orthogonal zur Schalenmit-
telfliche sind, im verzerrten Zustand nicht mehr orthogonal auf der Mittelfléiche stehen.
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Fiir Schubdeformationstheorien hoherer Ordnung sei auf GOPINATHAN ET AL. [43] und
HEYLIGER ET AL. [45] verwiesen.

Mithilfe der Voraussetzungen fiir schubelastische Schalen werden verschiedene Formu-
lierungen mit Sandwichaufbau entwickelt, bei denen bis zu zwei piezoelektrische Deck-
schichten und eine passive Mittelschicht als tragender Verbund verwendet werden, vgl.

Bild 4.1.
/ konventionelles

Material

piezoelektrisches
Material

SMN

Bild 4.1: Kinematische Groflien fiir eine flache piezoelektrische Sandwichschale mit zwei

aktiven Deckschichten und einer passiven Mittelschicht

Die Verschiebungen u(z,y, z), 0(z,y, z) und @(z,y, z) ergeben sich mit der Annahme
von Reissner-Mindlin zu

w(x,y, z) = u(z,y) + z0,w(x,y) — 2¢0,(z,y)
(z,y,2) =v(x,y) + 20w(T,y) — 2¢y(z,y)
w(z,y,z) =w(z,y), (4.1)

N

vergleiche hierbei Bild 4.1 fiir die Definitionen der kinematischen Groflen im kartesi-
schen Koordinatensystem. u(z,y), v(z,y) und w(z,y) beschreiben die Verschiebungen
der Schalenmittelfliiche (SMF) und ¢, (x,y) und %, (z,y) die Rotationen um die y- bzw.
die z-Achse, vgl. z.B. auch fiir Mindlin-Platten ALTENBACH ET AL. [2]. Mithilfe der
Terme 2o ,w(z,y) und 2o ,w(x,y) wird die vorhandene Kriimmung der Schale durch eine
Vorverformung berticksichtigt. Der Vorteil ist, dass hierdurch eine kartesische Formulie-
rung mit fiinf unabhéingigen mechanischen Freiheitsgraden entsteht. Damit ist jedoch
die Berechnung auf flache Schalen mit geringen Kriimmungen beschrinkt. Mithilfe der
Definitionen aus Gleichung (4.1) und (2.9) kénnen nun die Verzerrungs-Verschiebungs-
Beziehungen abgeleitet werden. Im Hinblick auf die in Kapitel 5 entwickelte Finite-
Elemente-Formulierung fiir schubelastische Schalen wird hier schon eine Zerlegung der
Verzerrungen E™ in einen Membran- (E™), einen Biege- (EP) und einen Schubanteil
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(E®) vorgenommen
Emb
E"=| 2EP | . (4.2)
ES

Die Zusammensetzung der jeweiligen Anteile ldsst sich folgendermaflen angeben

E;;lfb u,m + Zoyw’w’m
Emb — E:Iyr;/b = U,w _|_ ZO,yw’y (4.3)
2E§?14b (Uy +v2) + (200Wy + 204yWz)
EE&E _¢x,w
E" = Ey | = —Vyy (4.4)
2B, — (Vo + Py0)
253 (W — ) 1
E = =, : (4.5)
{ 2Eyz ] [ (wy — 1)

4.2 Elektrisches Potenzial

Das elektrische Potenzial ist eine skalare Funktion, deren Verlauf aufgrund der Beziehung
zum elektrischen Feld aus Gleichung (2.31c) zumindestens linear gewihlt werden muss,
um die Existenz eines elektrischen Feldes iiberhaupt zu ermoglichen. Daher wird zunéchst
die iiblicherweise verwendete skalare Formulierung mit einer linearen Approximation von
® vorausgesetzt. Die Gleichung (2.31c) kann fiir alle drei Koordinatenrichtungen des be-
trachteten Korpers ausgewertet werden. Es ist jedoch zu beachten, dass es sich in der
Praxis bei groflen Abmessungen einer piezoelektrischen Keramik in die z- und y-Richtung
umso schwieriger gestaltet, ein starkes elektrisches Feld in diesen Richtungen aufzubauen.
Dieser Effekt ist analog zu einem Plattenkondensator zu sehen, bei dem eine Vergréflerung
des Abstandes der beiden Platten zu einer Abschwichung des erzeugten Feldes fiihrt. Da
Interdigitalelektroden in dieser Arbeit nicht eingesetzt werden, ist fiir die hier betrachtete
Schalenstruktur sinnvollerweise nur ein elektrisches Feld in der Dickenrichtung z anzu-
setzen. Dies fiihrt durch Auswertung von Gleichung (2.31¢) zur folgenden Beziehung
zwischen den elektrischen Feldern E¢. und E! und den elektrischen Potenzialen @, und
®, der beiden piezoelektrischen Schichten

EY = {Eﬁlz ] = l ~Pus ] : (4.6)

1
Efz _q)LZ

Mit dem Index u wird dabei die obere Schicht bezeichnet wihrend die untere Schicht mit
dem Index 1 gekennzeichnet wird.

Die nach der Herstellung durchgefiihrte Polarisierung der Keramiken erfolgt meistens
ebenfalls in der Dickenrichtung. Damit wird die Wirkung eines in z-Richtung aufgebrach-
ten elektrischen Feldes bei den applizierten Aktoren und Sensoren fiir die bei Platten
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und Schalen auftretenden Biegeprobleme maximiert. Mit auf der Oberfliche der pie-
zoelektrischen Schichten aufgebrachten Elektroden ist dann durch das Aufbringen einer
elektrischen Spannungsdifferenz ein aktorischer Betrieb moglich. Beim sensorischen Be-
trieb wiederum ist bei mechanischer Belastung die Messung einer elektrischen Spannung
moglich.

Nun ist nur noch die lineare Funktion des elektrischen Potenzials zu ermitteln, die sich
sowohl fiir die obere als auch die untere Schicht in Abhéingigkeit von z darstellen l&sst.
Ausgehend von der allgemeinen Form einer linearen Gleichung

O(z)=az+b (4.7)

miissen die noch unbekannten Konstanten a und b bestimmt werden. Dies erfolgt mithilfe
der elektrischen Randbedingungen auf der Ober- bzw. Unterseite der jeweiligen piezo-
elektrischen Schicht. Beispielhaft wird nur die Berechnung fiir die obere piezoelektrische
Schicht erldutert.

q)u(Z:Zl):O (I)u(Z:ZQ):A(I)

u

7 A

Bild 4.2: Randbedingungen zur Bestimmung des elektrischen Potenzials

Die Elektroden, die sich in der Zwischenschicht mit der Koordinate z = z; befinden,
vgl. Bild 4.2, werden als geerdet angenommen, d.h. ®,(z = z;) = 0. Fiir die Oberfléiche
mit der Koordinate z = 2z, wird eine Potenzialdifferenz ®,(z = 25) = A®, vorgegeben
und das elektrische Potenzial ®,(z) berechnet sich fiir die obere piezoelektrische Schicht
zu

AD, (22— z)
 m—z
Der Vorteil bei der Verwendung einer Potenzialdifferenz liegt in der Reduzierung der zu-

Dy (2) (4.8)

sitzlichen elektrischen Freiheitsgrade. Des Weiteren ist eine Beschreibung des piezoelek-
trischen Materialverhaltens mit diesem einen elektrischen Freiheitsgrad in ausreichender
Weise moglich.

Die Auswertung von Gleichung (4.6) ergibt einen konstanten Wert fiir das elektrische
Feld, bei dem die Dicke t,, = zo — z1 der oberen elektrischen Schicht einen direkten Einfluss
auf die Intensitdt von £ hat

AD AD
EFl=_— = _—= (4.9)

Z9 — 21 tu
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7, A
E, 2,
Zy
piezoelektrische Schicht
—(—]
Z
\=\ passive Schicht
Zg
—O—]
piezoelektrische Schicht
Zy el
E, P,

Bild 4.3: Linearer Verlauf des elektrischen Potenzials und konstanter Verlauf des elektri-
schen Feldes aufgetragen fiir die piezoelektrischen Schichten

Die Bestimmung von ®; und E!

folgen und ist daher nicht dargestellt.

fiir die untere piezoelektrische Schicht kann analog er-

Somit werden fiir die piezoelektrischen Schichten zusiitzlich zu den fiinf mechanischen
Freiheitsgraden der Schale aus Kapitel 4.1 zwei elektrische Freiheitsgrade fiir die Poten-
zialdifferenzen A®, und AP, benstigt. Das A’ wird im Folgenden zur Vereinfachung
weggelassen, wobei die Groflen @, und ®; jedoch weiterhin eine Potenzialdifferenz in der
jeweiligen Schicht beschreiben. In Bild 4.3 ist der sich ergebende Verlauf von ® und E¢!
fiir beide piezoelektrische Schichten iiber die Schichtdicke aufgetragen.

In Kapitel 4.4 wird sich jedoch zeigen, dass bei der Auswertung der elektrischen Feld-
gleichungen (2.31b) ein linearer Verlauf des elektrischen Potenzials die elektromechanische
Kopplung nur unvollstéindig in der Dickenrichtung beriicksichtigt. Erst mit einer quadrati-
schen Approximation des elektrischen Potenzials kann ein physikalisch sinnvolles Ergebnis
erzielt werden.

4.3 Zweidimensionale Stoffgesetze fiir Piezoelektrika

In diesem Kapitel sollen verschiedene Moglichkeiten bei der Modellierung von piezoelek-
trischen Schichten diskutiert werden. Fiir die hier betrachteten diinnen Schalenstrukturen
ist die Annahme eines ebenen Spannungszustandes (o, = 0) sinnvoll, vgl. u.a. ALTEN-
BACH ET AL. [2], WAGNER [119] und LAMMERING UND MESECKE-RISCHMANN [72].
Mithilfe dieser Annahme werden drei verschiedene Stoffgesetze abgeleitet, die fiir die Her-
leitung von Schalenelementen aus den Variationsformulierungen des Kapitels 2.4 verwandt
werden.
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4.3.1 Lineares Stoffgesetz fiir den Kleinsignalbereich

Die einfachste Approximation des Strukturverhaltens im Kleinsignalbereich erhélt man
durch die Verwendung eines linearen Stoffgesetzes. Dies wird im Folgenden vorgestellt.

Zusitzlich zum angenommenen ebenen Spannungszustand wird im Stoffgesetz der Glei-
chung (3.10) auBerdem das Verschwinden des elektrischen Feldes E¢' und E;l in x- und
y-Richtung bei der Formulierung angenommen, vgl. Kapitel 4.2. Damit ergibt sich eine
Entkopplung der Schubterme von den elektrischen Termen. Mit diesen Annahmen lassen
sich die linearen konstitutiven Beziehungen fiir den ebenen Spannungszustand berechnen:

— 2 —
C 01133 C Ci133C2233 0 e333C1133
1111 — 1122 — —(~ —€311 + ——
Opa Cs333 Cs333 Cs333 EY
2
C C1133C2233 C 02233 e333C2233 Em
Oyy 1122 — C’— 2222 — e 0 —e311 + C’— Yy
= 3333 3333 3333 pm
o
Y 0 0 Cla12 0 ‘”31/
D 2 E¢
o e333C1133 e333C2233 €333 z
€311 — T €311 — T 0 €33 + C
L 3333 3333 3333
_ 1 m A
Chy Cly 0 —ej3 T
Cl, C3 0 —e3 En
= g I (4.10)
0 0 Cg O E™
]
* * * 1
el €3 0 €34 E?

Die mit dem Stern gekennzeichneten Materialgréffen sind schon auf den ebenen Span-
nungszustand bezogene Konstanten. Die Schubspannungen in z-Richtung ergeben sich
durch die vollstéindige Entkopplung zu

Ozz _ [01313 0 }
Ty2 0 Casos

und héngen nicht von elektrischen Groflen ab. Zusétzlich existiert noch die dielektrische

Ly
4.11
o (111)

Verschiebung in der z- und y-Richtung,
D, _ { e 0O ]
Dy 0 €113

die jedoch jeweils keinen Beitrag in der Variationsformulierung liefert und daher hier nicht
weiter betrachtet wird, vgl. BROCKMANN [24].

b 4.12
Em Y ( * )

Yz

Gegenstand aktueller Diskussionen ist die Frage, inwieweit die Annahmen E¢! = E;l =0
bzw. D, = D, = 0 anzuwenden sind. Untersuchungen von BENJEDDOU [16] und Go-
PINATHAN ET AL. [43] zeigen, dass die gleichzeitige Verwendung beider Vereinfachungen
nur bei diinnen Strukturen Giiltigkeit besitzt. Insbesondere bei dynamischen Anwen-
dungen, bei denen grofie Deformationen auftreten, kann es jedoch Schwierigkeiten geben,
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eine Losung zu erhalten. Wird die Annahme E¢ # 0 und E;l #0und D, = D, =0
angenommen, so ist dies insbesondere sinnvoll bei Einsatz von Interdigitalelektroden.

In dieser Arbeit werden fiir die weitere Entwicklung der Schalenformulierungen die Glei-
chungen (4.10) bis (4.12) verwendet werden. Es soll jedoch darauf hingewiesen werden,
dass die Voraussetzungen dieser verschiedenen vereinfachenden Annahmen bei Verinde-
rung des Anwendungsfalls stets kritisch iiberpriift werden sollten. Asymptotische Grenz-
wertbetrachtungen zur Konvergenz von Berechnungen, wie sie von RAHMOUNE ET AL.
[91] vorgestellt wurden, sind eine Moglichkeit, den Anwendungsbereich der entwickelten
Formulierung einzugrenzen.

4.3.2 Nichtlineares Stoffgesetz fiir den Kleinsignalbereich

Das nichtlineare Stoffgesetz fiir den Kleinsignalbereich aus Gleichung (3.15) hat die gleiche
Struktur wie die linearen konstitutiven Gleichungen aus Kapitel 4.3.1, jedoch sind die
piezoelektrischen Moduln nun abhingig von den Verzerrungen

- 2 2 0 q
Cliss Cliss o €333C1133
Cin — C Cii22 — C 0 —€3qp T+ T Connn
Oy 3333 3333 3333 EY
012133 012133 - eg3301133 m
Tyy Chi22 — Cogon — 0 —€5p +—— Ey,
- C C C
= 3333 3333 3333 Em
o
zy 0 0 01212 0 ry
D 0 0 0 .0 £
N D €333C1133 €333C1133 0 n €333€333 z
€311 — — 4 €322~ €33
L C3s33 C3s33 C3s33
B * * *,0 m
Chy Ch, 0 —ej; Evy
* * *,0 m
Ciy C5 0 —es} Eyy (4.13)
0 0 Ces 0 EEJ ' '
*7D *7D * el
ey ey 0 e3 EX

Der nichtlineare Anteil des piezoelektrischen Moduls €35455 : E2 in 2-Richtung wird hier
vernachlissigt, da im betrachteten Kleinsignalbereich der Einfluss wesentlich geringer ist
als von den anderen nichtlinearen Beitréigen. Auflerdem hat weiterhin eine Unterscheidung
zwischen den nichtlinearen piezoelektrischen Moduln durch die Verwendung der Indizes D
und o zu erfolgen, da sich deren Parameter durch den Faktor 1/2 vor dem linearen Term
unterscheiden, vgl. die Gleichungen (3.12) und (3.13). Es ist des Weiteren zu beachten,
dass auch die fiir den ebenen Spannungszustand modifizierten piezoelektrischen Moduln
vom aktuellen Verzerrungszustand abhingig sind. Keine Anderungen ergeben sich fiir die
Schubspannungen, fiir die auch hier niherungsweise die Gleichung (4.11) gilt.
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4.3.3 Konjugiertes lineares Stoffgesetz fiir den Kleinsignalbe-
reich

Das konjugierte Stoffgesetz aus den Gleichungen (3.17a) und (3.17b) ist ebenfalls auf den
ebenen Spannungszustand und fiir diinne Strukturen zu reduzieren. Da keine Vorgaben
bzgl. der Beziehungen zwischen dem elektrischen Potenzial und dem elektrischen Feld
gemacht werden, werden hier die Vereinfachungen D, = D, = 0 verwendet. Damit
konnen die konstitutiven Gleichungen in entsprechender Weise wie in den Gleichungen
(4.10) und (4.11) formuliert werden

- 2 2 -

i) (Cs) e
cd ( 1133 cd s 0 a4+ 33301133
O HH Cs33 12 Cs33 Cs33 B
0l ..)? 04..)? e m
Oy | | Oy — (C}dl%) Cly — (C}d133) 0  —hsu+ —3303(1 L Eyy
o = 3333 3333 3333 Em
Ty d Ty
- h333Ciis3 h333Ciis3 h3s3 :
—hsi1 + —77> —hau +—7—— 0 Ba3 +
i Clhas Cthas Cthas
[ (C)" (Ch)" 0 —hi ][ ER
0 0 CL 0 En |- '
| by —hy 0 By || D

Mit dem Stern sind ebenfalls die an den ebenen Spannungszustand angepassten Materi-
alkonstanten gekennzeichnet. Die Schubspannungen kénnen auch hier von den restlichen
Gleichungen entkoppelt werden und ergeben sich in der z-Richtung zu

Oz :[051323 0 1 B3 | (4.15)
Oyz 0 C151323

By
Zusétzlich existieren noch die elektrischen Felder in der z- und y-Richtung,

h113 0 ] E;nz
_ , 4.16
l 0  hus (4.16)

By
die jedoch wie die dielektrische Verschiebung aus Gleichung (4.12) ebenfalls keinen Beitrag
in der Variationsformulierung leisten. Daher verbleibt auch die weitere Betrachtung von
E¢ und E;l.

el
E T
el
Ey

4.4 Folgerungen fiir das elektrische Potenzial

Die adiquate Approximation des elektrischen Potenzials ist in den letzten Jahren zu-
nehmend in der Diskussion. Um einen physikalisch sinnvollen Verlauf fiir das elektrische
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Potenzial iiber die Schichtdicke zu ermitteln, ist die Erfiillung der elektrischen Feldglei-
chungen und der elektrischen Randbedingungen notwendig. Diese Forderungen werden
daher zur Bestimmung der Ansatzfunktion fiir ® herangezogen, so dass eine auf die Struk-
tur angepasste Beschreibung ermittelt wird.

Analog zu der von KOGL UND BUCALEM [66] vorgestellten Berechnung wird nun ana-
lytisch die Ermittlung des elektrischen Potenzials in der Dickenrichtung fiir die in Bild
4.1 dargestellte Sandwichstruktur vorgestellt. Da die partiellen Ableitungen der dielek-
trischen Verschiebung fiir ein Schalenelement in x- und y-Richtung nicht existiert, vgl.
Kapitel 4.2, reduziert sich fiir die diinne Schale die Bedingung der Ladungserhaltung aus
Gleichung (2.31b) und der letzten Zeile aus Gleichung (4.10) zu

D, =¢jsEm  + e B +esEl, =0. (4.17)

TT,2 Yy,

Verwendet man nun die Gleichungen (4.2) und (4.6), 16st nach ® ., auf

q),zz = [ L 1/%1 Twy,y] (418)
€33
und integriert zweimal bzgl. der z-Koordinate, ergibt sich das elektrische Potenzial als
quadratische Gleichung in Abhéingigkeit von der Koordinate z

d(z2) = 1 (6131pxx e23¢y,y) 24+ bz+c. (4.19)
2 \ €35 €3

Hierbei ist zu erkennen, dass durch die Ableitung bzgl. z in der Gleichung (4.17) aus-
schliefllich die Biegeverzerrungen durch das elektrische Potenzial beeinflusst werden und
daher eine Kopplung dieser unabhéngigen Groflen vorliegt. Die Bestimmung der Integrati-
onskonstanten b und ¢ erfolgt wie schon im Kapitel 4.2 iiber die gleichen Randbedingungen
auf der Ober- bzw. Unterseite der jeweiligen piezoelektrischen Schicht, vgl. hierzu Bild
4.2. Ebenfalls wird auch hier die Berechnung nur beispielhaft fiir die obere Schicht erléu-
tert. Die Elektroden auf der Zwischenschicht sind geerdet, d.h. ®,(z = 2z;) = 0. Auf der
Oberfléiche wird die Potenzialdifferenz ®,(z = 2z3) = Ad,, vorgegeben. Mit diesen Rand-
bedingungen ergibt sich nach einiger Rechnung die Funktion des elektrischen Potenzials
®,(2) fiir die obere piezoelektrische Schicht als quadratische Funktion von z

AD, (z—2)

Z9 — 21

CI)U(Z) — _1( (613)u¢mm (623)u¢y7y>{z2 _ [(Zl + 22) 5 le2]}+ . (420)

2\ (33), (€33),

Das elektrische Feld lésst sich nun mit der Beziehung aus Gleichung (4.6) direkt bestimmen

E(2) = ((el3>wm (623)11%,) {z - % (21 + zg)} _

(€33) (€33)4

AD,

22 — 21

(4.21)

Analoge Gleichungen zu (4.20) und (4.21) lassen sich leicht auch fiir die untere piezoelek-
trische Schicht ermitteln. Fiir einen Vergleich mit Bild 4.3 ist in Bild 4.4 der Verlauf des
elektrischen Potenzials und des elektrischen Feldes fiir beide piezoelektrische Schichten
dargestellt.
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Bild 4.4: Quadratischer Verlauf des elektrischen Potenzials und linearer Verlauf des elek-

trischen Feldes aufgetragen fiir die piezoelektrischen Schichten

Bei Betrachtung der eben gezeigten Herleitung (4.17) bis (4.20) wird ersichtlich, dass
der Verlauf des elektrischen Potenzials sich direkt aus den verwendeten Grundgleichungen
ergibt und somit eine nur lineare Approximation von ®(z) die physikalischen Verhiltnisse
nicht ausreichend wiedergibt. Denn diese Annahme wiirde wegen ES, = 0 fiir Gleichung
(4.17) bedeuten, dass die Ladungserhaltung von elektrischen Feldgréfien nicht beeinflusst
wird und damit nur vom mechanischen Verformungsverhalten abhéngig ist. Diese Aussage
ist jedoch physikalisch wenig sinnvoll, da dieses Ergebnis ein teilweises Verschwinden
der Kopplung zwischen den elektrischen und mechanischen Groflen nachweist. Es ist
nur noch eine einseitige Kopplung vorhanden. Daher ist ein zumindestens quadratischer
Verlauf des elektrischen Potenzials iiber die Schichtdicke notwendig, um eine vollstéindige
elektromechanische Kopplung bei der Modellierung zu beriicksichtigen.

Wird dennoch ein linearer Verlauf iiber die Schichtdicke verwendet, so ergibt sich fiir
das elektrische Potenzial und das elektrische Feld nur der letzte Term der Gleichung (4.20)
bzw. (4.21), was den Ergebnissen aus den Gleichungen (4.8) und (4.9) von Kapitel 4.2
entspricht.

Insbesondere im statischen Fall werden sich bei sehr schlanken diinnen Schalen die
Ergebnisse trotz der verschiedenen Approximationen des elektrischen Potenzials nicht
wesentlich voneinander unterscheiden. Inwieweit ein quadratischer Ansatz fiir ® genauere
Ergebnisse fiir das Strukturverhalten liefert und welche Abweichungen bei einer linearen
Approximation auftreten, soll daher anhand von Beispielen im Kapitel 6 ermittelt werden.
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4.5 Schnittgroflen fiir Zweifeldvariationsformulierun-

gen

Entsprechend dem Vorgehen von ALTENBACH ET AL. [2] und TzoU [112] erhélt man fiir
ein lineares Stoffgesetz die Normalkrifte n, die Momente m und die Querkréfte q durch
Vorabintegration der zugehorigen Spannungen o aus den Gleichungen (4.10) und (4.11)
iiber die Schichtdicke ¢; unter Beriicksichtigung der Kinematik und dem elektrischen Feld
aus den Gleichungen (4.3) - (4.6). Die nachfolgende Summation iiber alle Schichten n;
ergibt dann die jeweilige resultierende Schnittgrofie

Nyg (U$$)z
Ny (Uyy)z'
i nwy s (ny)z
m|= "= / (Oma)izi | g, (4.22)
q Myy =1y (0yy); 2i
Mgy ' (02y); Zi
q:cz (Oxz)z
L Qyz | | (Uyz)z ]

die auf die Schalenmittelfliiche bezogen ist. Die dielektrische Verschiebung d existiert aus-
schliefllich fiir die piezoelektrischen Schichten. Auflerdem besteht aufgrund der gewihlten
elektrischen Freiheitsgrade zwischen den Schnittgréfien der oberen und unteren Schicht
keine Kopplung, so dass nur eine Integration iiber die jeweilige Schicht durchzufiihren ist

/ D, dz
duz

d= [ 1 = | M : (4.23)
di. /Dlz dz
4

Die Integration wird in gleicher Weise wie bei den Spannungen durchgefiihrt, jedoch
existiert hier keine physikalische Bedeutung fiir die resultierende Grofle, da sie ebenfalls
auf die Schalenmittelfléiche bezogen ist.

Nun werden im Folgenden die Schnittgréfien unter Beriicksichtigung der unterschiedli-
chen Approximationen fiir das elektrische Potenzial entwickelt. Auflerdem werden nicht-
lineare Schnittgroflen fiir den Kleinsignalbereich vorgestellt.

4.5.1 Lineare Schnittgréf3en bei linearem elektrischem Potenzial

Zur Ermittlung der Schnittgrofien werden zuniichst sowohl die einzelnen Anteile der Ver-
zerrungen als auch der lineare Verlauf des elektrischen Potenzials in der Dickenrichtung
herangezogen. Die Normalkraft aus Gleichung (4.22) wird durch die Integration des Stoff-
gesetzes aus Gleichung (4.10) bzgl. der z-Richtung analog zur klassischen Laminattheorie
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unter Zuhilfenahme der Gleichungen (4.2) und (4.6) explizit ausgewertet

i (Cfl)i ti (Of2)i ti 0 Eg;cb
n = Z (Chy);ti (C3); s 0 Ezr/lzl/b
=1 0 0 (066)1' t; E;I;b
i [(Ch)stizi (Cfy);tiz 0 By, (€73), tu (€f3)h el
10 ] [ N S O ot R 5 A RN 2 CETS
O z

i=1 0 0 (066 . tizi Eb 0

2 Y.

Wie schon aus den konstitutiven Gleichungen ersichtlich wird, leisten durch die Kopplung
in den Stoffgleichungen auch elektrische Gréflen einen Beitrag zu mechanischen Schnitt-
groflen. Dies zeigt sich in gleicher Weise bei den Momenten 1, die berechnet werden
zu

ni [ (Ch)itizi (Cla);tizi 0 En
h=> | (Ch)tizi (Ch)tiz 0 Eyy
i=1 O 0 (Cﬁﬁ)i tzZZ Eg;lb
) ) , _
e, (1 35) € (e + 35) 0 N
= C* 2 t? Cf* 2 t? alc)m
+ Z ( 12)2’ tlzz + E ( 22)1; tlzz + E 0 Eyl;)y
= t3 Exy
0 0 Ces). | tiz? + =
_ ( 66)2( Zz+12>_
(el3)utuzu  (€13)1 1121 Eel
- | @t (i | ] (4.25
1z

0 0

Zu beachten ist, dass fiir einen unsymmetrischen Schichtaufbau durch den zweiten Term
der Gleichung (4.24) und den ersten Term der Gleichung (4.25) eine Kopplung zwischen
den rein mechanischen Membran- und Biegeanteilen auftritt. Bei einem symmetrischen
Aufbau des Querschnitts entkoppeln sich diese Anteile und diese beiden Terme entfallen.

Die dielektrische Verschiebung d ergibt sich analog zu den mechanischen Schnittgréfien
durch Auswertung der Gleichung (4.23)

Emb
a _ |: (€T3)u tu (eSS)u tu 0 :| Emb
(6T3)1t1 (633)1151 0 E?rﬁlb
Ty
E}v)m * €.
(6T3)u tuZu (6;3)u tuZu 0 Eb 83311 0 EuL 4 26
+ (6* ) t * t O Yy + 0 * Eel : ( . )
shtiz (es3) iz Eb €331 12
zy

Wie schon im Kapitel 4.3.1 angegeben, konnen die transversalen Schubspannungen von
den Verzerrungen in der Schalenebene und dem elektrischen Feld entkoppelt werden. Dies
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bleibt ebenfalls erhalten fiir die sich daraus ergebenden Querkrifte, die daher unabhingig
von den restlichen Schnittgrofien bestimmt werden

ng

=3 l (Clgég)iti (023(2)3% , 1 l % ] _ (4.27)

i=1

Nachdem nun alle Gleichungen fiir die Schnittgroéfien bekannt sind, kénnen die Resultie-
renden mithilfe einer Matrixnotation zusammenfassend angegeben werden

i A c 0 —Ccm¢ ] [ Em
i cmP D 0 -Cw b
= E (4.28)
q 0 0 A 0 s
d (cm)t (c)" o P Ed

4.5.2 Lineare Schnittgréf3en bei quadratischem elektrischem Po-
tenzial

Wird, wie in Kapitel 4.4 vorgestellt, eine quadratische Approximation des elektrischen
Potenzials iiber die Schichtdicke vorausgesetzt, so hat dies ausschlieflich Auswirkungen
auf die Berechnung der Biegemomente, da zwischen diesen und dem elektrischen Potenzial
dann eine Kopplung besteht. Die linearen Terme von E¢ aus Gleichung (4.21), die eine
Abhéngigkeit von den Verdrehungen ), und ), haben, werden daher schon im Vorfeld
bei der Berechnung der Biegemomente beriicksichtigt. Dies hat den Vorteil, dass fiir
das elektrische Feld dann nur noch der konstante Term vorhanden ist. Damit kann bei
der Entwicklung der finiten Elemente in Kapitel 5 diese Formulierung analog zu allen

Anderen angegeben werden. Alle weiteren Schnittgroflen bleiben unverédndert so wie sie
in den Gleichungen (4.24), (4.26) und (4.27) angegeben wurden.

Diese zusitzliche Kopplung mit den elektrischen Anteilen muss jedoch noch bei der Be-
rechnung des Biegemoments ergéinzt werden. Auch hier ist eine Integration in z-Richtung
durchzufiihren, und es ergibt sich eine modifizierte Form m* der Biegemomente

r * \2 43 * ok 3
(613> 1, €lzeast

2t 2
np €53 12 e35 12 Eb.
n* = 1vr * * * 2 b
m" =1+ Z elsess t]  (e33)” 1] 0 E), | - (4.29)
=l oens 120 eny 12 Ey,
i 0 0 0
o

Ein elektrisches Potenzial existiert ausschliefllich fiir die piezoelektrischen Schichten n,
so dass auch nur diese einen zusétzlichen Beitrag leisten. Die Schnittgrofien ergeben sich
somit entsprechend wie in Gleichung (4.28), wobei jedoch hier in die Berechnung der
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Momente th* zusitzlich die Matrix D?9 eingeht

it A c 0 -C™ || E™
h* c* D+D% 0 -—C E’
. | ) o A o | (4.30)
d (cm)t (¢t o P E¢

4.5.3 Nichtlineare Schnittgréflen bei linearem elektrischem Po-
tenzial

Die physikalisch nichtlinearen Schnittgréflen werden nun mithilfe der Gleichungen (4.2),
(4.6) und (4.13) aufgestellt. Dabei wurden die Abkiirzungen fiir den piezoelektrischen
Modul in Gleichung (4.13) wieder durch die Beziehung (3.11) ersetzt, um die Abhiingig-
keiten der nichtlinearen Anteile in e zu verdeutlichen. Die Normalkriifte ™! ergeben sich

damit zu
(6%1311Eal£cb)u tu (6%1311E$:b)1 b Rl
vl - (6%2322€£;})) . tu (6%23220E;1:&1/b)1 tl [ Elléziz ] y (4.31)

wobei die nichtlinearen piezoelektrischen Moduln von den Membranverzerrungen abhéngig
sind. Ganz analog lassen sich die nichtlinearen Beziehungen fiir die Biegemomente m™
bestimmen. Hier haben jedoch die Biegeverzerrungen einen Einfluss auf den nichtlinearen

Anteil der piezoelektrischen Moduln

(6%1311E]§x)utuzu (611311E ) hi2 el
Sl — 1 — (6%2322E5y)utu2u (62232 E ) t2 [ E‘lg } ) (4.32)
0 0 z

Auf die Querkriifte hat die Nichtlinearitét keinen Einfluss, da fiir diese keine elektrome-
chanische Kopplung besteht, so dass weiterhin Gleichung (4.27) gilt.

Die Auswertung der nichtlinearen dielektrischen Verschiebung d™ fiir die verwendete
Schalentheorie ergibt

B 1 mb
31111 By €39090
] . ty O mb
~ ~ ( 2 ) u < ) ECE.’E
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1 Emb e Emb iﬁ’
<63111; m) f ( 32222 ) Ho0 Exyb
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E° | (4.33)
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Hier ist zu beachten, dass der nichtlineare piezoelektrische Modul bei der dielektrischen
Verschiebung mit dem Faktor 1/2 versehen ist. Dieser verschwindet erst durch die Linea-
risierung des Stoffgesetzes, die bei der Entwicklung der Finite-Elemente-Formulierung in
Kapitel 5.3.4 vorgestellt wird.

Die resultierenden nichtlinearen Schnittgroflen ergeben sich zusammenfassend zu

ﬁnl A Cmb _Cm¢,nl Emb
m'|=| c® D _CPn E® | . (4.34)
anl C¢mnl  (Cgb,nl P Egl

Q' =g. (4.35)

4.6 Lineare Schnittgréflen fiir Dreifeldvariationsfor-
mulierung

Wie die Verschiebungen und Verdrehungen stellt die dielektrische Verschiebung jetzt eine
unabhiingige Variable dar. Eine Vorabintegration der konstitutiven Gleichungen iiber die
Laminatdicke wird auch hier im Vorfeld fiir die konjugierten Materialgleichungen durch-
gefiihrt. Bei Verwendung linearer konstitutiver Gleichungen lassen sich die Schnittgrofien
durch die Integration des Stoffgesetzes aus den Gleichungen (4.14) und (4.15) und unter
Verwendung der Gleichungen (4.3) - (4.5) angeben

W [ (Ch) t (Ch); t 0 Em
=Y "| (CL)t; (Cohy)its 0 B

i—1 0 0 (Cgﬁ)i £ b

w [(Ch);tiz (Ch);tizi 0O ER] [(his),

=1 0 0 (Cgﬁ)ztzzz E;')y 0 0
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Die Momente 1 lassen sich analog zu Gleichung (4.25) ermitteln

n; (C’fl) tiz; (0?2) tiz; 0 Emb
rhzz (C’ )thz (C’ )thz 0 E;r,;b
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1
(h33)y tuza  (h33) 0121
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(4.37)

Im Gegensatz zu Gleichung (4.26) ist nun das elektrische Feld & eine abhingige Grofle,
die sich mithilfe des Stoffgesetzes berechnet. Das elektrische Feld wird wie die dielek-
trische Verschiebung iiber die Dicke zu einer Schnittgrofle integriert. Sie ist nur in den
piezoelektrischen Schichten vorhanden, zwischen denen ebenfalls keine Kopplung besteht.

Damit ergibt sich das elektrische Feld zu

/Elellz dz s
gl= | & = — [ (h%)u bu (hz?’)u b 0 ] Emb
/Ele dz (Pishti (hsghti O Emb
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Die Querkrifte @ konnen wie in den vorigen Berechnungen hier ebenfalls unabhingig von
den iibrigen Schnittgrofien bestimmt werden. Mithilfe der Gleichungen (4.15) und (4.5)

berechnet sich g zu
0 Es,
= 1313 ) 4.39)
a= [ ] (5] (

Zusammenfassend lassen sich die Schnittgroflen fiir das konjugierte Stoffgesetz in ma-

trizieller Form darstellen

i Aq Cyb 0 —-C* | [ E™
m Cob Dy 0 -CP EP
] 0 0 Ay 0 Es (4.40)
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4.7 Zweifeldvariationsformulierungen

Nachdem in den vorangegangenen Kapiteln die Kinematik, das elektrische Potenzial und
die Schnittgroflen fiir die verschiedenen flachen Schalenmodelle vorgestellt wurden, wer-
den diese Gleichungen nun in die schwache Form des Gleichgewichts integriert. Fiir die
hier betrachteten gekoppelten elektromechanischen Systeme ldsst sich analog zum Hu-
Washizu-Prinzip, vgl. WRIGGERS [124], die Gleichung (2.37) in das Zweifeldvariations-
funktional SM2F® umschreiben

2
/5Em:0'dV + pO%~6udV—/5u-fdA—/6u-pol_)dV =0
B B 8B, B (4.41)
—/5Eel~DdV —/6(I)ddA =0.

B 0Bp

Nach Einsetzen des Stoffgesetzes (3.9a) und (3.9b) ergibt sich zunichst eine allgemeine
dreidimensionale Darstellung

6G(u, 6u, ®,6®) = /5Em : (C:E™ —e-EY) dv_/éEel. (e" :E™+e-EY) AV

B B
9*u _ _ _
+ [ pogy - dudV — [ Su-TdA~ [su-pbdV — [ 62ddA . (4.42)
B OBo B 8B

Fiir die Entwicklung eines flachen piezoelektrischen Schalenmodells wird eine Reduktion
der dreidimensionalen schwachen Form des Gleichgewichts (2.37) auf eine zweidimensio-
nale Beschreibung vorgenommen. Dies entspricht einer Integration in 2-Richtung, die
hier analytisch durchgefiihrt werden kann. Hierdurch entsteht eine Formulierung mithilfe
von Schnittgréfien, wie sie iiblicherweise fiir Platten- und Schalen aufgestellt wird. Mit-
hilfe der in den vorangegangenen Kapiteln 4.1 bis 4.5 vorgestellten Anpassungen fiir die
betrachtete flache Sandwichschale wird im Folgenden zunéchst die geometrisch und physi-
kalisch lineare Formulierung behandelt, um danach eine Erweiterung fiir das nichtlineare
Stoffgesetz vorzunehmen.

4.7.1 Lineare Schalenformulierung bei linearem elektrischem Po-
tenzial

Unter Beriicksichtigung der Reissner-Mindlin-Kinematik aus Gleichung (4.2) und des elek-
trischen Feldes aus Gleichung (4.6) wird die dreidimensionale schwache Form des Gleich-
gewichts aus Gleichung (4.41) in ein zweidimensionales Schalenmodell SM2F®1 iiberfiihrt.
Dabei wird die Verwendung einer linearen Approximation des elektrischen Potenzials in
der Dickenrichtung zur Unterscheidung der verschiedenen Formulierungen in der Kurzbe-

Y

zeichnung mit einer "1’ gekennzeichnet. Mithilfe der Schnittgrofien aus den Gleichungen
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(4.22) und (4.23) ergibt sich zunéchst fiir die schwache Form des Gleichgewichts

6G(u,éu, ®,69) = / (ﬁT5Emb + §TSES + TSEP — aT5E§1> 44
A

n; 2 n;
+ / 5uTZpoz-ti% dA — / su” (E + metiﬁ> dA — / §®7d dA . (4.43)
i—1 i=1

A v A A

Hier sind nun auch alle &ufleren Krifte an die spezifischen Gegebenheiten der flachen
Schale angepasst worden und beziehen sich auf die Schalenmittelfliche. Werden nun die
SchnittgroBen aus der Gleichung (4.28) eingesetzt, so ergibt sich das zu losende Glei-
chungssystem zu

sEm 17 A Cmb 0 _Cmo Fmb
SEP Cmb D 0 —C EP
5G(u, b, 2, 52) = / SES 0 0 A 0 g |4
A | 6E? —(cm)' —(c)' 0 -P Ed
ng 8211 B n; : _
A =1 A i=1 A

Wie schon in Kapitel 4.5.1 angegeben, sind die Schubterme vollstindig von den restli-
chen Termen entkoppelt. Diese Tatsache ist sehr niitzlich bei der 6rtlichen Diskretisierung
mittels der Finite-Elemente-Methode, um die bei diinnen schubelastischen Platten- und
Schalenelementen auftretenden Versteifungseffekte mithilfe der Assumed Natural Strain
Methode zu vermeiden. Dies wird in Kapitel 5.2.3 bei der Entwicklung von zuverlissigen
Schalenelementen diskutiert werden.

4.7.2 Lineare Schalenformulierung bei quadratischem elektri-
schem Potenzial

Analog zum piezoelektrischen Schalenmodell SM2F®1 aus Gleichung (4.43) lisst sich eine
Formulierung SM2F®2 unter Beriicksichtigung des quadratischen Verlaufs des elektrischen
Potenzials iiber die Schichtdicke bestimmen, die daher in der Kurzbezeichnung mit einer
’2’ gekennzeichnet wird. Die zweidimensionale schwache Form des Gleichgewichts mithilfe
von Schnittgréfen ergibt sich damit zu

6G(u,bu, ®,6®) = / (ﬁTéEmb +q"6E° + ()" 6E" — ElTéEgl) dA
A

nq

0%u - = 5
TE : T § T
A =
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Nach Einsetzen der Schnittgrofien aus Gleichung (4.30) in Gleichung (4.45) resultiert
daraus

T

6Emb A Cmb 0 _Cme Fmb
c>  D4D% o0 —C¥ || Eb

%G = / 0 0 A 0 o
o2 —<cm¢>T @) o —p || E

A i=1 A

Hier ist zu beachten, dass durch die Matrix D?? nun piezoelektrische Materialgrofen
direkten Einfluss auf rein mechanische Eintréige in der Steifigkeitsmatrix haben. Dadurch
ist eine zusitzliche Kopplung zwischen den elektrischen und den mechanischen Grofien
entstanden.

4.7.3 Nichtlineare Schalenformulierung bei linearem elektrischem
Potenzial

Fiir die Entwicklung einer physikalisch nichtlinearen Schalenformulierung SM2F®1n wer-
den die nichtlinearen Schnittgrofien aus Kapitel 4.5.3 verwendet. Fiir das elektrische
Potenzial kommt hier wieder ein linearer Ansatz in der Dickenrichtung zum Einsatz, der

71?

wieder durch eine ’1’ in der Kurzbezeichnung gekennzeichnet ist. Zusétzlich wird durch

n’ die Verwendung eines nichtlinearen Stoffgesetzes angegeben. Damit lisst sich eine
nichtlineare virtuelle Arbeit mithilfe von Schnittgroflen angeben

6g(u, 611, (I), 6(13) = / ((Vl’ﬂ) 6Emb T&ES + (mnl)T 5Eb _ (am)T 6E§1> dA
A

T l T F ¢ 1 T3
/ su Zpo, : 6t2 / su <t+;p0itib> dA — / 5®7d dA . (4.47)

A A

Durch Einsetzen der Gleichungen (4.34) und (4.35) in die Gleichung (4.47) resultiert die
nichtlineare zweidimensionale schwache Form des Gleichgewichts fiir die flache piezoelek-
trische Schale

Emb T A Cmb 0 _ C me,nl Emb
Cmb D 0 _Cb¢,nl EP
%G = / 0 0 AS 0 ol
A 6E§1 . (Cm¢,n1)T . (Cb¢,nl)T 0 _P E(;l
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Die sich ergebende Steifigkeitsmatrix hat noch einen unsymmetrischen Aufbau im Bereich
der elektromechanischen Koppelterme durch die Nichtlinearitét im Stoffgesetz. Die in Ka-
pitel 5.3.4 durchgefiihrte Linearisierung ergibt dann fiir die Finite-Elemente-Formulierung
jedoch eine symmetrische Struktur der Steifigkeitsmatrix.

4.8 Lineare Dreifeldvariationsformulierung

Die in Kapitel 2.4.3 entwickelte schwache Form des Gleichgewichts, vgl. Gleichung (2.44),
in Form des Dreifeldvariationsfunktionals soll nun ebenfalls an die flache Schale ange-
passt werden. Wie sich schon in Gleichung (4.41) ein Zweifeldvariationsfunktional fiir
das gekoppelte elektromechanische Gleichungssystem angeben lisst, so ergibt sich nun
ein Dreifeldvariationsfunktional SM3F® mit den unabhiingigen Variablen u, ® und D in
der folgenden Form

/6Em:adV+/pog2—tl;-6udV —/6u‘fdA—/6u'pol_)dV =0

B B 0B, B

/ Grad 6 - DAV _ / 50ddA ) (4.49)
B 0Bp

/6D- (Ee1 + Gradfb) dVv =0.

B

Die allgemeine dreidimensionale Darstellung zu Gleichung (4.42) lésst sich durch Einsetzen
des Stoffgesetzes aus den Gleichungen (3.17a) und (3.17b) ebenfalls ermitteln

5Q*:/6Em:((Dd:Em—h‘D)dVJr/éD‘(—hT:EerB-D)dV

B B
0%u
+ [6D-Grad®dV + [ Grad6® - DdV + poﬁ-éudv
B B B
— /6u-fdA—/6u‘pgl_)dV—/6<I>ddA : (4.50)
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Hieraus wird mithilfe der vorangegangenen Kapiteln 4.1 bis 4.3 und den Schnittgrofen
aus Kapitel 4.6 eine zweidimensionale Dreifeldvariationsformulierung SM3F®1 fiir flache
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piezoelektrische Schalen entwickelt

8G*(u,6u, D, 6D, B, 6B) = / (ﬁT(SEmb + " 6E" + mTSEP + (89)" 5Dz> dA
A
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Es ist zu beachten, dass die Koppelmatrizen C*® und (C¢D)T sich als Folge der Einarbei-
tung der Nebenbedingung aus Gleichung (2.31c) ergeben und daher keine physikalische
Bedeutung haben. Im Rahmen einer zweidimensionalen Beschreibung ist fiir diese Antei-
le jedoch ebenfalls eine Integration iiber die piezoelektrischen Schichten durchzufiihren.
Somit ergeben sich diese Koppelmatrizen zu

Co = (c0)" = ltg 2 ] . (4.52)

Die virtuelle Arbeit berechnet sich durch Einsetzen der Schnittgroflen aus Gleichung
(4.40) zu

§G*(u,6u,D, 6D, d, 5d) =
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Es fillt auf, dass die unabhiingige Grofle D, analog zu den Spannungen beim Prinzip
von Hu-Washizu nicht in ihrer Ableitung vorkommt. Diese Tatsache macht an dieser
Stelle die Ahnlichkeit zu hybriden Formulierungen fiir mechanische Problemstellungen
besonders deutlich. Daher ist bei der Entwicklung der Finite-Elemente-Formulierung in
Kapitel 5 ein analoges Vorgehen zu den rein mechanischen hybriden Elementen sinnvoll.
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Kapitel 5

Finite Elemente fiir flache
piezoelektrische Schalen

Die Finite-Elemente-Methode ist ein Instrument fiir die numerische Berechnung von An-
fangs- und Randwertproblemen, das heutzutage zu einem unverzichtbaren Werkzeug in
vielen Bereichen des Ingenieurwesens geworden ist. Mithilfe des Ritzschen Verfahrens ist
durch die Verwendung bereichsweiser Ansiitze die ndherungsweise Analyse von komplexen
Strukturen moglich. Dabei wird das Gesamtgebiet B in ng, Teilgebiete zerlegt, die durch
ihre einfache Geometrie mit Nidherungsansétzen zu beschreiben sind. Von den bereichs-
weisen Ansitzen wird gefordert, die wesentlichen Randbedingungen des Gesamtsystems
zu erfiillen und die notwendige Stetigkeit zu gewihrleisten. Um eine Assemblierung der
Teilgebiete B¢ zu dem Gesamtgebiet B = [ B¢ durchfiihren zu konnen, sind auBerdem
Ubergangsbedingungen zu beriicksichtigen.

Im Folgenden werden vier-Knotenelemente entwickelt, bei denen in der Regel bilinea-
re Ansatzfunktionen fiir mechanische und elektrische Feldgroflen verwendet werden. Die
insbesondere bei diinnen Schalen auftretenden Versteifungseffekte bei schubdominanten
Problemstellungen werden in dieser Arbeit durch die Assumed Natural Strain Metho-
de (ANS) behoben, die in Kapitel 5.2 vorgestellt wird. Damit entstehen sehr effiziente
und auch zuverlidssige Elemente, die schon bei grober Diskretisierung gute Ergebnisse lie-
fern. Der bei der Verwendung von Elementen hoherer Ordnung auftretende numerische
Mehraufwand durch eine erhthte Anzahl an Freiheitsgraden pro Element ist daher nicht
notwendig. Dies ist auch unter dem Aspekt zu sehen, dass Elemente mit acht oder neun
Knoten die ohne die ANS-Methode formuliert werden zwar schon ein giinstigeres Verfor-
mungsverhalten zeigen als vierknotige, aber trotzdem nicht frei von Versteifungseffekten
sind.

Die Entwicklung von verschiedenen zuverlissigen und robusten flachen piezoelektrischen
Schalenelementen, die frei von Versteifungseffekten und Nullenergiemoden sind, wird im
Folgenden vorgestellt. Dazu werden die Variationsfunktionale aus Kapitel 4, in denen
der Ort und die Zeit kontinuierlich enthalten sind, in semidiskrete Matrizengleichungen
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iiberfiihrt, die weiterhin die Zeit kontinuierlich enthalten, aber diskret hinsichtlich des
Ortes sind.

5.1 Approximation der Kinematik

Bei der Entwicklung von piezoelektrischen finiten Elementen wird das isoparametrische
Konzept verwendet, das hier zur Einfithrung der Notation kurz erldutert werden soll. Fiir
eine detaillierte Darstellung im rein mechanischen Fall sei auf die zahlreichen Lehrbiicher
zu diesem Thema verwiesen, z.B. BATHE [11], BELYTSCHKO ET AL. [13], HUGHES [4§]
und ZIENKIEWICZ UND TAYLOR [134].

Fiir die Approximation der unabhéngigen mechanischen und elektrischen Variablen und
der Knotenkoordinaten werden die gleichen Formfunktionen verwendet. Die Formfunk-
tionen N;(&,n) sind Einheitsverschiebungszustéinde, die fiir das in Bild 5.1 dargestellte
vier-Knotenelement im lokalen &, n-Koordinatensystem fiir den Knoten ¢ folgendermaflen
definiert sind

Ni(Em) = 3 (14+€6) (1L m) mit i = 1,4. (5.1)

Ebenso wie die Knotenwerte X und z im Vektor X werden die Koordinaten X und Y
fiir ein einzelnes Element in einem Vektor X zusammengefasst und mithilfe der Ansatz-
funktionen NV in folgender Weise berechnet

>
I

nel e
X=YNX -NX, X [ﬂ (52)
I=1

Die Anzahl der im Element vorhandenen Knoten wird mit nel bezeichnet. Eine ana-
loge Darstellung wird fiir die mechanischen und elektrischen Freiheitsgrade gewéhlt, da

77“
4 1 3/,_—\ nt 3
4
> Yn
-1 I ¢ ¢
1
1 -1 2 2
X

Bild 5.1: Isoparametrisches Element: Abbildung eines schiefwinkligen vier-Knotenele-
mentes auf das Einheitsquadrat
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alle nachfolgend entwickelten Elementformulierungen auf einem isoparametrischen vier-
Knoten Schalenelement basieren. Dementsprechend werden die mechanischen Freiheits-
grade, d.h. die Verschiebungen u und die Verdrehungen ¢, mithilfe von bilinearen Ansatz-
funktionen approximiert. Wird das elektrische Potenzial ® in gleicher Weise mit bilinearen
Ansatzfunktionen in der Schalenmittelfléiche beschrieben, so ergibt sich insgesamt

u nel M}l 0 0 @[ Mu 0 0 @
e|=3"1 0 M NNy 0 ({9 =] 0 N NN 0 (|4 ] . (53)
@] =1L 0 0 N7 1| 2, 0 0 N*]| 2

Die Formfunktionen fiir die Verschiebungen, die Vorverformung, die Schubverformung,
die Verdrehungen und das elektrische Potenzial werden zur Unterscheidung mit u, k, s, ¢
und @ indiziert. Die Knotenwerte der unabhéngigen Variablen werden mit einer 'Tilde’
gekennzeichnet und in den Vektoren , é und & zusammenfassend dargestellt. Sie sind
fiir das einzelne Element nach lokalen Knotennummern sortiert und gegeben als

[ =22

>
I
| —

}&F v, ,iz{%ﬂ. (5.4)

Durch die Knotenwerte wird das kontinuierliche System in ein diskretes iiberfiihrt, dessen
unabhiingige Variablen am Knoten die Unbekannten des zu losenden Gleichungssystems
darstellen.

Die virtuellen unabhéingigen Gréflen werden ebenfalls mit den gleichen Ansatzfunktio-
nen approximiert

6@ nel M? 0 0 5@[
S | => | 0 Nf+N/+N; 0 89, (5.5)
6D =1 0 0 N? 69,
N 0 0 81
=| 0 N+NY4+N° 0 & (5.6)
0 N? 5

Dementsprechend lassen sich auch die zugehorigen Verzerrungen und das elektrische Feld
aus den Gleichungen (4.2) und (4.6) in einer Spaltenmatrix anordnen

Emb Eu] ﬁk[ 0 ,& Eu Ek O a a
EP “l o B 0 ||+ 0 B, 0 = =
= = =T = =Y =B 5.7
—E° 0 0 Bg | LT 0 0 Bg|l—™ =

Die Operatormatrix B setzt sich aus einer Reihe von Submatrizen zusammen, die die
Ableitungen der Ansatzfunktionen fiir den Membran- und Vorverformungsanteil B,, und
B, den Biegeanteil B,, und den Schubanteil B, beinhalten. Diese Submatrizen berechnen
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sich unter Bertiicksichtigung der Reissner-Mindlin-Kinematik zu

-M}}f 0 ﬂ}{mzo,m O 0
Eu: O M?g ’Ek: M%(yzo,y O 0 Y
| Ny, N N2, +N<2%, 0 0
0 —NY 0 i
P N°, —N°®
By=|0 o -nv|.B=|7r o O (5.8)
0 _N¥ _NV Ny, 0 -0
NY 4

Fiir die Approximation des elektrischen Feldes in Dickenrichtung werden die Ansatzfunk-
tionen N'® in der Schalenmittelfliiche auf die jeweilige piezoelektrische Laminatschichtdi-
cke t bezogen, so dass sich die Matrix By in der folgenden Form bestimmen lsst

N{)
W
By=| b s (5.9)
0 j——
3|

Als Variation von Gleichung (5.7) ergibt sich

SE™P B, B, 0 X B, B, 0

= —ul = 5t —u =k 5l

EP = B = B =

5—5 = Ej 0 By 0 &b, | = 05, 0 s | . (5.10)
SE | 0 By 0 53 0 B, 0 s

—6E 0 0 Bg; =1 0 0 B =

Durch die Approximation aller vorhandenen geometrischen Groéflen und unabhingigen
Variablen sind die Voraussetzungen fiir die Entwicklung verschiedener Schalenelemente
gegeben. Zur Vermeidung von Versteifungseffekten sind jedoch besondere Elementtechni-
ken notwendig.

5.2 Behandlung von Versteifungseffekten

Der Versteifungseffekt, auch Lockingeffekt genannt, tritt bei Prisenz von parasitiren
Spannungen auf, die eine zusétzliche kiinstliche Steifigkeit erzeugen. Als Folge werden bei
der Strukturanalyse fiir die Verschiebungen zu kleine Werte ermittelt.

Die verschiedenen Arten von Versteifungseffekten und die dagegen entwickelten Metho-
den werden im Folgenden diskutiert.

5.2.1 Phinomene

Lockingprobleme sind fiir eine Reihe von verschiedenen Elementtypen fiir rein mecha-
nische Systeme bekannt, siche u.a. ANDELFINGER [5], BISCHOFF [21], HUGHES [48],



64 5. Finite Elemente fiir flache piezoelektrische Schalen

HUGHES ET AL. [49] und MACNEAL [80]. Die mit dem Prinzip der virtuellen Arbeiten
entwickelten Verschiebungselemente leiden insbesondere bei biegedominanten Problemen
und bei der Beschreibung von nahezu inkompressiblen Werkstoffen unter diesen Verstei-
fungseffekten, die die Ergebnisse unter Umsténden vollig unbrauchbar machen. Realis-
tische Ergebnisse konnen dann vielfach nur durch eine sehr feine Diskretisierung erzielt
werden, was mit einem hohen numerischen Aufwand verbundenen ist. Im Extremfall er-
reicht jedoch die durch die parasitéiren Spannungen erzeugte zusitzliche Steifigkeit die
Groflenordnung der tatséichlichen Steifigkeit des Systems, was eventuell zu grofien Proble-
men bei der Losung des Gleichungssystems fiihrt.

Je nach Parameter, der den Effekt auslost bzw. beeinflusst, wird zwischen verschie-
denen Arten von Locking unterschieden. So wird bei schubelastischen Plattenelementen
fiir einen reinen Biegezustand durch die Querkrifte eine parasitéire Spannung erzeugt, die
zum transversalen Querschublocking fithrt. Dabei ist die Versteifung umso ausgepriig-
ter, je diinner die Struktur und je grofler der Schlankheitsgrad wird. Fiir schubstarre
Kirchhoff-Love Elemente tritt dieses Problem iiberhaupt nicht auf, da die Zwangsbedin-
gungen w, — 9, = 0 und w, — 1), = 0 schon bei der Entwicklung vorausgesetzt werden.
Bei gekriimmten Schalen tritt als zusétzlicher Effekt ein Membranlocking auf, wenn reine
Biegezustéinde nicht ohne eine Aktivierung von Membranverzerrungen darstellbar sind,
vgl. HAUPTMANN [44].

Das volumetrische Locking bei Volumenelementen unterscheidet sich von den durch Bie-
gung erzeugten Versteifungsphinomenen. Dieser Effekt wird durch einen Materialpara-
meter hervorgerufen. Volumetrisches Locking tritt daher nur bei nahezu inkompressiblen
Materialien auf, bei denen die Querkontraktion v — 0.5 strebt. Fiir diesen Fall strebt der
Quotient aus Kompressionsmodul und Schubmodul gegen unendlich, so dass eine alter-
native Form des Stoffgesetzes mithilfe des hydrostatischen Drucks zu wihlen ist. Damit
muss jedoch zusiitzlich die Inkompressibilitéit als weitere Bedingung im Gleichungssystem
berticksichtigt werden.

Der Nachweis der Versteifungsanfilligkeit von finiten Elementen kann auf verschiedene
Weise gefithrt werden. In ANDELFINGER [5] wird fiir beliebige Ansatzordnungen ta-
bellarisch eine Kombination der Verformungskomponenten durchgefiihrt, durch die die
Entstehung der einzelnen Verzerrungsmodes untersucht wird. Damit kénnen die fiir den
Lockingeffekt verantwortlichen Polynomterme identifiziert werden. BISCHOFF [21] wie-
derum greift das heuristische Verfahren von HUGHES [48] auf, das die Leistungsfiihigkeiten
eines Elementes bei nahezu inkompressiblen Materialien mithilfe eines Zwangsbedingungs-
faktors abschitzt. Dabei wird die Gesamtzahl der Freiheitsgrade abziiglich Randbedin-
gungen der Anzahl der aus der Inkompressibilitiit resultierenden Zwangsbedingungen ins
Verhiltnis gesetzt. Der sich ergebende Wert gibt Aufschluss dariiber, ob das betrach-
tete Element zum Versteifen neigt. Auch Nullenergiemoden bei reduziert integrierten
Elementen lassen sich auf diese Weise nachweisen.
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5.2.2 Methoden zur Vermeidung von Versteifungseffekten

Erste Erfolge zur Vermeidung des Lockingeffektes waren durch die Verwendung von re-
duzierter Integration der auftretenden Integrale zu verzeichnen, vgl. u.a. MALKUS UND
HucHES [81] und ZIENKIEWICZ ET AL. [133]. Dies fiihrt zu einer Einpunkt Gauss-
Integration bei vier-Knotenelementen, wodurch sich jedoch so genannte Nullenergiemo-
den ergeben, die auch Hourglass-Modes oder Zero Energy Modes genannt werden. Die
Nullenergiemoden werden in einigen Fillen durch die Lagerungsbedingungen des Systems
unterdriickt. Innere Elementkinematiken, die zu den Nullenergiemoden fiihren, kénnen
zwar mit der Verwendung von selektiv reduzierten Integrationstechniken erheblich re-
duziert werden, lassen sich jedoch fiir die meisten Elementtypen trotzdem nicht ganz
vermeiden. Mithilfe von Stabilisierungsmethoden ergeben sich finite Elemente ohne Nul-
lenergiemoden, vgl. u.a. BELYTSCHKO ET AL. [14]. Die numerische Stabilitéit dieser
Elemente ist jedoch von einem Wichtungsfaktor abhéngig. Damit hingt die Giite der
Ergebnisse stark von der Erfahrung des Anwenders ab, und es kann daher zu Fehlinter-
pretationen des Strukturverhaltens fiihren.

Eine weiteres Verfahren zur Formulierung zuverlédssiger Elemente ist die Enhanced As-
sumed Strain Methode (EAS), vgl. u.a. SIMO UND RIFAT [98], SIMO UND ARMERO [96]
und BLETZINGER ET AL. [22], die eng verwandt ist mit der Methode der inkompatiblen
Verschiebungen. Sie basiert auf dem Dreifeldfunktional von Hu-Washizu und hat damit
eine variationelle Grundlage. Die Idee dieser Methode ist, die vorhandenen Verzerrungen
durch zusétzlich angenommene Verzerrungen zu erweitern und so die fehlenden Deforma-
tionsmoden zu ergénzen. Diese zusétzlichen Verschiebungen erfiillen nicht die Rand- und
Ubergangsbedingungen und sind deshalb inkompatibel. Die Freiheitsgrade werden jedoch
nur auf Elementebene ergéinzt und koénnen daher durch statische Kondensation eliminiert
werden. Damit erfolgt keine Erhchung der Freiheitsgrade des Gesamtsystems. Meist wird
diese Methode als Mafinahme gegen das Versteifen von Scheibenelementen und das Mem-
branlocking von Schalen verwendet, wobei jedoch das Membranlocking bei Schalen nicht
vollsténdig eliminiert werden kann, vgl. HAUPTMANN [44].

Des Weiteren sind zur Vermeidung von Versteifungseffekten noch die Kollokations-
methoden zu erwihnen. FEin auf diesem Verfahren beruhendes Verfahren ist die ANS-
Methode, die im Rahmen dieser Arbeit zum Einsatz kommt und auf die daher noch
genauer im néchsten Kapitel eingegangen werden wird. Parallel zur ANS-Methode wurde
von BATHE UND DVORKIN [10] der MITC Ansatz (Mixed Interpolated Tensorial Com-
ponents Approach) entwickelt. Dieser Ansatz ist in der Literatur ebenfalls weit verbreitet.
Fiir bilineare Elemente wie sie in dieser Arbeit vorgestellt werden, ergeben sich mit dem
MITC Ansatz die gleichen modifizierten Operatormatrizen wie bei der Verwendung der
ANS-Methode. Eine den beiden Verfahren sehr verwandte Methode ist die Discrete-Shear-
Gap-Methode (DSG), die unabhiingig vom Elementtyp formuliert wird, vgl. BISCHOFF
[21]. Zunéchst werden bei diesem Verfahren die Biege- und Schubanteile entkoppelt,
indem die kinematischen Gleichungen fiir die Querschubverzerrungen integriert werden.
Es werden diskrete Schubklaffungen an den Knotenpunkten definiert und im Element
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interpoliert, wodurch sich eine Vermeidung der parasitdren Verzerrungen ergibt. Fiir
vier-Knotenelemente liefert die DSG-Methode dquivalente Ergebnisse zur ANS-Methode.

5.2.3 Die Assumed Natural Strain Methode

Als Begriinder der ANS-Methode gilt MACNEAL [79], wobei zunéichst nur eine Modifikati-
on der numerischen Integration vorgeschlagen wurde. Daraus entwickelten HUGHES UND
TEZDUYAR [50] das erste schubweiche Plattenelement, das frei von Versteifungseffekten
und relativ robust gegeniiber verzerrten Elementgeometrien ist. SIMO UND HUGHES [97]
gelang es, durch die Verwendung des Prinzips von Hu-Washizu fiir die ANS-Methode eine
variationelle Basis zu schaffen.

Im Gegensatz zu den hybriden Methoden wie z.B. der EAS-Methode, werden bei der
ANS-Methode keine zusétzlichen Freiheitsgrade fiir die Schubverzerrungen eingefiihrt. Die
Berechnung erfolgt direkt durch Auswertung der Verzerrungs-Verschiebungsbeziehungen
an definierten Punkten, den so genannten Kollokationspunkten, weshalb dieses Verfah-
ren zu den Kollokationsmethoden gehort. Damit werden die Querschubverzerrungen im
Element nicht direkt durch die Ableitung der Verschiebungen formuliert. Die erhaltenen
Werte werden mit speziell gewihlten Ansatzfunktion multipliziert, die so gewihlt werden,
dass die parasitéiren Verzerrungen nicht beriicksichtigt werden.

Die Bedingungen fiir die Wahl der ANS-Methode ist die Entkopplung der Schubterme
von den restlichen Anteilen. Diese Voraussetzung wurde im Kapitel 4.3 bei der Formulie-
rung des zweidimensionalen Stoffgesetzes fiir piezoelektrische Schalen geschaffen. Damit
konnen die Auswirkungen der auftretenden Versteifungsphinomene auf rein mechanische
Anteile reduziert werden, fiir die schon zahlreiche Strategien zur Vermeidung von Locking-
effekten existieren. Daher werden im Folgenden zunéchst ausschliellich die mechanischen
Anteile der inneren Arbeit in der schwachen Form des Gleichgewichts (4.44) fiir die flache
Schale an einem einzelnen Element e betrachtet

5G4, 511, ), 59) = 647 / BTAB,dAd, + 60" / (BYAB, + BIC™ B,) dA1),
A A

+00! [ (BrAB, +BIC™B,) dAd
A

+6, / [Bi (ABy+C™By)+Bj (C™B+DBy) +BIA'B,JdAY . (5.11)
A

Durch die Entkopplung der Schubterme von den restlichen Anteilen kénnen fiir die ein-
zelnen Beitridge unterschiedliche Interpolationsansitze verwendet werden. Dies wird bei
der ANS-Methode erfolgreich eingesetzt.

Es wird eine gegeniiber B, modifizierte Operatormatrix B, entwickelt, mit der der
Versteifungseffekt vermieden werden kann. Hierzu werden zunichst die Schubverzerrun-
gen mithilfe von natiirlichen Koordinaten beschrieben. Das in Bild 5.2 natiirliche rs-
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Y4

Nv

Bild 5.2: Allgemeines vier-Knotenelement im natiirlichen rs- und kartesischen XY'-
Koordinatensystem

Koordinatensystem wird durch die kovarianten Basisvektoren g, und g, aufgespannt, vgl.
u.a. BATHE [11],

0X 0X

%= or =4, 95~ bs

wobei X den Ortsvektor aus Gleichung (5.2) darstellt. Die Verzerrungen EJ? berechnen

sich dann allgemein in diesem natiirlichen Koordinatensystem durch die kovarianten Kom-

|><

- N X, (5.12)

ponenten des Verzerrungstensors EZ‘? und die zugehorigen kontravarianten Basisvektoren
gi und gj

Ej = Emg ®g (5.13)
Die noch unbekannten kontravarianten Basisvektoren sind durch die Beziehung g - g = &

zu bestimmen. Dabei wird mit §/ das Kronecker-Delta bezeichnet, das fiir i = j den Wert
6] = 1 und fiir ¢ # j den Wert ¢/ = 0 erhiilt. Fiir das in Bild 5.2 dargestellte allgemeine
Element berechnen sich die kontravarianten Basisvektoren zu

_2Cy—By7‘ 2Ay—Bys
- det J s det J
g = C. — Bor y 9 = A _ B.s , (5.14)
2 x x _2 xr xr
det J det J

wobei zur iibersichtlichen Darstellung in der Gleichung (5.14) die Abkiirzungen

9X oY
det J = det 83)7“( g;; (5.15)
ds Os

und

A, =X — Xo — X5+ X4
Co=X1+Xo— X5—X4
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A=Y - Y- Y+ Y,
B,=Yi - +Y:—Y,
Cy=Yi+Y—Ys Y (5.16)

verwendet werden.

Nun werden die Komponenten Ef, und E®, der natiirlichen Verzerrungen £ aus Glei-
chung (5.13) fiir die Schubanteile ausgewertet. Dies geschieht, indem die Komponenten
bzgl. des kartesischen XY -Koordinatensystems in die neue Basis rs iiberfiihrt werden

. 0X oY @
~ g 2F° a— a— 2Fs N°. —_N°X, —N°Y, =
B = Tz | — T T zz | _ v , , ' 1
B [ﬁE;] X @il2E;} {Mi-deg-deJ %w (5.17)
ds 0Os L8

Die Ableitungen der Ansatzfunktionen bzgl. der natiirlichen Koordinaten werden in der
Operatormatrix

Ei:lﬁwarzlﬂﬁ—ﬂﬂﬁ~—ﬂKr} (5.18)

B N, —N°X, —N°Y,

=s,52

zusammengefasst.

Die Komponenten der natiirlichen Schubverzerrungen E” aus Gleichung (5.17) werden
nun an den diskreten Kollokationspunkten & ausgewertet

Ey =Byt s") . (5.19)

Die Kollokationspunkte, auch sampling points genannt, liegen fiir vier-Knotenelemente
auf den Seitenmitten, vgl. Bild 5.2, und werden in dieser Arbeit mit A, B, C und D
bezeichnet. Von den Anbindungspunkten ausgehend wird der Verlauf der natiirlichen
Schubverzerrungen ermittelt. Dabei werden die in diesen Kollokationspunkten ermittelten
diskreten Werte zur Vermeidung der parasitiren Schubverzerrungen statt mit bilinearen
nur mit linear-konstanten Ansatzfunktionen N und N} multipliziert. Die Ansatzfunk-
tionen sind dabei folgendermafien definiert

N =

(1—s), Ny ==(1+5) (5.20)

Ns=>(1—=r), No==(1+71) . (5.21)

N DN —
NN~

Der Verlauf von N} ist beispielhaft in Bild 5.3 dargestellt. Fiir » = 0 verschwinden hier
die parasitiren Anteile, weswegen vorteilhafterweise entlang dieser Linie die Kollokations-
punkte gewiihlt werden sollten. Damit ergeben sich die natiirlichen Schubverzerrungen

zu
2 ~ 2 ~g
s Z NI: (T7 S)Esrz<rk7sk)w Z ng <T7S)Ekrz
=S 2Erz | = ’ ] | k=1 '
> Z Nk (T7 S) Es,sz (Tk7 Sk)é Z Nlj (T7 S) Esk,rz
k=1 k=1
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Bild 5.3: Beispielhafte Darstellung einer linear-konstanten Ansatzfunktion fiir die s-
Richtung

wobei ein Summation iiber den jeweiligen Kollokationspunkt durchgefiihrt wird. Damit
ist nun die Berechnung der natiirlichen Schubverzerrungen vollstéindig angegeben, wobei
eine vorherige Auswertung der obigen Beziehungen mit einem symbolischen Mathematik-
programm wie z.B. MAPLE sinnvoll ist.

Fiir ein allgemein verzerrtes Element, wie es in Bild 5.2 dargestellt ist, ist noch ei-
ne Transformation vom rs-Koordinatensystem in das kartesische XY -Koordinatensystem
durchzufithren. Dies wird mithilfe der Beziehungen zwischen den Komponenten der na-
tirlichen Verzerrungen E~7;j und den im kartesischen Koordinatensystem gemessenen Kom-
ponenten Ey; umgesetzt, die Allgemein folgendermaflen lautet

E’ijgi ® gj = Fre, Q¢ . (5.23)
Durch Auswertung der Gleichung (5.23) ergeben sich nun die Schubverzerrungen bzgl.
des XY -Koordinatensystems zu

2E5.g"¢e, +2E5.g°,

B =
— L2Bhge, + 2B g%,
C — B,r 2 n A —Bgs 2 A
oY Y NT B k ok oty — Py’ N B bk
B deti kzzjl k (Ta 8) _s,rz(r y S )y + detl kz::l k (7’, S) _5782(7’ , S )%
B Cy,— B,r 2 ~ A. — B.s 2 .
o= NT B k ok _9l® x NS B Ek
detJ k; i (r,8) By, (1%, %)Y “doid k; 2 (r,s) By ., (", s*)i
e (5.24)

wobei hier eine modifizierte Operatormatrix B, definiert werden kann. Diese Methode
wird daher hiufig auch zu den so genannten B-Methoden geziihlt, da die Modifikation nur
die Operatormatrix betrifft, vgl. u.a. BELYTSCHKO ET AL. [13] und HUGHES [48]. Wird
diese modifizierte Operatormatrix B, auch bei der Entwicklung von piezoelektrischen
Schalenelementen eingesetzt, so entsteht ein Element, bei dem keine Versteifungseffek-
te auftreten und auflerdem die Struktur zur Berechnung der Steifigkeitsmatrix erhalten
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bleibt. Insbesondere werden keine zusétzlichen Freiheitsgrade hinzugefiigt, so dass der

Aufwand gering ist.

5.3 Finite Schalenelemente aus Zweifeldvariationsfor-

mulierung

Ausgangspunkt der im Folgenden entwickelten piezoelektrischen Schalenelemente SM2F®
ist die Zweifeldvariationsformulierung aus Kapitel 4.7. Dabei stehen die verschiedenen
Modellierungsmoglichkeiten des elektrischen Potenzials sowohl hinsichtlich der Approxi-
mation in der Schalenebene als auch in der Dickenrichtung bei den verschiedenen Elemen-

ten im Vordergrund.

5.3.1 Lineares elektrisches Potenzial mit vier elektrischen Frei-

heitsgraden pro Schicht

Fiir das in diesem Kapitel entwickelte flache piezoelektrische Schalenelement SM2F®1
wird zunéchst das Gleichungssystem auf Elementebene betrachtet. Die nachfolgende As-
semblierung zum Gesamtsystem ist einfach umsetzbar und wird daher zun&chst nicht

dargestellt.

Die virtuelle Arbeit 6G aus Gleichung (4.44) wird nun mithilfe der N&herungsansétze
fiir die kinematischen Groflen und das elektrische Potenzial und deren Variationen aus
den Gleichungen (5.3) bis (5.10) ermittelt zu

6@6 T Kuu Kuw Ku@ @6
6G(1, 64, P, 69, ,62) = | 69 Ky Kyy Ky || 2,
0P, | Koy anp — Ko D,
sa, | [ M, 0 07 [ 0% o0 sa, | [ E,
+ | v, 0 00 P [Ot* | — | &b, F, |=0. (525
50, 0 0 0] | 89, o 50, Fo

Das zu losende Gleichungssystem héingt nun von den noch unbekannten Knotenwerten ,
1 und @ ab.

Die Elementsteifigkeitsmatrix setzt sich aus den unabhéingig voneinander berechenbaren
Submatrizen zusammen, die sich folgendermaflen berechnen

K, = / B AB,dA (5.26)
A
Ky = KL= [(BTAB, + BIC™ B,) a4 (5.27)

A
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Ko =Kg, = / B C™ By dA (5.28)
A

Ku= [ [Bf AB+C™B,) + B} (C" B+ DB) + BIAB] a4 (529

A
Ky =Kg, = / (B;C™ By + BiC™ Bg) dA (5.30)
A
Kge = /§$£Bq> dA . (5.31)
A

Durch den Aufbau der Gesamtsteifigkeitsmatrix mithilfe von Submatrizen ist eine effi-
ziente Berechnung moglich, da nicht unnotig grofle Matrizen aufgebaut werden miissen
und iiberfliissige Multiplikationen vermieden werden. Die Integration der einzelnen Ter-
me erfolgt numerisch mithilfe der Gauss-Quadratur. Fiir alle Terme mit Ausnahme der
Schubterme wird die Auswertung mit 2 Integrationspunkten pro Koordinatenrichtung
durchgefiihrt.

Auch fiir das elektrische Potenzial wird fiir dieses piezoelektrische Schalenelement ein
linearer Ansatz in der XY -Ebene verwendet, obwohl dies aufgrund der ausschlieSlichen
Abhéngigkeit von ® von der z-Koordinate nicht notwendig ist. Daher wird nachfolgend
im Kapitel 5.3.2 zusétzlich ein Element entwickelt werden, bei dem konstante Ansitze in
der XY-Ebene zum Einsatz kommen. Eine weitergehende Diskussion wird ebenfalls dort
gefiihrt.

Die Eintriige in die Massenmatrix sowie im Lastvektor sind in analoger Weise zu be-

rechnen

F, = / ip()itiﬂfﬁ dA + / NIt dA (5.32)
A =1 As

F,= / Nyt dA (5.33)
A

E,y = [ Nidaa (5.34)
Ap

=1

A

Zu beachten ist hier, dass im Gegensatz zu den mechanischen Gréflen fiir die elektrischen
Terme keine zu berticksichtigenden Trégheiten existieren.

Um das Gleichungssystem fiir die Gesamtstruktur zu erhalten, wird iiber alle Elemente
Neim assembliert und anschlieffend das Gleichungssystem fiir die unbekannten Knotenwerte
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U, ﬁe und ée gelost

Telm K. Kuw Kop a, M, 00 a2ﬁe / ot? F,
US| Ko Ky Ko ||[9 |+ 0 0 0|| 0% /08 |p=|Ey| - (5.36)
=l | LKgy Koy —Kgol| D, 0 0 0]|0%*,/ot? Fy

5.3.2 Lineares elektrisches Potenzial mit einem elektrischen Frei-
heitsgrad pro Schicht

Da alle unabhéngigen Variablen aus Gleichung (4.44) hochstens in ihren ersten Ableitun-
gen vorhanden sind, ist im Allgemeinen eine C°-Stetigkeit sowohl fiir die mechanischen
Grofien u, und ¥ als auch fiir das elektrische Potenzial ®, notwendig. Werden jedoch
diinne piezoelektrische Keramiken auf Platten- und Schalenstrukturen appliziert, so ist
deren Polarisierung iiblicherweise in z-Richtung. Die Erzeugung eines elektrischen Feldes
in Richtung der Schalenmittelfléiche ist in der Praxis meist nur mithilfe von Interdigital-
elektroden (Kammelektroden) realisierbar, vgl. u.a. BENT [17] und BROCKMANN UND
LAMMERING [23]. Die Polarisierung und die Orientierung des elektrischen Feldes in z-
Richtung sind in der hier vorliegenden Formulierung bereits beriicksichtigt. Der Gradient
des elektrischen Potenzials in der XY -Ebene kann vernachlissigt werden, wodurch der
Betrieb mit Interdigitalelektroden hier nicht vorgesehen ist. Damit ist ein konstanter N&-
herungsansatz fiir das elektrische Potenzial, d.h. die Verwendung von C'~!-stetigen Ans:it-
zen, in Richtung der Schalenmittelfliiche gerechtfertigt. Auch aus physikalischer Sicht ist
eine kontinuierliche Messung der elektrischen Spannung an diskret verteilten Elektroden
unmoglich. Aus diesem Grund ist eine Formulierung mit konstanter Approximation des
elektrischen Potenzials ebenfalls erfolgreich fiir das flache Schalenelement entwickelt wor-
den, vgl. MESECKE UND LAMMERING [88], und wird anhand von Beispielen im Kapitel
6 mit den anderen Elementen verglichen.

Dieses Vorgehen wird beim Element SM2F®1 eingesetzt, so dass ein weiteres piezo-
elektrisches Schalenelement SM2F®1k entsteht, bei der 'k’ den konstanten Ansatz des
elektrischen Potenzials in der XY-Ebene in der Kurzbezeichnung kennzeichnet. Die Um-
setzung wird im Folgenden diskutiert.

Wird ein konstanter Ansatz fiir das elektrische Potenzial in der XY -Ebene verwendet,
so bleibt die Approximation von @ iiber die Schichtdicke davon unbeeinflusst als linearer
Ansatz erhalten. In Richtung der Schalenmittelfléiche wird jedoch die numerische Integra-
tion mit nur einem Gausspunkt durchgefiihrt, der sich in der Elementmitte befindet, so
dass die GroBen @, im Unbekanntenvektor der Gleichung (5.25) nicht mehr den Knoten-
werten entsprechen. Sie ergeben jeweils einen konstanten Wert fiir das gesamte Element,
was zu Spriingen zwischen den angrenzenden Elementen fiihrt. Werden die Elemente als
einzelne diskrete piezoelektrische Aktoren und Sensoren aufgefasst, so entspricht dieser
Ansatz eher einer realistischen Modellierung.
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Es sind nun keine elektrischen Ubergangsbedingungen zwischen den Elementen mehr
einzuhalten, so dass vor der Assemblierung eine Kondensation der elektrischen Freiheits-
grade auf Elementebene durchgefithrt werden kann. Fiir das elektrische Potenzial ei-
nes piezoelektrischen finiten Elementes ergibt sich aus Gleichung (5.25) folgende Bestim-
mungsgleichung

b, = Kob (Koutie + Koyth, ~ Fs) (5.37)

Eliminieren von ®, in Gleichung (5.36) reduziert die Unbekannten im Gleichungssystem
auf rein mechanische Knotengrofien 4, und
n[jﬂ K+ K oKsKey K w T 5 <1>K<1><1>K<1>¢]

i ][
Ko+ KyoKooKey Ky + KyoKooKay ¢ 0 0] 92/or

Fo+ K oKspF o ] }
. u uP P =0. (5.38)
[Ew + KoK e F g

e=1

Da in der Massenmatrix nur mechanische Tréigheitsterme auftreten, ist die statische Kon-
densation auch fiir dynamisch beanspruchte Systeme verwendbar. Der grofie Vorteil bei
diesem Element ist, dass bei einer gleichzeitigen Verwendung von rein mechanischen Ele-
menten die gleiche Anzahl an Freiheitsgraden vorhanden ist. Der aktorische Betrieb ist
ebenso enthalten wie der sensorische Betrieb, die nun beide durch interne Variablen in die
Elementformulierung mithilfe des Lastvektors £ integriert werden konnen.

5.3.3 Quadratisches elektrisches Potenzial mit vier elektrischen
Freiheitsgraden pro Schicht

Wird statt der linearen Beschreibung des elektrischen Potenzials iiber die Schichtdicke die
quadratische Anderung gemif der Formulierung SM2F®2 aus Kapitel 4.4 verwendet, so
muss die Steifigkeitsmatrix aus Gleichung (5.36) um zusétzliche Terme erweitert werden.
Aufgrund der Beriicksichtigung der Kopplung zwischen dem elektrischen Feld und den
Verdrehungen aus Gleichung (4.21) ergeben sich bei den folgenden Matrizen weitere Terme

K;/J (K¢'U) = Kul/z’ + /Eggﬁquad dA ) (539)
A
K=K, + / Biaae BydA+ / Ble B yaq dA — / Biiade Byuaa dA (5.40)
A A A

Die Integralterme sind hier ebenfalls auf die Schalenmittelfliiche bezogen. Bei der Matrix
B .aq handelt es sich um eine modifizierte Operatormatrix fiir die Verdrehungen, die auf
die piezoelektrischen Schichten beschriinkt bleibt und folgendermaflen besetzt ist

(es) (¢35)
0 u N —u N
: - ((613))u ((ESS)H ) (5'41)

623)1

s
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Durch die Beriicksichtigung der quadratischen Anteile des elektrischen Potenzials in den
Biegetermen sind nur einzelne Eintréige in der Steifigkeitsmatrix zu modifizieren, die ge-
méfB den Gleichungen (5.39) und (5.40) durch einen Stern gekennzeichnet werden. Die
Gesamtstruktur fiir die Assemblierung bleibt jedoch erhalten

Telm Kuu Kfnjy Kuq) @6 Muu Q Q 82@6/8t2 Eu
US| Eiw Kiy Kyo ||9 [+ 0 0 0|8 /08 |p=|Ey| . (542)
=l | LKy Koy —Lgol| 2. 0 0 0]|0°®, /ot Iy

5.3.4 Nichtlineare Schalenformulierung mit linearem elektri-
schem Potenzial und vier elektrischen Freiheitsgraden pro
Schicht

Die Losung von nichtlinearen Randwertproblemen erfolgt in Finite-Elemente-Programmen
mit iterativen Losungsalgorithmen. Im Hinblick auf die nachherige Implementierung der
entwickelten Elementformulierung SM2F®1n ist es sinnvoll, zunéichst eine Linearisierung
der schwachen Form des Gleichgewichts durchzufithren. Die stofffreie Gleichung (4.41)
ist auch fiir nichtlineare Stoffgesetze giiltig. Aufgrund der Sprodigkeit des Materials ist
eine Beschrinkung auf kleine Verzerrungen sinnvoll. Damit reduziert sich die Nichtli-
nearitéit bei gekoppelten elektromechanischen Strukturen zumeist auf die physikalische
Nichtlinearitéit. Es existiert in der Variationsformulierung keine Kopplung zwischen den
Verzerrungen und dem elektrischen Feld, bzw. zwischen den Anteilen der mechanischen
und elektrischen unabhéingigen Groflen. Aus diesem Grund konnen die Linearisierungen
bzgl. der unabhiingigen Variablen u und ® unabhiingig voneinander durchgefiihrt wer-
den. Wie in Gleichung (B.13) des Anhangs B angegeben, wird die schwache Form des
Gleichgewichts wie folgt linearisiert:

L[6G] =G+ DG - Au+ DGA®D . (5.43)

Die Terme der dufleren Arbeiten beinhalten keine Nichtlinearitéiten und werden daher bei
der Linearisierung nicht betrachtet. Durch die Beschriinkung auf physikalisch nichtlineare
Effekte reduziert sich die Linearisierung der Gleichung (5.43) weiter auf die konstitutiven

Beziehungen
DG - Au= / (Do - Au) : E" + (DD - Au) - 6E%) dV (5.44)
B
DGAS — / (Do - A®) : 6E™ + (DD - A®))dV . (5.45)
B

Damit ist es ausreichend, nur die Spannungen und die dielektrische Verschiebung zu li-
nearisieren.
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Mithilfe der Gleichungen (B.8) bis (B.11) werden nun die linearisierten Schnittgrofen
fiir das nichtlineare Stoffgesetz aus den Gleichungen (3.12) und (3.13)

o=C:E"— (e’ +e':E™) . E” (5.46)

1
D= (e’ + 5e1 EMT . E™ e - EY. (5.47)

berechnet. Diese konstitutiven Gleichungen werden bzgl. der unabhéingigen Variablen u
und @ linearisiert, so dass sich fiir die Spannungen o

L{o)gu_gm =& + (C —e' - E) : AE™
L{o|ga_ga =& — (" + €' : E™) - AE® (5.48)

ergibt. Hierbei ist zu beachten, dass die iiberstrichenen Groflen fiir den aktuellen Be-
lastungszustand ausgewertet werden. Es fillt auf, dass sich ein zusitzlicher elektrischer
Term bei dem vorher rein mechanischen Anteil in der Elastizititsmatrix C ergibt. Dies
wirkt sich direkt auf die mechanische Steifigkeit aus, die dadurch je nach Vorzeichen des
elektrischen Feldes verringert oder erhoht wird. Dieser Effekt kann spéter deutlich in der
hieraus entwickelten Steifigkeitsmatrix identifiziert werden.

Die linearisierte dielektrische Verschiebung berechnet sich in gleicher Weise

L[Dlgn_gm = D + (" + &' : E™)" . AE™
L[D]ga_ga = D+e€-AE®. (5.49)

Es treten nun im Stoffgesetz an den Stellen zusitzliche Terme auf, die eine direkte oder
indirekte Abhingigkeit von den Verzerrungen beinhalten. Daher bleibt die Beziehung
zwischen den elektrischen Groflen vollstéindig linear.

Die linearisierte Form der konstitutiven Gleichungen lisst sich nun kompakter darstellen

l 21(:7) 1 - l AE™ ] . (5.50)

AEel
Schon hier ist ersichtlich, dass durch den Linearisierungsprozess die Kopplungsterme zwi-
schen mechanischen und elektrischen Gréflien den gleichen Aufbau haben und sich nicht
mehr wie in den Gleichungen (5.46) und (5.47) um den Faktor 1/2 unterscheiden. Da-
mit ist die Voraussetzung geschaffen, bei der Entwicklung von finiten Elementen einen
symmetrischen Aufbau der Elementsteifigkeitsmatrix zu erhalten.

C—-e-E' —(e'+e':Em)
(e0+e1 : Em)T €

Die Linearisierung der Schnittgréfien wirkt sich lediglich auf die Anteile aus den piezo-
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elektrischen Schichten aus, die sich in linearisierter Form zu

Ant! (AR (e! - EY), ¢ (' Ef), tiz 3 (e! : E™), 1, E™P
Am™ |= [ Am _Z (el . Eil)i tiz; (el . Eil)i <t2212 + 1—22) (e1 : Eb)ltlzz EP
nl - i _ \ el
Ad L Ad ! (el . Emb)th,L (el . Eb)Zthzl 0 Ez
i Anl Cmb,nl _Cmgb,nl Emb
_ (Cmb,nl D _ (Cbemnl EPb (551)
i (Cm¢,nl)T (Cb¢,nl)T P Eil
ergeben.

Die Symmetrie der Stoffmatrix ist alleinig auf die Verwendung der nichtlinearen En-
thalpiedichte zuriickzufiihren, die in Kapitel 3.2.3 entwickelt wurde. Dadurch ist ebenfalls
die Kopplungsbedingung aus Gleichung (3.4) eingehalten.

Es ergibt sich eine linearisierte innere Arbeit 6G;,; der vormals nichtlinearen Formulie-
rung aus Gleichung (4.48). Bei der duBeren Arbeit treten keine Anderungen gegeniiber
der linearen Formulierung auf, weshalb nur die innere Arbeit 6G;,; angegeben wird

T

5Emb Anl Cmb,nl 0 o Cmd),nl Emb
SEP Cmb,nl D! 0 —_(Cbénl Eb
6gint - / 6ES 0 0 As 0 Es dA . (5 53)
A (5E§1 _ (Cm¢>,nl) T (Cb¢>,n1) T 0 _P Eil

Einsetzen der Approximationen fiir die unabhéngigen Variablen aus den Gleichungen
(5.7) und (5.10) in Gleichung (5.53) und Ergénzung der &ufieren Arbeit ergibt die schwache
Form des Gleichgewichts auf Elementebene fiir ein erweitertes nichtlineares Stoffgesetz,
das danach ebenfalls zu einem Gesamtsystem zusammengebaut werden muss

sa, | [ K KM K™ 7
6G(u, 0w, v, 09,2, 6Q) = %3 K;‘u K&i,, Kzlq) ie
6@@ L K%lu Kglw _Kq)(b ge
5@@ T Muu Q Q [ a2@e/at2 6@6 T Eu
+ | 6, 0 00 8@6/8752 — | oY, F,|=0. (554)
6D, 0 0 0] |8,/ 0 6D, Fg

Nur die tangentiale Steifigkeitsmatrix enthéilt durch den Linearisierungsprozess zusitzliche
Terme, wihrend die Gesamtstruktur des Gleichungssystems unveréndert bleibt. Es muss
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nur eine Erweiterung der Submatrizen aus den Gleichungen (5.26) bis (5.30) erfolgen

K = / B A" B, dA (5.55)
A
Ky, = (K3) = / (BiA™ B, + ByC™™" B,) dA (5.56)
A
Ko = (K5, = / B C™"™ By dA (5.57)
A
Ky, = / [BE (A" By + Cc™™ B,) + BY (™™™ B, + D" B,) + B, A° Bs} dA (5.58)
A
Koy = (K5 = / (BEC*™ By + By C™*™ By) dA (5.59)
A
Koy~ [ BiPBydA (5.60)
A

K44 ist unveréndert von Gleichung (5.31) iibernommen. Die Eintrige im Lastvektor und
in der Massenmatrix bleiben ebenfalls unveréindert und sind den Gleichungen (5.32) bis
(5.35) zu entnehmen. Sind keine nichtlinearen Konstanten vorhanden, so reduziert sich
die Formulierung auf das lineare Gleichungssystem aus Gleichung (5.36).

Aufgrund der Abhéingigkeit des piezoelektrischen Moduls von den Verzerrungen ist das
gewonnene Gleichungssystem nichtlinear, was eine iterative Losung des Gleichungssystems
notwendig macht. Das im Kapitel 5.5 kurz vorgestellte Newton-Raphson-Verfahren wird
wegen seiner hohen Effizienz fiir die Berechnung eingesetzt. Die Verwendung von nicht-
linearen konstitutiven Gleichungen vor allem in Finite-Elemente-Formulierungen ist fiir
gekoppelte elektromechanische Systeme im Kleinsignalbereich noch nicht weit verbreitet.
Insbesondere wird zumeist kein nichtlineares Potenzial formuliert, wodurch die Symme-
trie des Gleichungssystems verloren geht. Untersuchungen iiber eine effiziente numerische
Beriicksichtigung der nichtlinearen Effekte werden daher als lohnend und notwendig an-
gesehen.

5.4 Finite Schalenelemente aus Dreifeldvariationsfor-
mulierung

Zielsetzung bei der Entwicklung einer Dreifeldvariationsformulierung ist die aus der elek-
tromechanischen Kopplung resultierenden inneren Arbeiten vollstindig zu beriicksichti-
gen. Des Weiteren ist damit eine Erweiterung auf nichtlineares Materialverhalten fiir den
Grof3signalbereich zur Modellierung von Polarisationsvorgéngen ebenfalls moglich, vgl.
GHANDI UND HAGOOD [42, 41] und GHANDI [40]. Inwieweit das Verformungsverhalten
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von finiten Elementen durch die Verwendung von Mehrfeldvariationsprinzipen weiter ver-
bessert werden kann, ist Gegenstand der aktuellen Forschung, vgl. SZE UND PAN [106]
SZE ET AL. [104]. Insbesondere der Einfluss der zusitzlichen elektrischen Anteile bedarf
noch weiterer Untersuchungen.

Bei der Behandlung von nahezu inkompressiblen Materialien fiir rein mechanische
Strukturen wird bei Elementen mit bilinearen Verschiebungsansitzen fiir den Druck ein
konstanter Ansatz verwendet, vgl. HUGHES [48] und ZIENKIEWICZ UND TAYLOR [134].
Dies bietet sich ebenfalls fiir die Approximation der dielektrischen Verschiebung fiir das
Element SM3F®1 an, da auch hier keine Ableitungen der unabhéingigen Grofle D in der
Formulierung auftreten,und damit ein konstanter Ansatz im Elementmittelpunkt ausrei-
chend ist. Mit den Formfunktionen fiir die obere und untere piezoelektrische Laminat-
schicht N, und den Werten D im Elementmittelpunkt ergibt sich

D=NpD, éD=NpsD, (5.61)

wobei der Index D die dielektrische Verschiebung bezeichnet. D setzt sich aus zwei kon-
stanten Werten fiir die obere und untere piezoelektrische Schicht im Elementmittelpunkt

zusaminen

D= [gl} : (5.62)

Die schwache Form des Gleichgewichts aus der Gleichung (4.53) lautet nun in semidiskreter
Matrizendarstellung

— 6A 4T _
g,\e Kuu Kuw Q _KuD @e
o0, Ky, Ky 0 —Eyp || 4,
0@, 0 0 0 Kep o,
6D, i —Kp, Ksz Kps Kpp D,

_ 5 ST sq 17
e M, 000 0%, /0t Le F,
6 8% /ot § F

+ L 9 000 22/ s | - L. Pl =0. (5.63)

6®, 0 000 e, /ot 60, Fy

sD. | L 0 000 9*D, /ot? 5D, 0

Die verwendeten Submatrizen in der Steifigkeitsmatrix lassen sich folgendermafien berech-
nen, wobei auch hier die ANS-Methode zur Vermeidung von Versteifungseffekten fiir die
Schubterme eingesetzt werden kann

K, = / BTA,B, dA (5.64)
A
K., =K}, = / (BaAaBy + B, Ci" B,) dA (5.65)
A
K., =Kp, = / BIC™ NpdA (5.66)

A
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Ky = / BY (Ay By + Ci® B,) + BY (Ci° By + Dy B,) + BIAY B, dA - (5.67)

A
Koo = Kb, = [ (BIC™ Ny + BIC™ ) d (5.69)
A
Kop = Kpg = /ﬁg Z tiNpdA (5.69)
‘A =1
Kop = [ NEPsNpd4 | (5.70)
A

Die Eintrige in den Lastvektor und die Massenmatrix haben sich gegeniiber dem Element
SM2F®1 aus Gleichung (5.25) nicht gedindert. Daher konnen die Vektoren und Matrizen
aus den Gleichungen (5.32) bis (5.35) verwendet werden. Das noch zu assemblierende
Gleichungssystem ergibt sich nun auf Elementebene

K. Ky 0 —Kpp|| Ze M, 0 0 0 0*a./0t? F,

Ky, Ky 0 —-Kyp ie n 0 000 5’2£ . /Ot _ £,

0 0 0 Kip || 2, 0 00 0ff 02®,/0t? Fg

Ky, —Kpy, Kpe Kpp Qe 0 000 8226/8752 0
(5.71)

Die Ansitze fiir die dielektrische Verschiebung wurden konstant gewihlt und sind daher
nur exakt fiir den Elementmittelpunkt. Aus diesem Grund ergeben sich Spriinge fiir die
dielektrische Verschiebung zwischen angrenzenden Elementen. Dies ist moglich, da an den
Elementknoten keine Ubergangsbedingungen zu erfiillen sind. Eine Elimination analog
zum Druckansatz bei rein mechanischen Elementen fiir nahezu inkompressible Materialien
ist sinnvoll. Das fiir das Gesamtsystem entstehende Gleichungssystem ergibt sich nach
Assemblierung iiber alle ng,, Elemente zu

Melm K., — KpKppKp, K., —EKpKppKp, KpKppKps Uy
U Ky, — KpwKip Ky, K, — KpKop Ky, KypKphKpg P,
e=1 K@DKB})KDu K@DK]S]BKDw —KéDKBEKDb ie
M, 0 07| &u/o E,
+1 0 My, 0|0 /o |~ |E,|r=0. (5.72)
0 0 0] /0 Fy

Damit reduziert sich die Anzahl der unabhiingigen Variablen auf die gleiche Grofie wie
bei den Zweifeldformulierungen. Die dielektrische Verschiebung ist jetzt nur noch eine
interne Variable auf Elementebene.

5.5 Verfahren zur numerischen Berechnung

Dieses Kapitel soll einen kurzen Uberblick iiber einige numerische Verfahren geben, die
im Rahmen dieser Arbeit verwendet werden. Dies sind insbesondere Algorithmen zur
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transienten Berechnung und iterative Losungsverfahren fiir die Behandlung nichtlinearer
Gleichungssysteme.

Bei der Verwendung von piezoelektrischen Werkstoffen liegt das Augenmerk auf dy-
namischen Problemen, in denen die Piezoelektrika h#ufigen Einsatz finden. Aufgrund
der hohen Dynamik er6ffnen sich fiir piezoelektrische Aktoren insbesondere zur aktiven
Regelung schwingender Strukturen vielfiltige Einsatzmoglichkeiten. Fiir die numerische
Berechnung solch zeitabhiéingiger Probleme ist zusétzlich eine Zeitintegration notwendig,
die in dieser Arbeit mithilfe des Newmark Algorithmus durchgefiihrt wird. Das implizite
Verfahren zeichnet sich durch seine unbedingte Stabilitit gegeniiber expliziten Zeitin-
tegrationsverfahren aus. Die in realen Systemen vorkommende Materialddmpfung wird
mithilfe der Rayleighschen Dampfung beschrieben. Zusitzlich wird bei der Betrachtung
von nichtlinearen Gleichungssystemen das Newton-Raphson-Verfahren fiir die iterative
Berechnung verwendet.

Newmark Algorithmus

Fiir die numerische Losung der Bewegungsdifferenzialgleichung innerhalb eines Zeitinter-
valls wird die Zeitintegration mittels Newmark Algorithmus verwendet, der die Bewe-
gungsgleichung einer Struktur

My + Clpy + Ky = F (tyt1) (5.73)

zu einem noch unbekannten Zeitpunkt ¢, auswertet, vgl. w.a. BATHE [11] und ZIEN-
KIEWICZ UND TAYLOR [135]. Es werden Ansiitze fiir die Verschiebungen u,,, und die
Geschwindigkeiten 1, , in Abhéngigkeit von den Beschleunigungen i

Uy = Uy + [(1 =) diy + iy | At (5.74)
Upy = g, + WAL+ [(0.5 = B) iy, + Bily 1] (At)? (5.75)

aufgestellt, wobei der aktuelle Bewegungszustand zum Zeitpunkt ¢; bekannt ist. Wird die
Gleichung (5.75) nach i, umgestellt und in Gleichung (5.74) eingearbeitet, so sind die
Geschwindigkeit und die Beschleunigung jetzt nur noch von der unbekannten Verschiebung
Uy, abhiingig. Nachfolgendes Einsetzen in Gleichung (5.73) fithrt auf ein Gleichungssys-
tem, dessen unbekannte Verschiebungen fiir den Zeitpunkt ¢t + At zu bestimmen sind. Die
unbedingte Stabilitéit des Verfahrens ist fiir die Wahl der Parameter v = 0.5 und § = 0.25
gewihrleistet, wobei fiir v > 0.5 eine numerische Dampfung auftritt.

Rayleighsche Dampfung

Um fiir schwingende Strukturen Vergleiche zwischen Experiment und numerischer Simula-
tion durchfithren zu kénnen, ist die Beriicksichtigung von Diémpfungseffekten notwendig.
Die Dampfung eines realen Systems setzt sich zumeist aus verschiedenen inneren und
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duferen Dampfungseffekten zusammen, vgl. u.a. WALLER UND SCHMIDT [120]. Man
unterscheidet bei der inneren Dampfung zwischen Struktur- und Materialdimpfung, de-
ren Beriicksichtigung bei der numerischen Berechnung schnell zu sehr komplexen Modellen
fithrt. Zur effizienten Losung wird oftmals die Rayleighsche Dampfung verwendet, die sich
mithilfe der Massen- und Steifigkeitsmatrix berechnen lésst

C=aM+ K . (5.76)

Damit entsteht fiir die modale Form der Bewegungsgleichung ein entkoppeltes Gleichungs-
system. Die zwei Parameter o und  koénnen nun mithilfe der Eigenfrequenzen w; und
den zugehorigen modalen Dampfungsparametern &; bestimmt werden

o+ Bw? = 2wi&; . (5.77)

Das tatséichliche Déampfungsverhalten einer Struktur wird jedoch nur im Bereich der fiir
die Anpassung verwendeten Eigenfrequenzen realistisch wiedergegeben.

Newton-Raphson-Verfahren

Das in dieser Arbeit modellierte nichtlineare Verhalten des piezoelektrischen Materials im
Kleinsignalbereich macht eine iterative Berechnung der Losung notwendig. Hierfiir wird
das Newton-Raphson-Verfahren verwendet, das in der Nihe der tatséichlichen Losung eine
quadratische Konvergenz aufweist, vgl. u.a. BATHE [11], BELYTSCHKO ET AL. [13] und
WRIGGERS [124]. Dabei wird das zu 16sende Gleichungssystem zuniichst in die folgende
Form umgeschrieben

6G(u, A) = R(u) — A2 =0, (5.78)

bei dem A einen Skalierungsfaktor oder auch Lastparameter darstellt. Fiir ein Lastniveau
A wird iterativ die Losung berechnet, indem fiir einen bekannten Verschiebungszustand
u, eine Taylorreihenentwicklung durchgefiihrt wird

6G(wy + Au, A) = 6G (uy, A) + DG (wy, ) Au + 1wy, A) - (5.79)
N —

Kr

Dies entspricht einer Linearisierung der Gleichung an der Stelle u,. Unter Vernachléssi-
gung des Restglieds r soll das Gleichgewicht idealerweise erfiillt sein

G (w + Au, \) = 8G(uy, \) + KrAu =0, (5.80)

wobei mit K die tangentiale Steifigkeit bezeichnet wird, die Allgemein mithilfe der im
Anhang B dargestellten Linearisierung bestimmt wird. Aus Gleichung (5.80) kann nun das
Verschiebungsinkrement Au berechnet und ein Update der Verschiebung w, durchgefiihrt
werden. Ist mit der verbesserten Verschiebungslosung ein Konvergenzkriterium erfiillt, so
wird die Iteration abgebrochen und ein weiteres Lastinkrement aufgebracht.
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Der numerische Aufwand durch die in jedem Iterationsschritt neu berechnete tangen-
tiale Steifigkeit kann reduziert werden, indem K nur zu Beginn eines jeden Lastschritts
einmal bestimmt wird. Damit geht jedoch die quadratische Konvergenz in der Nihe
der Losung verloren. Daher ist dieses modifizierte Newton-Raphson-Verfahren nur fiir
schwach nichtlineare Probleme sinnvoll.
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Kapitel 6
Beispiele

Nachdem alle theoretischen Grundlagen fiir die verschiedenen piezoelektrischen Schalen-
elemente in den vorangegangenen Kapiteln bereitgestellt wurden, sind diese codiert und
in das Programmsystem FEAP (Finite Element Analysis Program) von ZIENKIEWICZ
UND TAYLOR [134, 135] implementiert worden.

Eine kurze Zusammenfassung der Besonderheiten der jeweiligen Elemente soll es er-
leichtern, eine bessere Ubersicht fiir die nachfolgenden numerischen Beispiele zu erhalten.

1. Das ANS-basierte piezoelektrische Schalenelement, mit der mnemonischen Abkiir-
zung SM2F®1, vgl. Gleichung (5.36), verwendet eine lineare Approximation des
elektrischen Potenzials in Dickenrichtung und einen bilinearen Ansatz fiir ® in der
xy-Ebene.

2. Fiir das ANS-basierte piezoelektrische Schalenelement SM2F®1k, vgl. Gleichung
(5.38), wird das elektrische Potenzial in Dickenrichtung ebenfalls linear approxi-
miert. In der zy-Ebene jedoch wird ein konstanter Ansatz fiir & gewéhlt, so dass
eine Eliminierung dieses elektrischen Freiheitsgrades auf Elementebene durchgefiihrt
werden kann. Es verbleibt eine Formulierung, die nur noch mechanische Freiheits-
grade enthilt. Uber innere Variablen kénnen jedoch weiterhin elektrische Belastun-
gen sowohl statisch als auch dynamisch aufgebracht werden.

3. Der quadratische Ansatz fiir das elektrische Potenzial in Dickenrichtung ist fiir das
ANS-basierte piezoelektrische Schalenelement SM2F®2; vgl. Gleichung (5.42), um-
gesetzt worden. Die Approximation von @ in der zy-Ebene ist hier wieder durch
einen bilinearen Ansatz realisiert.

4. Ein nichtlineares Materialverhalten fiir den Kleinsignalbereich beinhaltet das ANS-
basierte piezoelektrische Schalenelement SM2F®1n, vgl. Gleichung (5.54), bei dem
der piezoelektrische Modul vom aktuellen Verzerrungszustand abhiingig ist. Auch
hier wird der Verlauf des elektrischen Potenzials linear iiber die Dicke angenommen
und durch bilineare Ansétze in der zy-Ebene approximiert.
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5. Das auf hybriden Methoden aufbauende ANS-basierte piezoelektrische Schalenele-
ment SM3F®1, vgl. Gleichung (5.72), verwendet als zusétzlichen Freiheitsgrad die
dielektrische Verschiebung, die jedoch aufgrund der konstanten Approximation in
der xy-Ebene auf Elementebene eliminiert werden kann. Das elektrische Potenzial
wird in der xy-Ebene durch bilineare Ansétze angendhert. Fiir den Verlauf von @
in der Dickenrichtung wird ebenfalls eine lineare Approximation gewéhlt.

6. Ein piezoelektrisches Schalenelement von LAMMERING [71], hier als SM2F®1red
bezeichnet, mit reduzierter Integration der Schubterme, wird zu Vergleichszwecken
herangezogen. Ansonsten entspricht dieses Element dem ANS-basierten SM2F®1.

6.1 Ziele der numerischen Untersuchungen

Ziel der in dieser Arbeit diskutierten Beispiele ist es, anhand ausgewihlter Systeme die
Unterschiede der Elementformulierungen zu dokumentieren und die Leistungsfihigkeit
der einzelnen finiten Elemente herauszuarbeiten. Es ergeben sich jedoch eine Vielzahl
an zu untersuchenden Effekten und als Folge eine Unzahl an Kombinationsméglichkeiten,
deren vollstéindige Diskussion im Rahmen dieser Arbeit nicht vorgestellt werden kann.
Daher wird eine Auswahl von Beispielen getroffen, durch die die wichtigsten Effekte er-
fasst werden. Dazu werden folgende Zielvorgaben definiert, die durch die numerischen
Berechnungen abgedeckt werden:

e Untersuchung sowohl des inversen als auch des direkten piezoelektrischen Effekts.
Dazu werden die piezoelektrischen Schichten im aktorischen bzw. sensorischen Be-
trieb eingesetzt.

e Betrachtung von statischen und dynamischen Problemen.

e Moglichkeiten der aktiven Formkontrolle bei statischer mechanischer Belastung durch
gleichzeitiges Entgegensteuern mithilfe von Aktoren.

e Stabilitéit der Formulierungen bei verzerrten Elementgeometrien und verschiedenen
Lagerungsbedingungen.

e Einfluss der quadratischen Approximation des elektrischen Potenzials in Dickenrich-
tung auf die Systemsteifigkeit im Vergleich zum linearen Ansatz fiir ®.

e Auswirkungen der Dreifeldvariationsformulierung auf die Berechnungsergebnisse.
e Einfluss der physikalischen Nichtlinearitét im Kleinsignalbereich auf das Struktur-

verhalten.

Zur besseren Ubersicht fasst Tabelle 6.1 die wichtigsten Effekte zusammen und gibt an,
welche Untersuchungen mit den einzelnen Elementen durchgefiihrt werden.
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Betrieb\ Formulierung | SM2F®1 SM2F®1k|SM2F$2|SM3F®1  [SM2F®1n
aktorisch  statisch  [|6.2.1, 6.3, 6.4, 6.7.3[6.2.1, 6.3 [6.2.1  [6.2.1, 6.4.2[6.7.1, 6.7.3
dynamisch {/6.7.2 6.7.2
sensorisch  statisch 6.2.2, 6.6 6.2.2 6.2.2, 6.6/6.2.2, 6.6
dynamisch |6.5 6.5 6.5

Tabelle 6.1: Ubersicht iiber die durchgefiihrten Untersuchungen fiir die jeweiligen Ele-
mente durch Angabe der Kapitelnummer

Die Beispiele diskutieren zunéchst die zu untersuchenden linearen Effekte der gekop-
pelten elektromechanischen Formulierungen, um in einem weiteren Schritt auf die Aus-
wirkungen des physikalisch nichtlinearen Materialverhaltens einzugehen.

6.2 Aktorischer und sensorischer Betrieb eines ge-
schichteten Kragtrigers

Anhand eines entgegengesetzt polarisierten geschichteten Kragbalkens, vorgestellt von
SzE UND PAN [106] und Tzou [112], soll fiir ein statisches Problem sowohl der aktori-
sche als auch der sensorische Betrieb fiir alle linearen ANS-basierten Elemente untersucht
werden. Der Einfluss von Netzverzerrungen wird ebenfalls diskutiert werden.

Der Balken besteht aus zwei identischen PVDF Schichten, vgl. Bild 6.1, deren ent-
gegengesetzte Polarisierung den Effekt hat, dass beim Aufbringen eines unidirektionalen
elektrischen Feldes, sich die eine piezoelektrische Schicht ausdehnt wihrend die andere
kontrahiert. Damit wird eine Biegung des Balkens erzeugt. Es existieren auch vereinfach-
te Modelle, die die Wirkung der piezoelektrischen Aktoren durch dquivalente Kriifte und
Momente ersetzen und die elektromechanische Kopplung im Stoffgesetz vernachliissigen,

elektrisches
Feld

Bild 6.1: Geschichteter Kragtriger mit entgegengesetzter Polarisierung



86 6. Beispiele

Geometriedaten | Materialdaten

L =100 mm E=20-10°Nm2
h=2x05mm |v=0.29

b=5.0 mm es11 = 0.046 Cm—2

£33 = 0.01062 Fm™!

Tabelle 6.2: Geometrie- und Materialdaten fiir den geschichteten Kragtriager
vgl. uw.a. PREUMONT [90] und WIESEMANN [122].

Die fiir dieses Beispiel verwendeten Abmessungen und Materialparameter sind in Ta-
belle 6.2 angegeben.

6.2.1 Aktorischer Betrieb

Zunichst wird der aktorische Betrieb bei Belastung der beiden Schichten mit einem elek-
trischen Feld von 1.0 V™! betrachtet. Die zugehorige Biegelinie wird mit einem Netz
bestehend aus fiinf finiten Elementen berechnet und ist in Bild 6.2 dargestellt. Eine ana-
lytische Referenzlosung fiir einen Bernoulli-Balken ergibt eine Durchbiegung an der Krag-
armspitze von w = 3.45um. Es zeigt sich sowohl mit der analytischen Losung als auch
mit den Literaturwerten eine sehr gute Ubereinstimmung fiir alle betrachteten linearen
Elemente. Aufgrund des hohen Schlankheitsgrades von L/h = 100 und der recht gerin-
gen elektromechanischen Kopplung des verwendeten PVDF-Materials, verschwinden die

3.5 /

3.0
~SM2F®1
-+ SM2F &2 /

E 25 SM2F®1k

= SM3F®1 /

% 90 ~Tzou,1991 /

= ~e-Chee, 1999

P /

ﬁ /

5 e

A 1.0

0.5 //
0.0 /

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Abstand von der Einspannung in m

Bild 6.2: Biegelinie des Kragtrigers
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Bild 6.3: Finite-Elemente-Netz fiir verschieden starke Verzerrungen e der Elemente

Unterschiede zwischen den einzelnen Elementen. Der Einfluss der Beriicksichtigung aller
Energieanteile durch die Verwendung der quadratischen Approximation des elektrischen
Potenzials im Element SM2F®2 gegeniiber dem linearen Ansatz im Element SM2F®1
wirkt sich erst bei grofleren Schichtdicken aus. Untersuchungen, die die Auswirkungen
der unterschiedlichen Approximation des elektrischen Potenzials auf das Systemverhalten
in Abhéngigkeit vom Schlankheitsgrad der Struktur betrachten, werden in Kapitel 6.6
vorgestellt.

Werden nun die Elemente verzerrt, wie in Bild 6.3 fiir ein Element schematisch gezeigt,
so wird damit der Einfluss der Elementgeometrie der hier verwendeten vier Elemente auf
die Losung untersucht. Beispielhaft sind die Verzerrungen e; und ey dargestellt. Die
Belastung der beiden Schichten betrigt hier ebenfalls 1.0 Vm~!. Die Durchbiegung am
Balkenende wird in Bild 6.4 auf die analytische Referenzlosung wy bezogen und iiber der
Verzerrung e, vgl. Bild 6.3, der Elemente aufgetragen. Sémtliche hier dargestellten Scha-
lenelemente zeigen ein sehr gutes Approximationsverhalten auch bei stéirker verzerrten
Elementen gegeniiber der analytischen Losung. Es ist keine weitere Netzverfeinerung not-
wendig, da auch fiir das grobe Netz mit nur vier Elementen kaum Abweichungen gegeniiber
der Berechnung mit unverzerrten Elementen auftreten.

Insbesondere beim Vergleich mit Ergebnissen aus der Literatur zeigt sich die gréfiere
Robustheit der ANS-basierten piezoelektrischen Elemente gegeniiber gemischten Hexa-
ederelementen von SZE UND PAN [106]. Das schlechteste Ergebnis wird fiir das Element
H8D von SzZE UND PAN [106] erzielt. Hier wurde als zusiitzliche unabhiingige Variable
die dielektrische Verschiebung in die Elementformulierung integriert. Wird zusiitzlich
auch noch die Spannung o als unabhéingige Variablen eingefiihrt, so ergibt sich trotzdem
fir das Element H8DS kaum eine Verbesserung. FErst wenn eine von SZE UND GHA-
LI [103] entwickelte selektive Skalierungstechnik die Schubversteifungseffekte vermindert,
sind brauchbare Ergebnisse fiir das Element HSDS* zu erzielen. Dies zeigt, dass auch bei
gemischten Elementen zusétzliche Methoden zur Vermeidung von Lockingeffekten einge-
setzt werden sollten, um eine robustere Formulierung auch fiir verzerrte Netzgeometrien
zu erzielen.
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1.2
1.0 i 4 —}
0.8 -+ SM2F®1
' -—SM2F®1k
--SM2F®2

-=H8DS*, Sze 1999
H8DS, Sze 1999

0.4 \ --H8D, Sze 1999
0.2

\\\

0 5 10 15 20
Verzerrung e in mm

normierte Enddurchbiegung w/w,

0.0

Bild 6.4: Maximale Durchbiegung in Abhéingigkeit von den Verzerrungen e der Elemente

6.2.2 Sensorischer Betrieb

Eine weitere Untersuchung gilt dem Verhalten bei sensorischem Betrieb. Dazu wird das
Balkenende um 1 cm ausgelenkt und der Verlauf des elektrischen Potenzials in Balken-

350
- N —— SM2F®1 |
— —— SM2F®2
> \\ S~ —— SM2F®1k
~ 250 |
= N SM3F®1
on N
= —< Chee et al., 1999
£ 200 AN i
= \ —— Hwang/Park, 1993
=
o 150 N
; <
Z 100 RN
S \\
50 \\ ~.
S~
0 \

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
Abstand von der Einspannung in m

Bild 6.5: Elektrisches Potenzial entlang der Balkenachse
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lingsrichtung aufgetragen. Die Ergebnisse dieser Berechnungen sind in Bild 6.5 grafisch
dargestellt. Bis auf den treppenformigen Verlauf des elektrischen Potenzials des Scha-
lenelements SM2F®1k liegen die Ergebnisse sehr gut zusammen. Es zeigen sich leichte
Abweichungen vom linearen Verlauf im Bereich der Einspannung und am Balkenende.
Diese Abweichungen sind bei CHEE ET AL. [29] nicht zu verzeichnen, finden sich jedoch
auch in der Literatur, z.B. bei CHEN ET AL. [30], DETWILER ET AL. [34], HWANG UND
PARK [111] und SULEMAN UND VENKAYYA [101].

Interessant sind die Ergebnisse des Elements SM2F®1k mit konstantem elektrischem
Potenzial in der Schalenebene. Hier ist eine starke Verbesserung der diskreten Sensorwerte
gegeniiber der Formulierung von HWANG UND PARK [52] zu verzeichnen. Die Abstufung
zwischen den einzelnen diskreten Werten im Element ist fiir das Element SM2F®1k sehr
viel gleichméiBiger als bei HWANG UND PARK [52], wie es bei linearem Verlauf des Biege-
moments zu erwarten ist.

6.3 Eingespannte Platte bei aktorischem Betrieb

Inwieweit Ubereinstimmungen von Berechnungsergebnissen der Elemente SM2F®1 und
SM2F®1k mit experimentellen Daten erzielt werden kénnen, soll im folgenden Beispiel
betrachtet werden, das von KOPPE ET AL. [68] und GABBERT ET AL. [39] untersucht
wurde. Auf einer eingespannten Stahlplatte sind jeweils vier piezoelektrische Keramiken
mit entgegengesetzter Polarisierung auf Ober- und Unterseite appliziert. Die geometri-
schen Abmessungen des Systems kénnen Bild 6.6 entnommen werden. Die Parameter der
verwendeten Materialien sind in der Tabelle 6.3 zusammenfassend angegeben.

Zuniichst wird das System einer Eigenwertanalyse unterzogen, wobei zu Vergleichs-
zwecken nur die erste Eigenfrequenz der numerischen Berechnung dem experimentellen

Y 4 y

allseitig
eingespannte
Stahlplatte

200

~ PIC I51}|[PIC 151

< | ]

5| 42.5

300 0.2 HO.Z

Bild 6.6: Allseitig eingespannte Stahlplatte mit applizierten piezoelektrischen Aktoren
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Stahlplatte PIC 151
E=207-10"Nm2 | F=6.67-10'°Nm—2
v =0.28 v=20.0

p = 7850 kgm™3 esp = —14.0 Cm—2

e300 = —14.0 Cm—2
es33 = 30.0 Cm 2

£33 = 1.86-107® Fm™!
p = 7800 kgm™3

Tabelle 6.3: Materialdaten fiir Stahlplatte und piezoelektrische Keramiken

Ergebnis gegeniibergestellt wird. Aufgrund der doppelten Symmetrie des Systems ist die
hierzu zugehorige Eigenform ebenfalls doppelt symmetrisch, so dass es ausreichend ist,
fiir die Untersuchungen nur ein Viertel der Struktur zu verwenden.

Die numerischen Berechnungen werden mit einem gleichméfligen Netz bestehend aus
60 x 40 Elementen in z- bzw. y-Richtung durchgefiihrt. Ein Vergleich der ersten Eigen-
frequenz von f = 166.2 s~! zeigt eine gute Ubereinstimmung mit der im Experiment
ermittelten von f = 163.5 s~!, was eine Abweichung von nur ca. 1.6% darstellt. Damit
kann durch das hier verwendete numerische Modell die Struktur gut abgebildet werden. Im
Folgenden wird nun fiir den aktorischen Betrieb das Verformungsverhalten bei statischer

Belastung untersucht.

Fiir die numerische Berechnung wird eine elektrische Spannung von ® = 100 V gleich-
mifig auf die Aktoren aufgebracht. Durch die entgegengesetzte Polarisation der oberen
und der unteren Keramik wird eine Durchbiegung des Systems erzeugt. Die Verschie-
bungen entlang eines Schnittes y = 0.0 mm sind in Bild 6.7 dargestellt und werden mit
den experimentellen Daten und numerischen Berechnungen von KOPPE ET AL. [68] und
GABBERT ET AL. [39] verglichen. Es zeigt sich eine gute N#herung an die Messergeb-
nisse. Durch die starre Einspannung wird die Struktur bei der numerischen Berechnung
etwas steifer modelliert, weshalb die FE-Ergebnisse etwas oberhalb der experimentellen
Daten liegen. Im Vergleich zum Element SM2F®1 ergeben sich fiir das Element SM2F®1k
jedoch etwas groflere Verschiebungen. Die konstante Approximation des elektrischen Po-
tenzials in der Schalenebene weist hier eine stérkere elektromechanische Kopplung auf, da
die aufgebrachte Last als eine innere Belastung behandelt wird.

Fiir die numerische Berechnung bei KOPPE ET AL. [68] und GABBERT ET AL. [39]
werden sowohl bei der Modellierung der elastischen Einspannung als auch fiir die Platten-
struktur Volumenelemente zur Netzgenerierung verwendet. Durch die Berticksichtigung
der Elastizitéit der Einspannung ergeben sich im Vergleich zu den Messergebnissen etwas
grofere Verformungen.

Im Bild 6.8 sind nun die Ergebnisse in der Néihe der Einspannung fiir einen Schnitt
entlang der Linie y = 81.2 mm dargestellt. Hier zeigt sich fiir die numerische Berech-
nung der Einfluss der bei den Elementen SM2F®1 und SM2F®1k verwendeten starren
Einspannung. Insbesondere in der Nihe der eingespannten Ecke ergeben sich deutliche
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Bild 6.7: Verschiebungen entlang der Linie y = 0.0 mm

Abweichungen der numerischen Berechnungen von den Messergebnissen. Die Abweichun-
gen nehmen jedoch mit dem Abstand von der Ecke ab und sind in der Nihe der Symme-

7.0
A
6.0 ~—SM2F®1
. -SM2F®1k
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Bild 6.8: Verschiebungen entlang der Linie y = 81.2 mm
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trieachse fast vollstéindig verschwunden. Eine Verbesserung der numerischen Ergebnisse
ist durch eine genauere Modellierung der Lagerungsbedingungen zu erzielen. Dies ist bei
den Berechnungen von KOPPE ET AL. [68] und GABBERT ET AL. [39] zu erkennen, deren
Approximation der Verschiebungen durch Beriicksichtigung der elastischen Einspannung
insbesondere im Eckbereich bessere Ergebnisse liefert. Jedoch sind trotzdem noch Abwei-
chungen im Bereich des Aktors zu erkennen. Vermutlich wird erst die Berticksichtigung
von nichtlinearen Effekten beim piezoelektrischen Materialverhalten zu einer genaueren
Anpassung fithren. Darauf weisen die Beispiele zum nichtlinearen Verhalten von piezo-
elektrischen Strukturen fiir den Kleinsignalbereich im Kapitel 6.7 hin. Fiir weite Bereiche
der Platte ergeben sich jedoch fiir die starre Einspannung auch jetzt schon ausreichend
genaue Ergebnisse.

Die Anpassung an reale Systeme wird jedoch dadurch erschwert, dass im Allgemeinen
die tatsichlichen Materialkennwerte im Experiment nicht den Herstellerangaben genau
entsprechen und daher eine vollstindige Ubereinstimmung zwischen numerischen Berech-
nungen und experimentellen Daten nur mit hohem Aufwand zu erreichen ist.

6.4 Formadaption einer quadratischen Platte bei me-
chanischer Belastung

Dieses Beispiel soll die Moglichkeiten der aktiven Formgewihrleistung von Strukturen
unter mechanischer Belastung aufzeigen. Ziel dieser Untersuchungen ist es des Weiteren,
die Zuverldssigkeit auch bei verzerrten FE-Netzen und die erweiterten Anwendungsmog-
lichkeiten der ANS-basierten piezoelektrischen Elemente gegeniiber Elementen mit selek-
tiv reduzierter Integration herauszuarbeiten, vgl. LAMMERING [71] und LAMMERING
UND MESECKE-RISCHMANN [72]. Aus diesem Grund werden Simulationen zur Formge-
wahrleistung einer Platte fiir zwei verschiedene Lagerungsbedingungen und Belastungen
durchgefiihrt und die Ergebnisse diskutiert.

Die untersuchten Platten bestehen aus einer passiven Tragschicht aus Aluminium und
sind jeweils auf Ober- und Unterseite vollstéindig mit einer piezoelektrischen Schicht aus
PZT G1195 beklebt, wobei die beiden Schichten in entgegengesetzter Richtung polari-
siert sind. Fiir beide Beispiele werden die gleichen Abmessungen und Materialparameter
verwendet, die in Tabelle 6.4 angegeben sind.

6.4.1 Formkontrolle einer gelenkig gelagerten Platte

Das folgende Beispiel untersucht den Einfluss der Netzverzerrung auf die Berechnungs-
ergebnisse. Die betrachtete quadratische Platte wird gelenkig gelagert und mit einer
vertikalen Einzellast von F' = 12 N in der Plattenmitte belastet.
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Geometriedaten in m | Materialdaten

L — 0.254 Eoy — 7.1 x 100 Nm 2
B =0.254 Vaw = 0.3

fo = 8.28 x 1074 Epiero = 6.3 % 10 Nm~?
tpiezo = 2.54 x 107* Vpiezo = 0.3

€311 = €390 = 30.77 Cm 2
333 = 18.46 Cm 2

£33 = 1.53x 1078 Fm™!

Tabelle 6.4: Geometrie- und Materialdaten fiir die quadratische Platte
i —
®F =12N

B/2 =0.12Tm

23 [ |
Il L/2=0.127m |

Bild 6.9: Verzerrtes Netz mit 5 x 5 Elementen fiir ein Viertel des Systems

Aufgrund der Symmetrie wird nur ein Viertel des Systems betrachtet und mit einem
FE-Netz aus 5 x 5 Elementen diskretisiert. Das verzerrte Netz ist in Bild 6.9 darge-
stellt. Bei der numerischen Berechnung wird nun gleichzeitig zur mechanischen Last auf
alle Knotenwerte ein konstantes elektrisches Potenzial aufgebracht, um die Verschiebun-
gen aktiv zu beeinflussen. Der Startwert fiir das elektrische Potenzial wird im ersten
Schritt zu 0 V gewihlt und solange erhoht, bis im Mittel die unverformte horizontale
Ausgangskonfiguration erreicht wird. Idealerweise entsteht eine Platte mit ”unendlicher
Steifigkeit”, was bedeutet, dass fiir eine beliebige mechanische Belastung der unverformte
Ausgangszustand wieder hergestellt werden kann.

Die Ergebnisse dieser Berechnungen sind in Bild 6.10 fiir die Symmetrieachse darge-
stellt. Aufgrund der doppelten Symmetrie stimmen die Durchbiegungen fiir beide Sym-
metrieachsen iiberein und kénnen daher symmetrisch ergénzt werden.

Es zeigt sich, dass fiir das betrachtete Element SM2F®1 dieselbe elektrische Spannung
bei verzerrtem und unverzerrtem FE-Netz gebraucht wird, um im Mittel die Ausgangs-
lage der Platte wiederherzustellen. Die maximale Durchbiegung in der Plattenmitte ist
unabhiingig vom gewihlten FE-Netz nahezu identisch. Ein Vergleich mit Berechnungen
fiir das Element SM2F®1red mit reduzierter Integration der Schubterme, vgl. LAMME-
RING [71], liefert ebenfalls iibereinstimmende Ergebnisse fiir das unverzerrte Netz, die aus
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Bild 6.10: Vergleich verschiedener Stadien der aktiven Formkontrolle fiir die Elemente
SM2F®1 und SM2F®1red, dargestellt entlang der Symmetrieachse fiir ein unverzerrtes
und ein verzerrtes FE-Netz

diesem Grund nicht dargestellt sind. Fiir das verzerrte Netz jedoch ergeben sich geringe-
re Verschiebungswerte. Damit liefert das ANS-basierte Element SM2F®1 zuverlissigere
Ergebnisse bei verzerrten Elementgeometrien.

Fiir die in Bild 6.10 untersuchten Stadien bei der Formkontrolle sind in Bild 6.11 die
verschiedenen Verformungszustéinde des Elements SM2F®1 fiir die gesamte Platte dar-
gestellt. Hier wird deutlich, dass mithilfe einer elektrischen Belastung die unbelastete
Ausgangslage auch aktiv nicht vollstindig wiederhergestellt werden kann. Dies ist nur
iiber die Platte gemittelt zu erreichen, nicht jedoch fiir jeden Punkt. Um eine optimale
Formkontrolle zu gewéhrleisten, ist der Einsatz von Optimierungstechniken zur Berech-

Verschiebungen in m
-6.32E-04
-5.10E-04
-3.88E-04
-2.67E-04
-1.45E-04
-2.33E-05

9.85E-05

Bild 6.11: Verschiedene Stadien der aktiven Formkontrolle einer gelenkig gelagerten Platte
unter mittig angreifender Einzellast
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nung der optimalen Aktorform notwendig. Ein Uberblick iiber den Stand der Optimie-
rungsmethoden fiir piezoelektrische Strukturen wird u.a. bei FRECKER [38] und SEEGER
[95] gegeben.

6.4.2 Formkontrolle einer punktgelagerten Platte

In diesem Beispiel wird die quadratische Platte nur an den Eckpunkten punktformig ge-
lagert und mit einer konstanten Flichenlast von 200 Nm~2 belastet. Auch hier wird
gleichzeitig zu der mechanischen Belastung ein elektrisches Potenzial zur Kontrolle der
Plattenverformungen aufgebracht. Die numerische Berechnungen werden mit den Elemen-
ten SM2F®1, SM2F®1red und SM3F®1 durchgefiihrt und die Ergebnisse sind in Bild 6.12
fiir die Symmetrieachse dargestellt. Ausgehend von 0 V ist eine Erhohung des elektrischen
Potenzials bis auf 75 V notwendig, um auch hier die undeformierte Ausgangslage im Mittel
zu erreichen. Beide ANS-basierten Elemente stimmen aufgrund des hohen Schlankheits-
grades von L/(tau+1tpieso) = 234.7 sehr gut iiberein. Das Element SM2F®1red mit selektiv
reduzierter Integration der Schubterme leidet jedoch unter Nullenergiemoden, die durch
die gewdhlten Randbedingungen nicht zu unterdriicken sind. Daher zeigt dieses Beispiel
zweifellos die grofie Uberlegenheit von ANS-basierten piezoelektrischen Schalenelementen
gegeniiber solchen mit selektiv reduzierter Integration.

Die verschiedenen Stadien, die fiir die Ermittlung des notwendigen elektrischen Poten-
zials berechnet wurden, sind in Bild 6.13 beispielhaft dargestellt. Auch bei diesem System
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Bild 6.12: Vergleich der Elemente SM2F®1 und SM3F®1 fiir verschiedene Stadien der ak-
tiven Formkontrolle entlang der Symmetrieachse einer punktgelagerten Platte bei gleich-
miiliger Flichenlast
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Verschiebungen in m
-1.46E-03
-1.19E-03
-9.20E-04
-6.49E-04
-3.79E-04
-1.09E-04

1.61E-04

Bild 6.13: Verschiedene Stadien der aktiven Formkontrolle einer punktgelagerten Platte
unter gleichmiffiger Flichenlast

ist eine vollsténdige Kontrolle der Verschiebungen fiir jeden Punkt der Platte nicht mog-
lich, sondern wird nur im Mittel erfiillt. Mit der Anwendung von Optimierungstechniken
wiirde auch hier eine Verbesserung der Ergebnisse erzielt werden.

6.5 Schwingungsanalyse einer Rechteckplatte mithil-
fe von Sensoren

Das Ziel der folgenden Untersuchungen ist, durch applizierte Sensoren das Schwingungs-
verhalten der Struktur zu erfassen und wiederzugeben. Hierzu wird der sensorische Betrieb
fiir eine dynamische Belastung anhand einer gelenkig gelagerten Rechteckplatte mit zwei
sehr kleinen piezoelektrischen Sensoren auf Ober- und Unterseite, vgl. Bild 6.14, fiir die
Elemente SM2F®1, SM2F®1k und SM2F®2 untersucht. Alle fiir die Berechnung notwen-
digen geometrischen Abmessungen und Materialdaten sind in der Tabelle 6.5 angegeben.

Die Lasteinleitung der vertikalen Erregerkraft von F' = 1.0 N befindet sich im Punkt
L,y = 0.625m und By; = 0.4m. Fiir die numerische Berechnung wird ein regelméfiges
FE-Netz mit 36 x 24 Elementen in der z-Richtung bzw. in der y-Richtung verwendet.

Geometriedaten in m | Materialdaten
Platte Sensoren Platte Sensoren
L,=090 L,=0.025 | E=0.71-10"Nm2 FE,=6.3-10°Nm2
B, =060 By=0.025 | v=0.3 vs =0.35
h =0.004 hg=0.0002 | p =2700kgm3 ps = Okgm™3
L, =0.20 n = 0.01 €311 = €399 = —17.325Cm 2
B; =0.40 €33 =1.6-107Fm~!

Tabelle 6.5: Geometrie- und Materialdaten fiir Rechteckplatte
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Bild 6.14: Geometrie der allseitig gelenkig gelagerten Rechteckplatte mit beidseitig appli-
zierten piezoelektrischen Sensoren

Der Zeitschritt wird mit At = 1.59 - 10~°s relativ klein gewiihlt, um moglichst viele
Eigenfrequenzen bei der Schwingungsanalyse zu beriicksichtigen. Die Belastung wird
dabei in Form eines kurzen Rechteckimpulses fiir die Dauer von 20 Zeitschritten auf das
System aufgebracht, um moglichst viele Eigenfrequenzen gleichzeitig anzuregen. Bei der
numerischen Berechnung wird das Newmark-Verfahren fiir die Zeitintegration verwendet
und das System mit einer geringen Rayleighschen Démpfung versehen, bei der ein modaler
Verlustfaktor 7 eingesetzt wird. Wéihrend des darauf folgenden Ausschwingvorgangs des
Systems werden die Verschiebungen eines Eckknotens des Sensors mit den Koordinaten
Zp = 0.2m und y, = 0.4m beobachtet. Um eine Vergleichbarkeit der verschiedenen
Elemente auch mit SM2F®1k zu wahren, wird jedoch das elektrische Potenzial fiir den
Mittelpunkt des Sensors ausgewertet.

Die Ergebnisse der Vertikalverschiebungen fiir den Eckknoten werden mithilfe einer
Fouriertransformation in den Frequenzraum iiberfiihrt und kénnen danach mit der analy-
tischen Niherungslosung von VOGL ET AL. [116] verglichen werden. Die Transformation
wird dabei mit dem Programm Matlab durchgefiithrt. Das Vorgehen von VOGL ET AL.
[116] bei der Ermittlung einer analytischen Ndherungslosung mithilfe von Fourierreihen
wird sowohl fiir die Rezeptanz als auch die Fouriertransformierte des elektrischen Poten-
zials anhand dieses Beispiels im Anhang C kurz vorgestellt.

In Bild 6.15 ist die Rezeptanz fiir den Referenzpunkt dargestellt und zeigt fiir alle
betrachteten Elemente eine sehr gute Ubereinstimmung mit der Referenzlésung und auch
im Vergleich untereinander. Dies ist vor allem vor dem Hintergrund zu sehen, dass die
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Bild 6.15: Rezeptanz fiir den Referenzpunkt des Sensors

Rayleighsche Démpfung nur fiir die erste Eigenfrequenz bei f = 39.2 Hz angepasst wurde.
Damit werden die hoheren Eigenfrequenzen zu schwach gedimpft, was die Abweichungen
bei den hoheren Frequenzen zwischen der numerischen Berechnung und der Referenzlgsung
erklart.

Die Fouriertransformierte des elektrischen Potenzials bezogen auf die Anregung ist in
Bild 6.16 fiir die Mitte des piezoelektrischen Sensors dargestellt. Eine gute Uberein-
stimmung mit der Referenzlosung wird auch hier fiir alle betrachteten Elemente erzielt.
Der Einfluss der quadratischen Approximation des elektrischen Potenzials beim Element
SM2F®2 auf das Schwingungsverhalten der Struktur ist gering gegeniiber einem linearen
Ansatz und liefert daher iibereinstimmende Ergebnisse. Aufgrund der verringerten Anzahl
an Freiheitsgraden ist daher bei diesem Beispiel das Element SM2F®1k zu bevorzugen.

Die Ergebnisse der Bilder 6.15 und 6.16 zeigen auflerdem fiir den Bereich niedriger
Frequenzen einen gleichartigen Kurvenverlauf zwischen der Rezeptanz und der Fourier-
transformierten des elektrischen Potenzials. Dies zeigt, dass durch die Sensorsignale bei
dieser numerischen Untersuchung das Strukturverhalten richtig approximiert wird.

Die Untersuchungen von VOGL ET AL. [116] zeigen jedoch, dass fiir groflere Frequenz-
bereiche das Schwingungsverhalten des Systems durch das Sensorsignal nicht mehr voll-
stéindig erfasst werden kann. Dann ist eine Uberlagerung mehrerer Sensorsignale von
verschiedenen Beobachtungspunkten sinnvoll. Eine genaue Analyse bzgl. der Anzahl und
Platzierung der Sensoren ist dann im Rahmen einer Optimierung durchzufiihren. Dies ist
insbesondere wichtig bei der Uberwachung von schwingenden Strukturen, um bei Ande-
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Bild 6.16: Fouriertransformierte des elektrischen Potenzials fiir den Mittelpunkt des Sen-
sors

rungen im Strukturverhalten Schiiden richtig detektieren zu konnen.

6.6 Flach gekriimmte Schale unter Einzellast

Das folgende Beispiel soll den Einfluss der quadratischen Approximation des elektrischen
Potenzials im Element SM2F®2 und die vollstéindige Beriicksichtigung der inneren Arbeit
aller Schnittgroflenanteile durch das Element SM3F®1 auf das Strukturverhalten untersu-
chen. Dazu wird der Schlankheitsgrad A der Schale durch eine Variation der Schichtdicke
h veriéindert und die Ergebnisse vom ANS-basierten Schalenelement SM2F®2 denen der
Elemente SM2F®1, SM2F®2red sowie dem Element SM3F®1 gegeniibergestellt.

Die betrachtete flache Zylinderschale besteht aus zwei piezoelektrischen Schichten aus
PZT G1195, die eine entgegengesetzte Polarisation aufweisen. Die geometrischen Abmes-
sungen und die Materialdaten sind in Tabelle 6.6 zusammengefasst.

An den Lingsrandern ist die Zylinderschale gelenkig gelagert, wihrend die gekriimmten
Rénder ungelagert sind. Das System wird durch eine vertikale Einzellast von P = 732.5 N
mittig belastet, vgl. Bild 6.17. Unter Ausnutzung der Symmetriebedingungen wird nur
ein Viertel des Systems mit 2 x 2 Elementen diskretisiert. Durch Variation der Schicht-
dicke h wird fiir verschiedene Schlankheitsgrade A = R/2h der Schale von R/2h = 50
bis R/2h = 1000 die maximale vertikale Verschiebung w, im Angriffspunkt der Last
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Bild 6.17: Ausschnitt einer flach gekriimmten piezoelektrischen Zylinderschale unter ver-
tikaler Einzellast

Geometriedaten | Materialdaten
L=0.254m E =6.3x 1019 Nm—2

b=0.254 m vr=20.3
R=254m €311 — €322 = 30.77 Cm_2
a=0.1rad €333 = 18.46 Cm—2

£33 = 1.53 X 1078 Fm™!

Tabelle 6.6: Geometrie- und Materialdaten fiir flache Schale

bestimmt. Die Ergebnisse werden bezogen auf die maximale Verschiebung wsyporpe; des
Elements SM2F®1 und in Bild 6.18 dargestellt.

Zuniichst fillt auf, dass sich identische Ergebnisse fiir die Elemente SM2F®2 und
SM3F®1 ergeben. Aufgrund der Tatsache, dass beim Element SM3F®1 die Beziehung
zwischen dem elektrischen Feld und dem elektrischen Potenzial nur in schacher Form
erfiillt werden muss, liefern auch die elektromechanischen Koppelterme einen vollstéindi-
gen Beitrag zur inneren Arbeit. Die Ergebnisse zeigen, dass beide Elemente die innere
Arbeit des gekoppelten elektromechanischen Systems auf verschiedene Weise vollstéin-
dig beriicksichtigen, was einen quadratischen Verlauf des elektrischen Potenzials iiber die
Schichtdicke bestétigt. Dieser Effekt wurde schon bei verschiedenen numerischen Bei-
spielen beobachtet, vgl. LAMMERING UND MESECKE-RISCHMANN [72]. Damit ist das
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Bild 6.18: Vergleich der maximalen Verschiebungen fiir verschiedene Schlankeitsgrade A
der Schale

Element SM3F®1 eine Alternative zu SM2F®2.

Fiir dicke Schalenstrukturen ergeben sich fiir die beiden Elemente SM2F®2 und SM3F®1
im Vergleich zum Element SM2F®1 um ca. 7% geringere Verschiebungen. Dieser Unter-
schied verringert sich mit zunehmendem Schlankheitsgrad der Schale und n&hert sich fiir
die Verschiebungen den Werten des Elements SM2F®1 bis auf ca. 1% fiir R/2h = 1000 an.
Dieser Einfluss der zusétzlich beriicksichtigten Beitriige bei der Formulierung der inneren
Arbeit der elektromechanischen Kopplung ist jedoch abhingig von den Eigenschaften des
bei der Berechnung verwendeten piezoelektrischen Materials und kann deshalb sehr un-
terschiedlich sein. Die vorherigen Beispiele aus den Kapiteln 6.2.1, 6.4.2 und 6.5 weisen
nur sehr geringe Unterschiede zwischen den verschiedenen Elementen auf. Alle Berech-
nungen zeigen, dass fiir Strukturen mit hohem Schlankheitsgrad die Unterschiede beim
Verformungsverhalten zwischen den beiden Approximationen gering ausfallen. Zusétzlich
hat die Intensitdt der elektromechanischen Kopplung des eingesetzten Werkstoffs einen
Einfluss. Werden Werkstoffe verwendet, deren piezoelektrischer Modul nur geringe Werte
aufweist, so ist praktisch keine Abweichung zwischen den Elementen zu erwarten, da die
zusiitzlichen Beitrige fiir die innere Arbeit bei Beriicksichtigung der vollsténdigen elektro-
mechanischen Kopplung nur gering ausfallen. Materialien mit starker Kopplung hingegen
zeigen ein steiferes Strukturverhalten, so dass eine adidquate Modellierung vom betrach-
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teten System abhingig ist. Daher ist eine Uberpriifung der gewiihlten Approximation bei
geringen Schlankheitsgraden in jedem Fall zu empfehlen.

Die Ergebnisse des Elements SM2F®1red mit der selektiv reduzierten Integration der
Schubterme liefern ein etwas weicheres Strukturverhalten und liegen daher oberhalb von
denen des ANS-basierten Schalenelements SM2F®1. Diese Abweichungen wurden schon
von WAGNER [119] bei Vergleichen des rein mechanischen Verhaltens der vier- mit neun-
Knotenelementen nachgewiesen. Eine Verbesserung der Ergebnisse bei Verwendung des
Elements SM2F®1red lisst sich jedoch durch eine Netzverfeinerung erzielen. Die ANS-
basierten Elemente sind hier schon bei dieser sehr groben Diskretisierung in der Lage, das
richtige Strukturverhalten zu berechnen.

6.7 Physikalisch nichtlineare Strukturen

Fiir die addquate Modellierung des nichtlinearen Verhaltens von piezoelektrischen Struk-
turen existieren derzeit wenige Ansiitze. Daher soll zunichst anhand eines analytischen
Beispiels der Anwendungsbereich des in dieser Arbeit verwendeten nichtlinearen Stoff-
gesetzes aufgezeigt werden. Anschliefend wird die Leistungsfihigkeit des entwickelten
Elements durch Vergleiche mit experimentellen Untersuchungen vorgestellt und die Un-
terschiede zum linearen Materialverhalten herausgearbeitet.

6.7.1 Voruntersuchungen

Am Beispiel eines eingespannten geschichteten Kragbalkens mit zwei gleichen piezoelek-
trischen Schichten, vgl. Bild 6.19, soll zuerst der Anwendungsbereich des physikalisch
nichtlinearen Elements SM2F®1n untersucht werden. Dies wird fiir den Membranzustand
und den Biegezustand durchgefiihrt.

Zuniichst sind beide piezoelektrische Schichten in gleicher Richtung polarisiert und wer-
den mit einem gleichgerichteten elektrischen Feld belastet. Es entstehen nur Membran-

A
4 |

Bild 6.19: Geschichteter Kragbalken mit zwei piezoelektrischen Schichten
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krifte N; und N,, die aufgrund der Randbedingungen in der Summe verschwinden miissen
N+ Ny =0, (6.1)

wobei mit einem Index 1 bzw. 2 die jeweilige Schicht gekennzeichnet wird. Die Normal-
kriifte berechnen sich mithilfe des Stoffgesetzes nach Gleichung (3.12) und den kinemati-
schen Beziehungen E™ = v, zu

Ny =N, = /0 dA = /C’Emb — (" + €' E™) B¢ dA
A A
=0t [Cuy — (€ +e'uy,) EY] . (6.2)

Alle GroBen von Gleichung (6.2) werden nun in die Gleichgewichtsbedingung (6.1) einge-
setzt
bt [(C1 — elEQ) ug + (Co — e3ES) uy — eVES — e9ES] = 0. (6.3)

Auflosen nach den gesuchten Verschiebungen u ergibt

0 el 0 el
e B + e By

= btL .
TG TR 1 Gy — elEY

(6.4)

Es wird deutlich, dass sich der nichtlineare Effekt, beschrieben durch die Werkstoftkon-
stante e', bei einem elektrischen Feld entgegen der Polarisationsrichtung versteifend aus-
wirkt, wiihrend ein in der Richtung der Polarisation wirkendes elektrisches Feld das Struk-
turverhalten weicher macht.

Nun wird fiir die beiden Schichten eine entgegengesetzte Polarisation vorgesehen, jedoch
weiterhin das gleiche elektrische Feld bei der Belastung gewihlt. Die Struktur kann sich
auch hier durch die gewi#hlten Randbedingungen ungehindert ausdehnen. Damit muss
fiir die Einhaltung des mechanischen Gleichgewichts die Summe der Biegemomente der
beiden piezoelektrischen Schichten 1 und 2 verschwinden, d.h.

M+ My, =0. (6.5)

Es wird fiir die Kinematik E® = 1), .z verwendet. Die Biegemomente M; und M, berech-
nen sich nun mithilfe des Stoffgesetzes geméfl Gleichung (3.12) zu

My = My = /Uz dA = / (CE® — (" + €'E*) ES') 2dA . (6.6)
A A

Durch die Verwendung der Kinematik und nach Integration iiber die Fliche ergibt sich
schliefllich mithilfe der Fldchenmomente 1. und 2. Ordnung (S, und I,)

M= (C — e E) Ijpy o — "ES'S, . (6.7)
Einsetzen in die Gleichgewichtsbedingung der Gleichung (6.5) ergibt

[(C1 — e1ES) Iy + (Co — e3ES) Lp] thup — €1ES Sy1 — €3ES Sy = 0. (6.8)
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Hieraus ldsst sich die Verdrehung 1), des Balkens ermitteln

_ VES S, + eSES Sy, q
w:r - 1 el 1 el L (69)
(Cl — elEzl) Iyl —+ (02 — €2E22) Iyg

T

Bei entgegengesetzter Polarisation haben die piezoelektrischen Moduln ein unterschiedli-
ches Vorzeichen, so dass sich bei Verwendung eines gleichgerichteten elektrischen Feldes
und Gleichheit der Flichenmomente I,,; = I die beiden nichtlinearen Terme gegenseitig
aufheben. Somit ist ein nichtlinearer Effekt fiir Biegeprobleme nur fiir Querschnitte mit
asymmetrischen piezoelektrischen Schichten moglich. Bei Membranzustéinden, wie sie im
vorherigen Beispiel betrachtet wurden, ist jedoch auch ein nichtlinearer Effekt fiir einen
symmetrischen Schichtaufbau moglich.

6.7.2 Geschichteter Balken im aktorischen Betrieb

Im folgenden Beispiel soll nun untersucht werden, inwieweit das im Element SM2F®1n
verwendete nichtlineare Materialmodell fiir den Kleinsignalbereich in der Lage ist, nicht-
lineare Effekte realistisch abzubilden. Ein Vergleich mit dem linearen Element SM2F®1
soll die Unterschiede verdeutlichen.

In diesem Beispiel wird anhand eines geschichteten Kragtrigers der Einfluss des nicht-
linearen Stoffgesetzes auf das Verformungsverhalten untersucht. Schon bei WANG ET AL.
[121] konnten fiir dieses Beispiel im Experiment deutliche nichtlineare Effekte im Bereich
von E¢ = 150 Vmm™! nachgewiesen werden. Der geschichtete Balken besteht aus ei-
ner Tragschicht aus Edelstahl und einer piezoelektrischen Keramik PZT 3203 HD. Die
Richtung der Polarisation ist in Bild 6.20 dargestellt. Die geometrischen Abmessungen
und Materialparameter sind in Tabelle 6.7 zusammengefasst und aus dem Datenblatt der
Firma CTS Wireless Components entnommen worden. Ein Wert fiir den nichtlinearen
piezoelektrischen Modul findet sich in den numerischen Untersuchungen von THORN-
BURGH UND CHATTOPADHYAY [108]. Alle weiteren nicht angegebenen piezoelektrischen
Konstanten werden vernachléssigt.

PZT /3203 HD

/ p b

Edelstahl

L |

Bild 6.20: Geschichteter Kragtriger mit einer piezoelektrischen Schicht
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Geometriedaten | Materialdaten
in m passive Tragschicht PZT 3203 HD
L=35-1072 E=206-10"Nm=2 | Epyr = 6.2- 10 Nm 2
B=7-103 v=20.3 vpzr = 0.3
h=38-10"* ppzr = 7850 kgm™ | €3;; = —20.16 Cm 2
hpzr =6.8-107% | n = 0.01 edp; = —131430 Cm 2
€33 = 3.36 - 10719 Fm™!
ppzr = 7800 kgm 3
Tabelle 6.7: Geometrie- und Materialdaten fiir geschichteten Kragtriger
60 |
——SM2F®1n ’
| ——SM2F®l1 A
50 L
s+ Wang et al., 1999 L
:EL (Experiment) o Py
.8 407 —- Thornburgh/Chattopadhyay, 2001 2
= e
2’ ¥ 3
= 30 7 ——
) =
E P
2
‘o ///&
eS|
10 =
0
0 50 100 150

Elektrisches Feld in Vmm

Bild 6.21: Maximale Auslenkung am Balkenende im aktorischen Betrieb bei einer Fre-
quenz von f = 10 Hz

Fiir die dynamische Berechnung wird bei einer Frequenz von f = 10 Hz der Balken mit
einem elektrischen Feld im Bereich von 0 bis 150 Vmm™! belastet. Es wird eine geringe
Rayleighsche Dampfung beriicksichtigt und der Zeitschritt zu At = 5.0 - 1072 s gewiihlt.
Verschiedene Belastungen von E¢ = 20Vmm™!, E¥ = 40 Vmm™!, £ = 60 Vmm™!,
EY = 80Vmm™!, F¢ = 100 Vmm™, £ = 120Vmm™', £ = 140 Vmm™! bis zu
E® = 150 Vmm ™! werden aufgebracht. Eine Konvergenz im einzelnen Zeitinkrement wird
bei der nichtlinearen Berechnung fiir £¢ = 20 Vmm ™" im Mittel nach 5 Iterationsschritten
erzielt, wihrend bei der Belastung mit £ = 150 Vmm™! bis zu 10 Iterationsschritte not-
wendig sind. Die maximale Auslenkung am Balkenende nach Erreichen eines stationéren
Schwingungszustandes wird fiir das jeweilige elektrische Feld in Bild 6.21 dargestellt.

Die Ubereinstimmung des nichtlinearen Modells mit den experimentellen Daten ist
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hervorragend, vor allem, wenn die Unsicherheiten bei der Bestimmung des nichtlinea-
ren Materialparameters el;;;; mit beriicksichtigt werden. Die nichtlinearen Ergebnisse
des Elements SM2F®1n unterschiitzen das Systemverhalten leicht wihrend die numeri-
sche Berechnungen von THORNBURGH UND CHATTOPADHYAY [108] geringfiigig iiber den
gemessenen Werten liegen.

Die Ergebnisse der Berechnung mit dem linearen Element SM2F®1 weichen mit Er-
hohung von E¢ immer deutlicher von den Messwerten ab und spiegeln ein zu steifes
Systemverhalten wieder. Dieser betrachtete Bereich von E® = 150 Vmm™! ist jedoch bis-
lang fiir die Modellierung als linear angesehen worden. Die zu erkennenden Abweichungen
von ca. 20% erscheinen allerdings als zu grofl, um noch vernachlissighar zu sein. Dies
legt den Schluss nahe, dass das tatsédchliche Materialverhalten von Piezoelektrika durch
lineare Stoffgesetze nur recht ungenau erfasst wird. Nur das nichtlineare Modell ist hier
in der Lage, das nichtlineare Materialverhalten richtig wiederzugeben.

6.7.3 Gelenkig gelagerte Rechteckplatte im aktorischen Betrieb

In diesem Beispiel soll nun der Einfluss der Nichtlinearitéit fiir zweidimensionale Struk-
turen untersucht werden. Ein Vergleich zwischen dem linearen Element SM2F®1 und
dem nichtlinearen Element SM2F®1n soll die Abweichungen des nichtlinearen vom li-
nearen Materialverhalten fiir eine gelenkig gelagerte Rechteckplatte aufzeigen, vgl. Bild
6.22. Auf die Struktur ist ein piezoelektrischer Aktor appliziert. Die Geometriedaten und
Materialparameter kénnen der Tabelle 6.8 entnommen werden.

Mit einem regelmifligen FE-Netz aus 19 x 15 Elementen in z- bzw. y-Richtung wird
die statische Berechnung durchgefiihrt. Die piezoelektrische Schicht wird mit einem elek-
trischen Feld von E® = 150 Vmm™! beaufschlagt, was zu einer Durchbiegung der Platte

allseitig gelenkige piezoelektrischer Aktor
Lagerung \
i mmmmimmmmm - m‘“ m
Stahlplatte
A y
x Al
L, ‘ L,
| |
L

Bild 6.22: Geometrie der allseitig gelagerten Stahlplatte mit piezoelektrischer Keramik
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Geometriedaten in m Materialdaten
passive Schicht | PZT 3203 HD passive Schicht PZT 3203 HD
L = 0.38 Ly —0.04 E=21-10"Nm2 | Epgr = 6.2- 10 Nm 2
B =0.30 By = 0.22 v =03 vpgr = 0.31
h=38-10* | hpzr =6.8-107* €91, = €399 = —20.16 Cm 2
Ly =0.32 €31111 = €3999 = —131430 Cm 2
By =0.04 £33 = 3.36- 1071 Fm™!

Tabelle 6.8: Geometrie- und Materialdaten fiir Rechteckplatte

70

: A\

-+ SM2F®1n / \

SM2F®1 /

50 74 \
E /o
=
=
2 40
g \
\
B2 30
A
) // 1\
10 \

e \

0.0 0.1 0.2 0.3
x-Koordinate in m

Bild 6.23: Verschiebungen w entlang der Symmetrieachse y = B/2

fithrt. Die Ergebnisse der linearen und nichtlinearen numerischen Berechnungen werden
in Bild 6.23 fiir die Verschiebungen entlang der Symmetrieachse y = B/2 im Vergleich
dargestellt.

Fiir das physikalisch nichtlineare Element SM2F®1n ergeben sich erwartungsgeméif
grofere maximale Verschiebungen im Bereich der Keramik, wihrend jedoch das lineare
Element SM2F®1 hohere Verschiebungswerte fiir weite Teile der passiven Struktur ent-
lang der Symmetrieachse liefert. Dieses Beispiel zeigt deutlich, dass insbesondere fiir
Anwendungen, bei denen eine hohe Priézision der Sensoren und Aktoren erforderlich ist,
die Beriicksichtigung der nichtlinearen Materialeffekte sinnvoll sein kann, um das tatséich-
liche Systemverhalten besser abzubilden.
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Kapitel 7
Zusammenfassung und Ausblick

Durch das Vordringen von adaptiven Strukturen in immer neue technische Anwendungsbe-
reiche entsteht ein wachsendes Interesse an effizienten Entwicklungswerkzeugen zur Simu-
lation von gekoppelten elektromechanischen Problemen. Insbesondere die Modellierung
von diinnwandigen Strukturen, die aus einer Schichtung von aktiven und passiven Werk-
stoffen bestehen, ist von grofler Bedeutung fiir die aktuelle Forschung und angestrebte
Entwicklungen. Bereits heute existieren weitentwickelte Methoden zur Formulierung von
zuverlissigen geschichteten Platten- und Schalenelementen fiir rein strukturmechanische
Problemstellungen, die auch in kommerzieller Software erfolgreich implementiert wurden.
Bei der Entwicklung von Elementen zur Berechnung von aktiven Systemen bleiben diese
Techniken jedoch vielfach noch unberiicksichtigt. Hier sind noch Transferleistungen zu
erbringen, damit auch eine effiziente Behandlung von adaptiven Strukturen moglich wird.

Mit der Formulierung von zuverldssigen piezoelektrischen Schalenelementen leistet die
vorliegende Arbeit einen Beitrag zur effizienten Berechnung von gekoppelten elektro-
mechanischen Strukturen. Es wurde dabei inbesondere Wert auf die Verwendung von
Elementen mit niedriger Ansatzordnung gelegt, die bei einer groben Diskretisierung das
Strukturverhalten richtig wiedergeben, um so die Anzahl der Freiheitsgrade des Gesamt-
systems im Vergleich zu Schalenelementen mit hoherer Ansatzordnung erheblich zu re-
duzieren. Mithilfe der Assumed Natural Strain Methode wurden piezoelektrische Scha-
lenelemente entwickelt, die keine Versteifungseffekte aufweisen und auch bei verzerrten
Netzgeometrien das elektromechanische Verhalten der Struktur richtig wiedergeben. Ver-
schiedene Varianten zur Modellverbesserung wurden in Sandwichelementen implementiert
und hinsichtlich ihrer Auswirkungen auf die Strukturanalyse erforscht.

Es wurde nachgewiesen, dass ein konstanter Ansatz fiir das elektrische Potenzial in der
Schalenebene fiir diskrete Sensoren und Aktoren, die als Plittchen oder Folien auf eine
passive Struktur appliziert werden, das elektromechanische Verhalten ausreichend genau
durch den Elementmittelpunkt reprisentiert. Da das elektrische Potenzial in Dicken-
richtung aufgebracht wird, die ebenfalls die Polarisationsrichtung darstellt, ergibt sich in
der Schalenebene ein konstanter Wert, der auch in der Praxis bei Messungen an diskret
verteilten Elektroden auftritt. Ein kontinuierlicher Verlauf des elektrischen Potenzials
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in der Schalenmittelfliche muss daher nicht approximiert werden. Als weiterer Vorteil
ergibt sich hieraus, dass dieser elektrische Freiheitsgrad auf Elementebene eliminiert wer-
den kann und so ein Element mit ausschliefflich mechanischen Freiheitsgraden entsteht.
Im Vergleich mit finiten Elementen, die fiir alle Freiheitsgrade einen C?-stetigen Ansatz
verwenden, zeigt sich ein etwas weicheres Strukturverhalten. Dies ldsst sich durch die
unterschiedliche Ansatzordnung und die daraus resultierende Approximation der elektro-
mechanischen Kopplung erkléren.

Fiir das elektrische Potenzial wurde sowohl ein linearer Verlauf als auch ein quadrati-
scher Ansatz in Dickenrichtung in verschiedenen Elementformulierungen umgesetzt. Die
tatséichlichen Auswirkungen auf das Strukturverhalten waren daher Gegenstand von nu-
merischen Untersuchungen. Die Berechnungen zeigen, dass fiir Strukturen mit hohem
Schlankheitsgrad die Unterschiede beim Verformungsverhalten zwischen den beiden Ap-
proximationen gering ausfallen. Der Einfluss der Genauigkeit bei der Modellierung des
elektrischen Potenzials ist jedoch auflerdem von der Intensitéit der elektromechanischen
Kopplung des eingesetzten Werkstoffs abhéngig. Werden Werkstoffe verwendet, deren
piezoelektrischer Modul nur geringe Werte aufweist, so ist praktisch keine Abweichung zu
erwarten. Materialien mit starker Kopplung hingegen zeigen ein steiferes Strukturverhal-
ten. Damit ist die Frage der adiquaten Modellierung vom betrachteten System und den
gestellten Anforderungen an die Genauigkeit der Ergebnisse abhéngig.

Die Anwendung von gemischten Variationsfunktionalen fiir gekoppelte elektromecha-
nische Systeme liefert eine weitere Moglichkeit, die aufgrund der elektromechanischen
Kopplung zusiitzlich auftretende innere Arbeit vollstéindig zu beriicksichtigen. Durch die
Integration der Beziehung zwischen dem elektrischen Feld und dem elektrischen Potenzial
in die Variationsformulierung ist diese Bedingung nur noch in schwacher Form zu erfiillen.
Dadurch wird kein funktionaler Zusammenhang zwischen dem elektrischen Potenzial und
dem elektrischen Feld explizit vorgegeben, so dass das reale Strukturverhalten richtig ap-
proximiert werden kann. Ein Vergleich mit dem quadratischen Ansatz zeigt ein identisches
Verformungsverhalten von Strukturen. Damit wird die lange Zeit vertretene Annahme ei-
nes linearen Verlaufs widerlegt und eine zumindestens quadratische Approximation des
elektrischen Potenzials nachgewiesen, um alle Energiebeitriige zu erfassen.

Im Kleinsignalbereich wurde der Einfluss von nichtlinearem Materialverhalten unter-
sucht. Nachdem in Experimenten schon in der Nihe des Arbeitspunktes Abweichungen
vom linearen Materialverhalten zu verzeichnen sind, wurde ein physikalisch nichtlineares
Schalenelement entwickelt. Damit war es moglich, lineares und nichtlineares Materialver-
halten mit experimentellen Ergebnissen aus der Literatur zu vergleichen. Es zeigt sich
fiir das lineare Element mit steigendem elektrischem Feld eine immer grofler werdende
Abweichung vom Experiment, wiihrend beim nichtlinearen Element nur geringe Unter-
schiede zu verzeichnen sind. Weitergehende Untersuchungen sind jedoch beziiglich der
Auswirkungen des nichtlinearen Materialverhaltens insbesondere im Hinblick auf flichi-
ge Strukturen durchzufiihren. Hier fehlen jedoch derzeitig noch experimentelle Daten,
durch die eine Ermittlung der nichtlinearen Materialparameter und damit ein genauerer
Abgleich moglich ist.
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Die Stabilitdt und Konvergenz der vorgestellten Elemente durch die Auswertung der
Babuska-Brezzi-Bedingung ist noch nachzuweisen. Dies ist im Rahmen dieser Arbeit nicht
erfolgt. Erste numerische Tests wurden jedoch schon an verzerrten Elementgeometrien
durchgefiihrt, durch die eine Abschétzung des Konvergenzverhaltens moglich ist.

Die Verwendung von hybriden Formulierungen ist aulerdem vorteilhaft bei der Mo-
dellierung von nichtlinearem Materialverhalten. GHANDI UND HAGOOD [42, 41] konnen
damit das Hystereseverhalten von Piezoelektrika fiir den Groflsignalbereich erfolgreich
abbilden. Mithilfe eines weiteren Freiheitsgrades, d.h. der dielektrischen Verschiebung,
ist es den Autoren moglich, zusitzlich die Polarisation zu beriicksichtigen. Damit kénnen
zwei Effekte durch eine einzige Formulierung wiedergegeben werden und tragen so zu einer
genaueren Modellierung bei. Daraus lisst sich eine vorteilhafte Verwendung von hybriden
Elementen bei nichtlinearem Materialverhalten auch fiir den Kleinsignalbereich ableiten,
um auch fiir diesen Bereich eine genauere Approximation des realen Strukturverhaltens
zu erzielen.

Es existieren des Weiteren noch nicht vollstéindig untersuchte hybride Variationsfunk-
tionale, vgl. YANG [128, 129], durch deren Einsatz weitere Verbesserungen des Element-
verhaltens moglich sind. Erste Ansétze dafiir finden sich bei SZE UND PAN [106] fiir
Volumenelemente. Eine Ubertragung auf Platten- und Schalenelemente ist jedoch noch
durchzufiihren.

Erweiterungen auf transversal isotropes Verhalten ist fiir eine gréflere Variabilitét der
vorgestellten Schalenelemente sinnvoll. Ebenso ist die Implementierung eines Multi-
Schichtaufbaus umzusetzen, durch die eine variable Anzahl an Schichten verwendet wer-
den kann. Wird fiir die passiven Schichten ein orthotropes Materialverhalten vorgesehen,
so ist auflerdem die Berechnung von aktiven Faserverbunden moglich.
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Anhang A

Identifikation der Langrangeschen
Multiplikatoren

Die Entwicklung einer Mehrfeldvariationsformulierung wird mithilfe der Methode der La-
grangeschen Multiplikatoren durchgefiihrt. Dabei wird die Bezichung zwischen E¢! und &
aus Gleichung (2.31c) mit dem Lagrangeschen Multiplikator verkniipft und als Nebenbe-
dingung additiv in die Formulierung der Gesamtenergie eingefiigt

G*(u,®,E%, \) = G(u, ®) + /A- (E¥ + Grad ®) dV’ . (A1)
B

Hierbei ist zu berticksichtigen, dass nun sowohl E® als auch A als unabhiingige Variable

aufgefasst werden. Die Variation der Gleichung (A.1) muss daher bzgl. aller unabhéngigen

Grofen durchgefiihrt werden, was auf die folgende schwache Form des Gleichgewichts fiihrt
6G*(u, 6u, @, 60, E 6B X, 60) = 6G(u, bu, ®, 6®)

- /6>\ . (E¥ + Grad ) dV/ +/A LSBT AV +/A . Grad 6®dV (A.2)
B B B

Um eine Identifikation des Lagrangeschen Multiplikators zu ermoglichen, wird auf den
letzten Term der Gaufische Integralsatz angewandt

/(A~n)6<1>dA: /A-Gradé(l)dVJr/Div)\éd)dV . (A.3)
oB B B

Die resultierenden beiden Integralterme werden zusammen mit Gleichung (2.37) in Glei-
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chung (A.2) eingesetzt

2
6G*(u, 6u, ®, 60, EY SET X 6A) = /6Em o+ po @71; —E> -6udV—/6u.fdA
0Bs
+/6)\-(Eel+Grad<I>)dV—/ (d—X-n)6ddA
B 0Bp
_/5Eel-(D_A)dv_/DivAcscpdV:o. (A.4)
B B

Um Gleichgewicht zu erhalten, miissen die mechanischen Terme in der ersten Zeile von
Gleichung (A.4) und die elektrischen Anteile unabhéngig voneinander verschwinden. So-
mit werden fiir die Identifikation von A als niichstes die letzten drei Anteile niher be-
trachtet. Es ergeben sich die folgenden drei Bedingungen:

d—A-n = 0
D-\A =0 -—->D=2X\, (A.5)
DivA = 0

die nur erfiillt werden konnen, wenn die erste und letzte Zeile von Gleichung (A.5) die we-
sentlichen und natiirlichen elektrischen Randbedingungen befriedigen. Dies ist zutreffend
fir A = D, weswegen der Lagrangesche Multiplikator der dielektrischen Verschiebung
entspricht. Gleichung (A.2) ergibt sich damit zu

6G*(u, bu, @, 6@, E®, sE®, D, 6D) = 6G(u, du, ®, )

+ /6D~ (E¥ + Grad @) dV+/D L SE AV +/D . Grad 6 dV . (A.6)
B B B

Die Aussage ist ebenfalls fiir den letzten noch nicht betrachteten Term aus Gleichung
(A.5) [4,0E - (D — X) dVgiiltig, der durch die Substitution des Lagrangeschen Multipli-
kators verschwindet. Damit existiert kein virtuelles elektrisches Feld mehr in der Variati-
onsformulierung, so dass nun E¢ als abhiingige Grofie verwendet wird. Somit lautet die
vorgestellte Mehrfeldvariationsformulierung unter Verwendung von Gleichung (A.6)

2
69*(u,5u,D,6D,<I>,6<I>):/(5Em:adV+/pog—tl;~6udV—/6u~p05dV—/6u-fdA
B B B OBy
+/5D.(Eel+<}radq>) dV+/D~Grad6<I>dV—/d6<I>dA:0. (A7)
B B oBp

Weitere hybride Formulierungen kénnen in gleicher Weise hergeleitet werden. Zu diesem
Themenkomplex existieren fiir gekoppelte elektromechanische Probleme jedoch erst einige
wenige Untersuchungen. Die Einsatzmoglichkeiten sowie die Vor- und Nachteile sind
Gegenstand dieser Arbeit.
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Anhang B

Linearisierung

In der Kontinuumsmechanik wird fiir die mathematische Beschreibung nichtlinearer Phé-
nomene zwischen geometrischer und physikalischer Nichtlinearitdt unterschieden. Fiir
die numerische Losung dieser nichtlinearen Randwertprobleme und zur Entwicklung von
Niherungstheorien ist eine konsistente Linearisierung des Modells notwendig, siehe u.a.
DoOGHRI [35], MARSDEN UND HUGHES [84] und WRIGGERS [124]. Beim Einsatz von
numerischen Verfahren werden iterative Losungsalgorithmen wie das Newton-Verfahren
verwendet, durch die eine Berechnung komplexer Systeme sehr effizient moglich ist.

Das Vorgehen bei einer konsistenten Linearisierung wird beispielhaft anhand der darge-
stellten C'-stetigen skalarwertigen Funktion f(z) in Bild B.1 veranschaulicht. f(z) wird
an der Stelle Z in eine Taylorreihe entwickelt, die nach dem linearen Term abgebrochen
wird

f(@+u) = f(@)+Df(z) - Au+ R(Au) . (B.1)
Mithilfe der ersten beiden Terme wird eine Tangente an die Kurve angelegt, deren Be-
rithrpunkt durch den Funktionswert f(z) festgelegt wird. Durch die Richtungsableitung
Df(z) - Au ist die Tangente an der Stelle Z vollstindig beschrieben. Fiir ein Inkrement

A1 |
R(Au)|

Df(x)-Au

JX)

\4

X Xx+Au X

Bild B.1: Linearisierung einer skalarwertigen Funktion f(x) an der Stelle &
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Au ergibt sich nun ein Restglied R(Au), dessen Grofie von der Stirke der Nichtlinearitét
abhingig ist. Bei iterativen Losungsverfahren werden Fehlerschiitzer verwendet, um den
Fehler zu minimieren und eine Niherung der approximierten Werte an die tatséchliche
Losung zu erhalten.

Bei einer Erweiterung dieser Erkenntnisse auf den dreidimensionalen Raum ist die Li-
nearisierung der skalarwertigen Funktion f gleichermafien durchzufiithren

f&E+u) = f(X) + Df(X) - Au + R(Au) . (B.2)

Df(X) - Au stellt dabei ein Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren dar. Die Richtungs-
ableitung D f wird nun durch einen Gradientenvektor beschrieben

Df(x) = %ﬁ{x) = Grad f (%) . (B.3)

X=X

Sie berechnet sich mithilfe der Kettenregel

L+ ehu)),_, = [

% , (B.4)

Of (X +eAu) 0 (X +eAu)
de . }

d (X +eAu) Oe

e=0

wobei ¢ einen skalaren Parameter bezeichnet. Diese Richtungsableitung entspricht der
Tangente an die Funktion f im Punkt X und kann durch Differenziation bestimmt werden.

Ein analoges Vorgehen ist fiir die Linearisierung vektor- und tensorwertiger Feldgrofien
zu verwenden, das sich allgemein folgendermaflen darstellen ldsst

GE+u)=G(X) +DG(X) - -Au+R(Au) . (B.5)

Dabei wird die Tangente an diese vektor- oder auch tensorwertige Funktion wie folgt
berechnet J

I |G (X +cAu)]|._, = DG (X) - Au, (B.6)

wobei DG (X) - Au ein inneres Produkt angibt. Damit kann der lineare Teil der Funktion
angegeben werden zu

L[G],_, =G (%) + DG () Au. (B.7)

X

B.1 Linearisierung von Materialgleichungen

Der lineare Anteil, der bei der Linearisierung der konstitutiven Gleichungen entsteht, wird
in gleicher Weise wie in Gleichung (B.7) bestimmt. Hierbei ist als Besonderheit bei den
durch das Stoffgesetz gekoppelten Materialien zu beachten, dass die Linearisierung bzgl.
aller unabhiéingigen Variablen durchgefiihrt werden muss. Es wird die Annahme voraus-
gesetzt, dass die Materialparameter nicht von beiden unabhéngigen Variablen gleichzei-
tig abhéngig sind, wodurch eine Entkopplung der Linearisierungen angenommen werden
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kann. Somit kann die Berechnung unabhiingig voneinander durchgefiihrt werden und die
linearisierten Materialgleichungen ergeben sich allgemein zu

Lolgu_gm =0 + Do - AE™ (B.8)
L [U]Eglzﬁ,gl =& + Do - AEY (B.9)
L D]gw_gm = D + DD - AE™ (B.10)
L[Dlgg_gs = D+ DD - AES (B.11)

Die Auswertung fiir ein bestimmtes nichtlineares Stoffgesetz kann hiermit durchgefiihrt
werden.

B.2 Linearisierung der Variationsformulierung

Aufgrund der Nichtlinearitéit des Randwertproblems ist eine numerische Losung vielfach
nur iterativ moglich. Die in der Finite-Elemente-Methode verwendeten Verfahren be-
notigen Richtungsableitungen, die durch die Linearisierung des Prinzips der virtuellen
Arbeiten berechnet werden kénnen.

Fiir die im Rahmen dieser Arbeit behandelten gekoppelten elektromechanischen Syste-
me wird angenommenen, dass die virtuelle duflere Arbeit unabhiéingig von den Verschie-
bungen und dem elektrischen Potenzial ist. Diese Annahme beschrinkt eine Linearisie-
rung der schwachen Form des Gleichgewichts auf die virtuelle innere Arbeit 6G;;

G (u, 6u, @, 5@) = / (bE™ : o + 6EZ - D) dV . (B.12)
B

Bei gekoppelten Systemen wird eine Linearisierung der Variationsformulierung bzgl. der
unabhéngigen Variablen, in diesem Fall bzgl. u und ®, unabhéingig voneinander durch-
gefiihrt

L[6G] =G+ DG - Au+ DGA®D . (B.13)

Auch hier werden mit einem Querstrich die Grofien gekennzeichnet, deren Werte zu einem
definierten Deformations- bzw. elektrischen Spannungszustand bekannt sind.
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Anhang C

Analytische Naherungslosung fiir
Schwingungsanalyse

Eine numerische Niherungslosung in Anlehnung an die Ausfithrungen von VOGL ET AL.
[116] soll hier zusammenfassend erldutert werden. Ausgangspunkt ist die Schwingungs-
differenzialgleichung

p(x)w(z,t) + r(z)w(z,t) + Aw(z, t) = f(x,t) (C.1)

deren Losung fiir die Anregung f(x,t) einer gelenkig gelagerten Platte gesucht ist. Dabei
stellen w(z,t), w(z,t) und @w(x,t) die gesuchten Verschiebungen, Geschwindigkeiten und
Beschleunigungen des Systems dar und mit p(z) wird die Massendichte, mit r(x) der
D#ampfungskoeffizient und mit

o o o
A=N (8334 2 8_y4) (C.2)

der Differenzialoperator fiir isotrope Platten mit der Plattensteifigkeit N bezeichnet. Fiir
schwach geddmpfte Systeme wird eine Losung mithilfe von Eigenfunktionen ¢,.(z) und
den generalisierten Koordinaten ¢, () angenommen

w(z, t) = ¢p()gn(t) - (C.3)

Damit ldsst sich nun ein entkoppeltes Gleichungssystem fiir die betrachtete Platte entwi-
ckeln, bei der die Anregung mithilfe einer diskreten Kraftanregung erfolgen kann

Grlt) + e (1) + 0 (1) = 526 (o) F () € (C4)

In dieser Gleichung wird der modale Verlustfaktor mit 7, bezeichnet und die Gesamtmasse
ist in M zusammengefasst. Der Losungsansatz dieser inhomogenen Differenzialgleichung
fiir die generalisierten Koordinaten wird nun zu

0-() = Qr(w)e™ (C.5)
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gewihlt. Durch Einsetzen dieses Ansatzes in die Schwingungsdifferenzialgleichung (C.4)
lasst sich @,.(w) berechnen zu

1
279 (@s) F(25)

_w2 + jwwrnr + wf,% '

Qr(w> - (C6)

Es verbleibt noch, die Verteilung der Verschiebungen w(x, t) zu bestimmen. Dies geschieht
mithilfe eines Exponentialansatzes der Form

w(x,t) = W(r,w)e" . (C.7)

Der Zusammenhang zwischen der Verschiebungsverteilung und der generalisierten Koordi-
naten ist durch Gleichung (C.3) festgelegt. Damit berechnet sich W (z,w) durch Einsetzen
der Gleichung (C.5) in Gleichung (C.3) zu

=3 6,(5)Qu(w) MZ_W2 — j; ;Ei F () (C.8)

Fiir den Vergleich der Ubertragungsfunktionen bietet sich fiir die Verschiebungen die
Rezeptanz an, die sich mithilfe des Quotientens aus Verschiebungsverteilung und diskreter
Kraftanregung ergibt zu

W ¢T‘ IEE)
i _ W) , C.9
(.I', xE,W) F .’L'E,(.U M Z _w2 +]wwr777" + (.U2 ( )

Die Niherungsansiitze fiir die noch unbekannten Eigenfunktionen und Eigenkreisfre-
quenzen der betrachteten gelenkig gelagerten Platte mit den Abmessungen [, und [, er-
geben sich zu,

Gmn(x,y) = 28in (m;rx) sin (@) , (C.10)

T ly

Eh? mrz nmy 2
N 12p0(1 — v7) [( L ) +( ly> (©1
vgl. w.a. ALTENBACH ET AL. [2]. Die bei der Berechnung beriicksichtigte Anzahl an
Halbwellen in z- bzw. y-Richtung wird durch die Parameter m und n festgelegt.

Die Bestimmung des Sensorsignals beschrinkt sich auf isotrope piezoelektrische Plitt-
chen, die im Vergleich zur Struktur wesentlich diinner sind und einen ausreichenden Ab-
stand von der neutralen Faser haben. Dann ist es fiir die Berechnung der elektrischen
Spannungen fiir einen gewéhlten Punkt auf dem piezoelektrischen Sensor ausreichend, die
hauptséchlich durch die Kriimmungen &, und &, der Struktur auftretenden Biegeschwin-
gungen zu beriicksichtigen

€311 1 h"—h
Cr1—v2 2

Ut = P (ke + Ky) (C.12)
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Die Kapazitit C, berechnet sich durch die Flache A = [, ,l,,, des Sensors, dessen Hohe
hy und durch die Permittivitét e

Lo pl
C, =242 (C.13)
h‘p
Die Kriimmungen ~, und x, kénnen wiederum durch die zweite partielle Ableitung der
Verschiebungen bestimmt werden

~ O®w(z,y) _ Qw(z,y)

e P (C.14)

K

Die Auswertung der obigen Gleichungen fiir die im Beispiel 6.5 behandelte Platte wurde
mit dem symbolischen Mathematikprogramm Maple durchgefiihrt.
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