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1 Einleitung zur inversen Schallquellenidentifikation  

Eine Problemstellung aus den Aufgabenbereichen eines Akustikingenieurs ist das Ergreifen 

von Maßnahmen zur Beseitigung unerwünschten Hörschalls (Lärm). Diese Herausforderung ist 

abhängig vom jeweiligen Anwendungsfall. Dabei kann es passieren, dass zusätzliche 

Steifigkeit oder Dämpfung im System die abgestrahlte Schallleistung eines Bauteils erhöht statt 

sie zu senken. In vielen praktischen Situationen lässt die messbare akustische Strahlung dabei 

nicht auf Schallquellen schließen. Beispielsweise suggerieren reflektierte Schallwellen eines 

Echos zusätzliche Schallquellen. Erst die zeitliche Verzögerung an den Ohren des 

Schallempfängers lässt erahnen, dass es sich um Sekundärquellen aus reflektiertem Schall 

handelt. Um die Frage beantworten zu können „Wo kommt der Lärm her?“, müssen Orte des 

Lärmeintrages in der Reihenfolge ihrer Dominanz bestimmt werden. Weitere Anforderungen 

an die Schallquellenortung sind die Detektion der Einfallsrichtung des Schalls, die Bestimmung 

der Richtcharakteristik einer akustischen Quelle, die örtliche Verteilung von Schallquellen auf 

einer schallabstrahlenden Struktur sowie die abgestrahlte Schallleistung. Mit diesen 

Informationen können geeignete Modifikationen für Lärmreduktionsmaßnahmen durchgeführt 

werden. 

1.1 Problemstellung 

Die Beseitigung von unerwünschten Schallquellen ist ein Hauptanliegen der Automobil-, 

Flugzeug-, Geräte- und Maschinenhersteller, denn das Verständnis über die Hauptursachen der 

Lärmgenerierung kann die Produktleistung verbessern. Die Diagnose von Vibrationen und dem 

daraus resultierenden Lärm beginnt mit der Messung von Schall- und Schwingungsgrößen. 

Dabei zum Einsatz kommende Messgeräte sind z. B. Mikrofone, Beschleunigungssensoren, 

Intensitätssonden oder Laser-Doppler-Vibrometer. Welche Technik zur Ermittlung von 

Schallquellen verwendet wird hängt wiederum vom Zeit- und Ressourcenaufwand sowie der 

erforderlichen Genauigkeit ab. Es kann dabei vorteilhaft sein mehrere Methoden zur 

Schallquellenidentifikation anzuwenden und zu vergleichen, um verlässliche Ergebnisse zu 

erzeugen. Das setzt die Kenntnis des Anwenders über die Stärken und Schwächen des 

jeweiligen Verfahrens sowie dessen Anwendungsgrenzen voraus. In einer komplizierten 

Messumgebung kann es dabei schwierig sein Informationen über Lärmquellen zu erhalten. Das 

kann verschiedene Gründe haben: 

• Messen in unzugänglichen Bereichen vor unregelmäßig geformten oder sehr großen 

Bauteilen  

• kompliziertes Verhalten der schallabstrahlenden Bereiche aufgrund inhomogener 

Materialeigenschaften oder interner Übertragungswege  

• unpassende Umgebungsbedingungen z. B. durch zu hohe Temperaturen, giftige Gase 

oder Nebengeräusche. 

Dadurch können z. B. Messtechniken mit berührenden Sensoren wie Beschleunigungssensoren 

zu hohen Ressourcenaufwänden führen. Als berührungslose Sensoren werden Mikrofone 

eingesetzt, um den Schallwechseldruck (im Folgenden als Schalldruck bezeichnet) zu messen. 

Ein anderer Ansatz besteht darin, den Gradienten des Schalldrucks in unmittelbarer Nähe einer 

mutmaßlichen Schallquelle durch eine Schallintensitätssonde abzutasten. Dadurch kann der 

Schallenergiefluss am Ort der Messung sichtbar gemacht werden. Zu den Nachteilen zählt, 

dass: 
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• nur am Messort akustische Größen vorliegen und kein Gesamtbild von der akustischen 

Umgebung entsteht 

• die Messwerte diskret sind und unkorreliert zur eigentlich störenden Schallquelle sein 

können 

• es schwierig sein kann andere akustische Quellen oder reflektierende Oberflächen zu 

berücksichtigen. 

Der Zusammenhang zwischen Vibrationen und der resultierenden Schallabstrahlung fehlt bei 

herkömmlichen Messverfahren mit Beschleunigungssensoren und Mikrofonen. Ohne die 

Kenntnis über Schallquellen können nur Versuche zur Lärmreduzierung auf der Grundlage 

unzureichender Daten unternommen werden. Dadurch entsteht die Gefahr, teure und 

ineffiziente Maßnahmen einzusetzen, ohne das eigentliche Problem zu lösen. Die Erfolgsquote 

hängt hierbei entscheidend von den Erfahrungen des Anwenders im Umgang mit verschiedenen 

Lärmproblemen ab. 

1.2 Lösungsansatz 

Mit der Verwendung von Verfahren zur inversen Schallquellenrekonstruktion können einige 

der genannten Schwierigkeiten besser bewältigt werden. Hierbei kann auf der Grundlage eines 

mathematischen Modells der Schallabstrahlung ein Gesamtbild der Quellen und Senken in der 

akustischen Umgebung erstellt werden. Diese Verfahren können in Situationen verwendet 

werden, in denen die Eigenschaften einer akustischen Quelle auf Basis deren abgestrahlten 

Schallfeldes analysiert werden müssen. Dadurch kann der Akustikingenieur ein tieferes 

Verständnis über die für die Lärmgenerierung verantwortlichen Mechanismen erlangen. 

Inverse Verfahren bilden ein wertvolles Instrument für die Produktentwicklung, weil sie ein 

vollständiges Bild des Schallfeldes liefern können. Anwendungsbereiche erstrecken sich von 

den Anfängen im ursprünglich angenommen quell- und reflexionsfreien akustischen Freifeld 

(im Folgenden als „Freifeld“ bezeichnet) bis hin zu Schallfeldern in kompliziert geformten 

geschlossen Räumen unterschiedlicher Größe wie Fahr- oder Flugzeugkabinen. Aber auch 

Schallabstrahlungseigenschaften kleinerer Maschinen und Haushaltsgeräte können so in der 

Montageumgebung analysiert werden.  

Der Grundgedanke besteht hierbei darin, bereits erfolgreich eingesetzte Verfahren zur 

„Vorwärtsberechnung“ der Schallausbreitung bzw. Schallabstrahlung „umzudrehen“ und 

anhand von Messungen im akustischen Feld die Strahlungsimpedanz auf der angenommenen 

Quelloberfläche zu bestimmen. Vorwärts- und Rückwärtsrechnungen unterscheiden sich u. a. 

dadurch, dass bei ersterer der Ort der akustischen Quellen und Senken festgelegt ist. Bei 

inversen Berechnungen müssen hingegen Annahmen über mögliche Positionen von Quellen 

und Senken getroffen werden. Das Ziel angewandter inverser Methoden ist die Identifizierung 

akustischer Quellen oder geometrischer Systemparameter, die in engem Zusammenhang mit 

der Schallausbreitung stehen. Zum Letzteren zählt z. B. die Identifikation von angestrahlten 

Objekten oder Kanten. Zu der erwähnten Vorwärtsrechnung gehören u. a. analytische 

Verfahren wie die Fourier-Akustik, die Methode der Greenschen Funktionen oder die 

Elementarstrahler-Methode (engl. Elementary Source Method - ESM) sowie numerische 

Verfahren wie die Finite-Differenzen-Methode (engl. Finite Differences Method – FDM), die 

Finite-Elemente-Methode (engl. Finite Element Method - FEM) oder die 

Randelementemethode (engl. Boundary Element Method – BEM). Welche Technik verwendet 

wird, ist vom Anwendungsfall abhängig. Es eignen sich z. B. die Fourier-Akustik und die 

Methode der Greenschen Funktionen zur Beschreibung von Schallfeldern in Koordinaten, 



1 Einleitung zur inversen Schallquellenidentifikation 

3 

welche die Helmholtz-Differenzialgleichung separieren. Dazu zählen z. B. kartesische 

Koordinaten sowie Zylinder- und Kugelkoordinaten. Die Verwendung der BEM bietet sich für 

die Ermittlung der Schallabstrahlung ungleichmäßig geformter Körper in das Freifeld an. Die 

FDM und die FEM eignen sich für Schallfelder in Kavitäten mit nicht analytisch beschreibbaren 

Geometrien. Das Vorwärtsproblem ist dabei so definiert, dass die Ursache in Form von 

akustischen Quellen und Senken gegeben ist und die Wirkung in Form von Schallfeldgrößen 

wie dem Schalldruck ermittelt werden soll. Damit ist es entlang einer kausalen Ursache-

Wirkungs-Sequenz orientiert. Umgekehrt wird bei einem inversen Problem auf Ursachen durch 

Abtastung der Wirkung mit geeigneten Messverfahren geschlossen. Im Allgemeinen ist ein 

Vorwärtsproblem einfacher zu lösen, da es z. B. bei gegebener Geometrie einer schwingenden 

Struktur und deren Schnelleverteilung und/oder Schalldruckverteilung das resultierende 

Schallfeld eindeutig vorhersagt. Allerdings lässt sich die Schallabstrahlung von elastischen 

Körpern mit komplizierten Geometrien und mit inhomogenen Materialeigenschaften praktisch 

nur mit großem Aufwand und mit Einschränkungen berechnen. Mathematisch ist die Lösung 

eines analytisch beschreibbaren Vorwärtsproblems eindeutig und konvergent, abgesehen von 

Sonderfällen wie z. B. Resonanz. Dabei kann es nur ein Schallfeld geben, das sich aus einem 

bestimmten Schwingungsmuster ergibt. Dasselbe gilt jedoch nicht für das inverse Problem. Im 

Kapitel 11 in (Skudrƶyk 1954) wird gezeigt, dass zum Schalldruck in einem Aufpunkt 

theoretisch unendlich viele Verteilungen von Schalldrücken und/oder Schallschnellen an 

dessen umhüllenden Rand gehören können. Die inverse Bestimmung der Randbedingungen aus 

Informationen im abgestrahlten Schallfeld weg vom Rand ist demnach nicht eindeutig. Es gibt 

theoretisch keine Lösung für inverse Probleme, wenn z. B. Rundungs- oder Messfehler in 

ausgewerteten Schallfeldgrößen an Aufpunkten auftreten. Damit sind sie deutlich schwieriger 

zu lösen als eine Vorwärtsrechnung. Weiterhin führt die Abtastung von Schalldrücken oder 

Schalldruckgradienten an einer endlichen Anzahl von Punkten in einem endlichen Abstand zur 

Struktur zu einem Informationsverlust. Mathematisch sind deshalb alle inversen Probleme 

schlecht gestellt (engl. ill-posed). Es gibt nicht genügend Informationen über die Wirkung, um 

die Ursache eindeutig zu bestimmen. Diese Herausforderung muss im Lösungsansatz 

berücksichtigt werden. 

1.3 Zielstellung 

Es soll im Rahmen dieser Arbeit ein inverses Verfahren entwickelt und experimentell überprüft 

werden, mit dem man in modal geprägten akustischen Kavitäten Randschallfeldgrößen aus 

gemessenen Schalldrücken rekonstruieren kann. Dazu soll die Strukturschnelle im Inneren 

eines A400M-Rumpfes basierend auf Mikrofonmessungen errechnet werden. In einer 

realistischen Situation wie dieser sind Messdaten aufgrund der endlichen Messdynamik der 

verwendeten Messsysteme immer fehlerbehaftet. Die sich stellenden Fragen denen in der 

vorliegenden Arbeit in Anwendung auf inverse akustische Innenraumprobleme nachgegangen 

wird, lauten hierbei: 

„Welche Methode aus verfügbaren Vorwärtsrechnungen der Akustik kann für die angestrebte 

inverse Formulierung verwendet werden?“ 

„Kann das inverse Problem bezogen auf eine akustische Kavität ausreichend stabilisiert werden, 

um eine Lösung zu erzielen, die eine Qualität ähnlich zur Vorwärtsrechnung aufweist?“ 

„Welche Stellschrauben gibt es, mit denen man die Ergebnisgüte einer inversen Lösung 

maximieren kann?“ 
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1.4 Stand der Technik 

Im Folgenden werden einige Verfahren der inversen Akustik vorgestellt, die sich seit Beginn 

der 80er Jahre entwickelt haben. Ziel der Darstellung ist, neben dem Aufzeigen der 

Entwicklung bis zum heutigen Stand, auch die Abgrenzung der in dieser Arbeit beschriebenen 

Methode. Da Schallquellenrekonstruktionsmethoden die inverse Wellenausbreitung 

beschreiben, tritt die Frage nach der Lösung dieses Problems nicht nur in der Akustik auf. 

Deshalb sollen in der Tabelle 1 ausgewählte Quellen anderer Disziplinen der Physik, die sich 

mit inversen Problemstellungen befassen, genannt werden, um einen Eindruck über die 

Weitläufigkeit dieses Themas zu geben. Im weiteren Verlauf werden in den Tabellen 2-6 

Anwendungsbeispiele aufgelistet, um den Stand der Technik mit praxisrelevanten 

Literaturquellen zu ergänzen. 

Tabelle 1: Inverse Methoden in unterschiedlichen Fachbereichen der Physik 

Fachbereich Literaturquelle 

Elektromagnetismus und 

Akustik 

(Newton 1982), (Tijhuis 1987), (Hopcraft und Smith 1992), 

(Colton und Kress 2013b) 

Geophysik / Seismologie (Berkhout 1984), (Menke 1984), (Ždanov 2002), 

(Tarantola 2014) 

Wärmeleitung (Beck et al. 1985) 

Astronomie (Craig und Brown 1986) 

Quantenmechanik (Chadan et al. 1989), (Zakhariev und Suzko 1990) 

Bildrekonstruktion (Bates und MacDonnell 1986), (Bertero und Boccacci 1998) 

Tomografie (Natterer 1986), (Sabatier und Herman 1987) 

Unterwasser-Akustik (Taroudakis und Makrakis 2001) 

Optik (Baltes 1980) 

Mechanik (Dynamik) (Gladwell 2004), (Gladwell und Morassi 2011) 

 

Weiterführende Zusammenfassungen inverser Problemstellungen verschiedener Fachbereiche 

finden sich in (Stevens 1987), (Sabatier 1990), (Chavent et al. 1997) und (Kirsch 2011). 

Mathematische Grundlagen zur Behandlung inverser Probleme finden sich z. B. in (Agranovich 

1963), (Lawrentjew 1967), (Pöschel und Trubowitz 1987), (Groetsch 1993), (Lawrentjew et al. 

1997), (Ben-Israel und Greville 2003), (Isakov 2006), (Hansen 2010), (Kirsch 2011) und 

(Kabanichin 2012). 

Es ist seit der Arbeit von (Hadamard 1923) bekannt, dass die Behandlung inverser Probleme 

die mathematische Frage nach der Existenz, der Eindeutigkeit und der Stabilität bzw. der 

Konvergenz einer Lösung erfordern. Wenn eines dieser Kriterien nicht erfüllt ist, spricht man 

von einem mathematisch schlecht gestellten Problem. Unvermeidliche kleine Messfehler in 

den Eingangsdaten können dann zu großen Fehlern in der Lösung führen, es sei denn, geeignete 

Stabilisierungsbeschränkungen können auferlegt werden. Die Darstellungen in (Radon 1917), 

als Grundlage der Computertomografie, und (Gabor 1948), zur Verbesserung der 

Elektronenmikroskopie, waren erste Anwendungsbeispiele inverser Verfahren, die durch Lösen 

eines schlecht gestellten Problems hervorgebracht wurden. Aus diesen beiden 

Entwicklungsschritten ging die optische Holografie als Fachbereich der bildgebenden 

Verfahren hervor, welche wiederum die Basis für die akustische Holografie war. 

Die Themengebiete Optik und Akustik sind über deren mathematische Beschreibung zur 

Lösung technischer Problemstellungen über zeitharmonische Lösungen z. B. nach (Bouwkamp 
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1946) eng miteinander verbunden. Häufig werden Begriffe aus der Optik im akustischen 

Kontext verwendet, da es sich um dieselben Wellenausbreitungsphänomene handelt. Dazu 

zählen Reflexion, Brechung, Streuung (engl. scattering) bzw. Beugung (engl. diffraction). Nach 

den Ausführungen im Kapitel 3 in (Flügge 1950) beschreiben die beiden erstgenannten Begriffe 

Effekte der Strahlenoptik, wobei Abweichungen davon als Streuung oder Beugung bezeichnet 

werden. Diese Zugehörigkeiten der Begriffe sind bezogen auf die Literatur der inversen 

Schallquellenrekonstruktion wichtig, da es teilweise zu begrifflichen Überschneidungen 

kommt. Ein Beispiel dafür ist die Verwendung des „Kirchhoffschen Beugungsintegrals“ im 

Kapitel 11 in (Skudrƶyk 1954) für die Beschreibung der Schallabstrahlung von Schallquellen. 

Auch die akustische Holografie ist ein inverses Beugungsproblem. Das mit Mikrofonen 

messbare Schallfeld kann dabei als Überlagerung eines „primären“ Schallfeldes mit einem 

„sekundären“ Schallfeld betrachtet werden. Das primäre Schallfeld beinhaltet die von 

Schallquellen (Primärquellen) abgestrahlten und ungehindert fortschreitenden Schallwellen. 

Das sekundäre Schallfeld beinhaltet die Abweichungen von der ungehinderten Ausbreitung. 

Nach dem Huygensschen Prinzip können diese Effekte ebenfalls über akustische Quellen 

(Sekundärquellen) beschrieben werden. Demnach ist das resultierende Schallfeld 

ausschließlich durch die Überlagerung von Quellen und Senken beschreibbar. Grundlage für 

diese Unterteilung ist die Superponierbarkeit von Schallwellen. Im Folgenden werden 

Schallfelder als Lösungen der Helmholtz-Differenzialgleichung mit den an Grenzflächen 

bestehenden Randbedingungen verstanden. Bei bekannter Geometrie ist demnach der 

räumliche und der zeitliche Verlauf eines Schallfelds in allen betrachteten Aufpunkten 

eindeutig bestimmt. Dieser Zusammenhang wird auch als „direktes Problem“ oder 

Vorwärtsrechnung bezeichnet. In der Optik besteht das direkte Problem darin, die Emission 

oder Ausbreitung von Strahlung auf der Grundlage einer bekannten Zusammensetzung von 

Quellen und Streuobjekten vorherzusagen. Das inverse Problem (Rückwärtsrechnung) leitet 

hingegen Merkmale von Objekten aus der Detektion der Strahlung ab. Im Alltag lösen wir diese 

Aufgabe intuitiv durch Bestimmung der Größe, der Form, der Oberflächenbeschaffenheit und 

des Materials von Objekten aus dem von unseren Augen erfassten Licht aus Reflexionen, die 

hier als Sekundärquellen definiert sind. 

Mit dem erwähnten Zusammenhang zwischen der Optik und der Akustik, kann aus der 

optischen Holografie die akustische Holografie abgeleitet werden. Die optische Holografie 

wird in (Goodman 1968) beschrieben. Eine Zusammenfassung zur akustischen Holografie 

findet sich in (Mueller 1971) und in (Hildebrand 1972). Bei beiden Verfahren ist die 

Zielstellung die Detektion eines oder mehrerer Objekte durch Messung der aus Reflexion und 

Streuung resultierenden kohärenten Verteilung des Wellenfeldes (indirekte Messung). Bei 

dieser auch als inverses Hindernisproblem bezeichneten Problemstellung sucht man nach einem 

Hindernis aus dem akustischen Fernfeldmuster (das akustische Fernfeld wird im Folgenden als 

Fernfeld bezeichnet). In vielen Fällen ist die inverse Wiederherstellung von Zieldaten aus einer 

indirekten Messung unvermeidlich, da die direkte Messung um das gesuchte Objekt nicht 

möglich oder nicht praktisch umsetzbar ist. Analog dazu ist das Sehen bzw. das Hören eines 

Objekts, wenn dieses durch eine separate Licht- bzw. Schallquelle bestrahlt wird. Die Intuition 

muss dabei der mathematischen Rekonstruktion weichen, sobald optische oder akustische 

Daten jenseits ihres visuellen Erscheinungsbildes analysiert werden. Holografie ist folglich eine 

Technik, bei der das gemessene Licht- bzw. das gemessene Schallfeld verwendet wird, um ein 

dreidimensionales Licht- bzw. Schallfeld zu erzeugen nachdem das ursprüngliche Licht bzw. 

die zusätzliche Schallquelle entfernt wurde. Anwendungen sind u. a. die Detektion von 

Objekten unter Wasser, Verfahren zur zerstörungsfreien Werkstoffprüfung und medizinische 
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Bildgebungsverfahren. Hierbei wird angenommen, dass eine separate Quelle ein Objekt 

anstrahlt und das resultierende Wellenfeld über entsprechende Sensoren gemessen werden 

kann. Vorteil der akustischen Holografie ist die Visualisierung des gesamten Schallfeldes, was 

herkömmliche Messmethoden mit Einzelsensoren wie Mikrofonen nicht erzielen können. 

Nachteil ist die Mehrdeutigkeit der Ergebnisse, da dasselbe Fernfeldmuster aus 

unterschiedlichen Kombinationen akustischer Quellen resultieren kann. Das 

Rekonstruktionsergebnis ist nach (Kempton 1976) folglich nicht eindeutig und bedarf einer 

Plausibilitätsprüfung. Im Falle der akustischen Holografie wird die Verteilung von 

Schallfeldgrößen auf der Ziel- oder der Bildebene des angestrahlten Objekts durch die 

Schalldruckverteilung in einem begrenzten Bereich im Fernfeld (Hologrammebene) 

charakterisiert. Das inverse Beugungsproblem zeichnet sich dabei dadurch aus, dass bei 

separierbaren Koordinatensystemen wie z. B. Kugelkoordinaten die Bildebene holografisch 

verschoben werden kann. Die räumliche Auflösung der akustischen Holografie ist auf die 

Hälfte der Wellenlänge im umgebenen Fluid begrenzt (Williams et al. 1980; Williams 1997). 

Man kann also nicht eindeutig zwischen zwei akustischen Quellen unterscheiden, wenn diese 

durch einen Abstand von weniger als einer akustischen Wellenlänge voneinander getrennt sind. 

Bei einer Frequenz von 500 Hz sind dementsprechend zwei Quellen nicht eindeutig 

voneinander separierbar, wenn diese einen Abstand von weniger als 0,68 m zueinander haben. 

Die Wellenlänge einer Schallwelle ist deutlich länger als die einer Lichtwelle. Daher ist die 

absolute räumliche Auflösung der akustischen Holografie geringer als die der optischen 

Holografie. 

Die Auflösungsgrenze ist für die Zielstellung der Schallquellenrekonstruktion unbefriedigend. 

Ursache für den Auflösungsverlust sind abklingende Wellen (engl. evanescent waves). Diese 

inhomogenen Wellenanteile treten immer dort auf, wo sie sich in Bereichen aufhalten in denen 

sie nach der homogenen Wellengleichung nicht existieren „dürften“. Dieser aus der 

Antennentechnik, z. B. nach (Sommerfeld 1920), wohlbekannte Effekt wurde in der Optik 

erstmals in (Goos und Hänchen 1947) experimentell nachgewiesen. Beschreibungen für das 

Auftreten abklingender Wellen während der Schallabstrahlung in der Akustik finden sich z. B. 

in (King 1934), in (Bouwkamp 1946) und im Kapitel 4 in (Cremer 1967). Abklingende Wellen 

treten demnach als Blindleistung im nach (Bies 1976) definierten hydrodynamischen Nahfeld 

(im Folgenden als „Nahfeld“ bezeichnet) immer dann auf, wenn die Biegewellenlängen einer 

Schubwelle auf der schallabstrahlenden Struktur kleiner als die Wellenlänge der Dichtewellen 

im umgebenen Fluid sind. Sie werden im Freifeld mit steigender Entfernung weg von einer 

ebenen Schallquelle exponentiell gedämpft. Die Darstellung der Änderung der abgestrahlten 

Schallleistung eines Zylinders über die Änderung der Strukturwellenlänge in (Stepanishen und 

Chen 1984) verdeutlicht die Entstehung des akustischen Blindleistungsanteils. Eine weitere 

Veranschaulichung abklingender akustischer Wellen während der Schallabstrahlung eines 

zylindrischen Körpers findet sich in (Williams et al. 1989). Im Umkehrschluss werden 

inhomogene Wellen bei einer inversen Berechnung exponentiell verstärkt und können bei 

unzureichender Messgenauigkeit zu gravierenden Fehlern führen. Um die genannte 

Auflösungsgrenze unterschreiten zu können, müssen abklingende Anteile des Schallfeldes aber 

detektiert werden. Sie müssen folglich im Rahmen einer Schallfeldrekonstruktion 

berücksichtigt werden, da sie die nötigen Informationen zur Unterschreitung der 

Auflösungsgrenze enthalten (Williams et al. 1989). Das betrifft neben Strukturwellen, die 

kleiner als die akustische Wellenlänge sind, auch andere Strahlerformen wie Dipole oder 

Kolbenstrahler (Bai et al. 2011). Die erforderliche Berücksichtigung abklingender 

Wellenanteile bei einer endlichen Messgenauigkeit bildet eine entscheidende Herausforderung 
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im Rahmen der inversen Akustik. Um abklingende Wellen möglichst genau zu detektieren, ist 

zusätzlich ein feines Raster von Messpositionen im Nahfeld in einem festen Abstand von der 

akustischen Quelle erforderlich. Im Falle der Schallabstrahlung einer Objektoberfläche als 

Primärquelle ist keine separate Schallquelle zum Bestrahlen des Objekts nötig. Die akustische 

Holografie kann folglich auf die Zielstellung zur Rekonstruktion von Schallfeldgrößen auf der 

Oberfläche von schallabstrahlenden Objekten angepasst werden. Die Problemstellung bleibt 

dabei mathematisch weiterhin ein inverses Beugungsproblem. Bei der Holografie als inverse 

Methode wird nun aber zusätzlich der Anteil des von Strukturwellen abgestrahlten Schalls mit 

in die Interpretation der Ergebnisse einbezogen. 

Für das im Folgenden erläuterte Verfahren funktioniert die dazugehörige Vorwärtsrechnung 

auf Basis der Fourier-Optik (Sherman 1967) bzw. auf der Fourier-Akustik. Letztere ist im 

Kapitel 6b in (Cremer 1967) für rechteckige Flächenstrahler definiert als die Beschreibung des 

Schalldrucks und der Schallschnelle als Fourier-transformierte Ortsfunktionen entlang 

kartesischer Koordinaten. Anschließend kann die Schallabstrahlung über einen geeigneten 

Integraloperator berechnet werden, der die Phasenänderung des Schallfeldes zu einer von der 

Schallquelle weg gerichteten Ebene beschreibt. Man kann also aus einer zweidimensionalen 

Messung ein dreidimensionales Bild des Schallfeldes erzeugen. Die entsprechende 

Rückwärtsrechnung wurde zuerst in der Optik als inverses Beugungsproblem einer 

rechteckigen Fläche in (Shewell und Wolf 1968) vorgestellt. Dabei wird darauf hingewiesen, 

dass diese Methode der Verwendung des zweiten Rayleigh-Integrals entspricht. 

Dieses Prinzip kann ebenfalls in der Akustik von einer zugehörigen Vorwärtsrechnung, 

beispielsweise in (Heckl 1977), auf ein inverses Verfahren zur Schallquellenrekonstruktion 

übertragen werden. In diesem Fall nennt sich die resultierende Vorgehensweise akustische 

Nahfeldholografie (engl. Near-field Acoustical Holography - NAH). In der Literatur tritt für 

die Anwendung in kartesischen Koordinaten auch der Name „planare akustische 

Nahfeldholografie“ (engl. Planar Near-field Acoustical Holography - PNAH) auf. In dieser 

durch (Williams et al. 1980) eingeführten Methode wird über die zweidimensionale Fourier-

Transformierte des, auf einer zur Bildebene parallelen Hologrammebene, gemessenen 

Schallfeldes und des ersten bzw. zweiten Rayleigh-Integrals das Schallfeld auf die 

Schallquellenoberfläche zurückprojiziert. In diesem Fall kann die räumliche Transformation 

zwischen zwei, durch eine quellfreie Region, getrennten Ebenen mit einem Fredholm-Integral 

der ersten Art ausgedrückt werden. Dieses ist eine von vielen Integralformen deren wichtigste 

Eigenschaften im Kapitel 1 in (Groetsch 1984) zusammengefasst sind.  

Basis für die Anwendung der NAH bzw. der PNAH ist die Lösung der homogenen 

Wellengleichung im Wellenzahlbereich. In der oben genannten Literaturquelle zur PNAH wird 

gezeigt, dass die Rekonstruktion auf die Quelloberfläche (Bildebene) auftretende abklingende 

Wellen umfassen muss, um Beschränkungen der räumlichen Auflösung aufgrund der endlichen 

Wellenlänge des abgestrahlten Schalls zu überwinden. Die dafür nötige Messung im Nahfeld 

ist kein Bestandteil der Berechnungsmethode, sondern ein an die Fragestellung angepasster 

Messort. Die NAH unterscheidet sich demnach von der akustischen Holografie nur durch das 

Einbeziehen abklingender Wellen des Nahfeldes. Definitionsgemäß implizieren diese Wellen 

einen Informationsverlust. Beispielsweise gehen bei einem Abstand der halben akustischen 

Wellenlänge zwischen einem ebenen Mikrofonarray und einer ebenen Schallquellenoberfläche 

95,7% der Amplitude abklingender Wellen im Freifeld verloren. Während bei der 

Vorwärtsrechnung abgestrahlte Wellen mit Wellenlängen kleiner die Fluidwellenlänge im 

Nahfeld exponentiell abklingen, führt die inverse Formulierung dieses Problems zur 
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exponentiellen Verstärkung solcher Wellenzahlkomponenten. Wenn diese nun im praktischen 

Versuch unterhalb des Messrauschens fallen, bevor sie über ein Mikrofonarray erfasst werden 

können, wird das als Schallwellen interpretierte Messrauschen verstärkt und erzeugt Fehler im 

Rekonstruktionsergebnis. Als Folge sollte die Messdynamik bei der Messung so groß wie 

möglich sein. Weiterhin sollten aus diesem Grund Mikrofone möglichst nah an die 

schallabstrahlende Struktur positioniert werden, um die in den abklingenden Schallwellen 

enthaltenen Informationen mitdetektieren zu können. Wenn das gelingt, können die 

Schallfeldgrößen auf der Objektoberfläche bestmöglich bestimmt werden. Das bietet 

beispielsweise gegenüber der konventionellen Intensitätsmessung zur 

Schallquellenidentifikation einen Vorteil, weil diese häufig nur mit großem Messaufwand ein 

vergleichbares räumliches Auflösungsvermögen aufweist. 

Im Vergleich zu anderen berührungslosen Verfahren, wie der Strukturschnellemessung mit 

einem Laser-Doppler-Vibrometer, erhält man mit der NAH Informationen über den 

Schalldruck und dessen Gradienten auf der Objektoberfläche. Vorteil der auf der Fourier-

Transformation basierenden NAH in der Praxis ist weiterhin die hohe Recheneffizienz, durch 

die Verwendung der schnellen diskreten Fourier-Transformation (engl. Fast Fourier Transform 

– FFT). Es kann allein aus der Messung des skalaren Schalldrucks auf der Hologrammebene 

dessen Gradient auf der Objektoberfläche mit theoretisch unbegrenzter Auflösung rekonstruiert 

werden. Daraus lassen sich wiederum Energiegrößen wie die Schallintensität zur Lokalisation 

von Schallquellen berechnen. Für eine unbegrenzte Auflösung müsste allerdings die 

Hologrammebene unendlich groß und die Messung der Schalldrücke exakt und kontinuierlich 

sein. In der Praxis führt das endliche Mikrofonarray deshalb zu künstlichen Wellenzahlen. 

Dieser Effekt lässt sich auf den plötzlichen Abfall der Amplituden der Schalldrücke an den 

Rändern des Mikrofonarrays zurückführen und tritt analog zum Gibbsschen Phänomen und 

Leck-Effekten bei der Fourier-Transformation von Zeitsignalen auf. Infolgedessen entstehen 

zusätzliche Wellenzahlen im Spektrum, was eine Herausforderung bei der Rekonstruktion über 

die inverse Fourier-Transformation darstellt. Für kartesische Koordinaten sollte deshalb nach 

(Maynard et al. 1985) das Mikrofonarray in der Hologrammebene deutlich größer als die 

Quelloberfläche in der Bildebene sein. 

Die PNAH lässt sich auch auf Zylinderkoordinaten oder Kugelkoordinaten erweitern. Hierbei 

ist ebenfalls eine funktionierende Vorwärtsrechnung die Voraussetzung für die inverse 

Formulierung. Für Zylinderkoordinaten wird diese z. B. in (Candel und Chassaignon 1984) und 

(Stepanishen und Chen 1984) präsentiert. Vorteil dieser Koordinatensysteme ist, dass in 

Umfangsrichtung ein geschlossenes Messarray keine künstlichen Wellenzahlen erzeugt. Wie 

bereits erwähnt, darf das Mikrofonarray nicht zu weit von der Struktur entfernt sein, um 

abklingende Wellen berücksichtigen und damit die Auflösung maximieren zu können. Eine 

grafische Darstellung dieser Thematik findet sich in (Williams et al. 1985) bezogen auf die 

Anwendung der NAH Unterwasser. In (Veronesi und Maynard 1987) wird darauf eingegangen, 

dass unvermeidlichen Fehlern durch eine begrenzte Messdynamik und durch die diskrete 

Abtastung mit Mikrofonen in einem gewissen Abstand zur Oberfläche mithilfe einer geeigneten 

Tiefpassfilterung entgegnet werden kann. Man macht sich dabei die Darstellung im 

Wellenzahlbereich zunutze, indem man hohe Wellenzahlkomponenten, die von Messrauschen 

überdeckt werden können, herausfiltert. 

Die Variante der NAH in Zylinderkoordinaten wird in (Williams et al. 1987) im Rahmen der 

generalisierte NAH eingeführt (engl. Generalized Near-field Acoustical Holography - 

GENAH). Hierbei wird auf die Verbindung zu der im Kapitel 7 in (Morse und Feshbach 1953) 
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beschriebenen Methode der Greenschen Funktionen eingegangen. Da sich die Fourier-basierte 

NAH bisher auf Geometrien mit separierbaren Koordinatensystemen begrenzt, ist dies eine 

wichtige Erkenntnis für die Erweiterung des Verfahrens auf beliebige Geometrien und 

Anwendungen in geschlossenen Volumen. In der GENAH wird das Schallfeld zunächst sehr 

nahe an der akustischen Quelloberfläche in einer ebenen-, zylindrischen- oder kugelförmigen 

Fläche in Amplitude und Phase gemessen und mit Hilfe der Fourier-Transformation in 

Wellenzahlkomponenten zerlegt. Durch das Lösen der homogenen Helmholtz-

Differenzialgleichung im Wellenzahlbereich, kann das akustische Feld anschließend entweder 

von der Hologrammebene zur Bildebene oder von der Bildebene zur Hologrammebene 

projiziert werden. Das inverse Verfahren kann grob in vier Schritte unterteilt werden: 

1. Messen des stationären Schalldrucks auf der Hologrammebene 

2. Fourier-Transformation 

3. Rückwärtsprojektion im Wellenzahlbereich 

4. inverse Fourier-Transformation. 

Wie bei vorherigen holografischen Ansätzen ist die GENAH auf quell- und hindernisfreie 

Regionen außerhalb eines schallabstrahlenden Körpers begrenzt. Abklingende Wellen treten 

dabei auch in Zylinderkoordinaten auf. Deren Abklingeigenschaften sind abhängig von der 

Wellenlänge. Damit unterscheiden sie sich von den exponentiell abklingenden Wellen in der 

Formulierung der Fourier-basierten NAH in kartesischen Koordinaten. Eine wichtige Folge 

daraus ist, dass der Schalldruck und die Schallschnelle der abklingenden Wellen im Nahfeld 

dabei nicht um 90° phasenverschoben sind und deshalb auch Schallleistung von 

Wellenzahlkomponenten abgestrahlt wird, die kleiner sind als die Wellenlänge des umgebenen 

Fluids. 

Zur vollständigen Abtastung aller Wellenzahlen muss das Nyquist-Shannon-Abtasttheorem 

erfüllt sein. Das Abtasttheorem bezieht sich hierbei nicht nur, wie bei der akustischen 

Holografie, auf die akustische Wellenlänge, sondern auf die kleinste auftretende Wellenlänge 

auf der Struktur. Das Gleiche gilt für den Mikrofonabstand. Dieser sollte für eine maximale 

Auflösung die Hälfte der kleinsten detektierbaren abklingenden Wellenlänge im Fluid bzw. die 

Hälfte der kleinsten Strukturwellenlänge nicht überschreiten. Als Daumenregel wird 

empfohlen, dass der Abstand zwischen den Mikrofonen gleich dem Abstand des 

Mikrofonarrays zur Oberfläche des Strahlers ist. (Hayek und Luce 1988) haben gezeigt, dass 

eine Rekonstruktion von Schallquellen mit ausreichender Genauigkeit auch mit einer Apparatur 

der Größe der Quelloberfläche möglich ist. Eine Darstellung einer abklingenden 

Wellenzahlkomponente von der Oberfläche eines Zylinders unter Wasser in 

Zylinderkoordinaten findet sich in (Williams et al. 1989). 

Man stößt bei der Verwendung der NAH zusätzlich auf die Herausforderung, dass auch bei 

verschiedenen abstrahlenden Flächen von kohärenten Schallquellen ausgegangen wird. In 

(Hald 1989) wird deshalb ein kommerzielles System namens „Spatial Transformation of Sound 

Fields“ (STSF) für die NAH vorgestellt, das mehrere unkorrelierte Quellen identifizieren 

kann. Für jede im akustischen Feld vorhandene unkorrelierte Komponente wird dafür ein 

zusätzliches Referenzmikrofon verwendet und ein individuelles Schallquellenbild erzeugt. Wie 

bereits erwähnt, wird mit der Anwendung der NAH angenommen, dass die Hologramm- und 

die Bildebene unendlich ausgedehnt sind. Die Herausforderung dabei ist, dass solche Regionen 

in der Realität nicht existieren und deshalb Fehler durch diese Annahme unvermeidlich sind. 
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Daraus und aus der diskreten Abtastung des Schallfeldes durch Sensoren folgt, dass für die 

NAH und für alle weiteren diskreten inversen Probleme keine eindeutigen Lösungen existieren 

(Rayess und Wu 2000; Lee und Bolton 2007). Bei gemessenen Schallfeldern mit endlichen 

Mikrofonarrays tritt ein Informationsverlust durch die Anwendung der im Kapitel 5 in (Meyer 

2017) beschriebenen diskreten Fourier-Transformation auf. Wenn Reflexionen in einem 

Schallfeld eines Raumes auftreten, müssen zusätzliche Annahmen getroffen werden. 

Für die Übertragung der NAH auf die inverse Schallquellenrekonstruktion in Räumen mit 

separierbaren Koordinatensystemen existieren mehrere Ansätze. Wie bei der NAH, sind 

hierbei gemessene Auto- und Kreuzleistungsspektren sowie die daraus resultierenden 

Frequenzgänge zwischen Mikrofonen- und Referenzsignalen nach (Veit 1976) oder dem 

Kapitel 7.3 in (Randall 1987) Grundlage. Für rechteckige Räume wird in (Villot et al. 1992) 

das Verfahren der „Phonoscopy“ vorgestellt, welches auf der Fourier-basierten NAH fußt. 

Alternativ dazu existiert in (Hallmann et al. 1994) ein Fourier-basierter NAH-Ansatz der in 

einem Vorverarbeitungsschritt der Messdaten das primäre und das sekundäre Schallfeld 

voneinander trennt. Basis für die NAH ist auch bei der Anwendung in Räumen die 

Überlagerung charakteristischer Eigenfunktionen in Form von ebenen Wellen (Fourier-

Koeffizienten). Das Konzept kann verallgemeinert werden, indem Funktionen verwendet 

werden, die entweder die homogene Dirichlet- oder die homogene Neumann-Randbedingung 

erfüllen. Diese als Greensche Funktionen bezeichneten Summen von orthogonalen 

Eigenfunktionen sind analytisch trennbare Lösungen der Helmholtz-Differenzialgleichung und 

stehen für einfache Geometrien wie einer unendlichen Ebene oder einem geschlossenen 

Zylinder zur Verfügung. Folglich lässt sich diese Methode auch auf Schallfelder in 

geschlossenen Räumen anwenden. Reflexionen sind in diesem Fall in den orthogonalen 

Eigenfunktionen mit abgebildet. Als Resultat erhält man die Übertragungsfunktion zwischen 

der Normalkomponente der Schallschnelle am Rand einer z. B. kubischen-, zylindrischen oder 

kugelförmigen Kavität und dem Schalldruck auf einer Mess- bzw. Hologrammebene. Die dazu 

korrespondierende Vorwärtsrechnung mit Greenschen Funktionen findet z. B. Anwendung in 

(Cheng 1994) für die Berechnung von Schallfeldern in einfachen Bauteilen wie Zylindern. 

Greensche Funktionen stellen die ortsabhängige Impulsantwort von einem Quellpunkt zu allen 

im Modell vorhandenen Aufpunkten dar. Mit der auf Greenschen Funktionen basierenden NAH 

wird in (Williams et al. 1996) und in (Williams und Houston 1996) die Anwendung der 

Schallquellenrekonstruktion in zylindrischen Kavitäten wie z. B. in Flugzeugrümpfen 

aufgezeigt. Damit lässt sich die Normalkomponente der Schallschnelle auf der Oberfläche einer 

zylindrischen Struktur berechnen. Diese Prozedur stellt im Vergleich zu den auf der Fourier-

Transformation basierenden Methoden kein inverses Beugungsproblem mehr dar, weil die 

Bildebene fest vorgegeben ist. Eine Zusammenfassung zur NAH mit Greenschen Funktionen 

in umschlossenen Schallfeldern findet sich im Kapitel 8 in (Williams 1999). 

Häufig betrifft die Anwendung der NAH Mikrofonarrays über kleinen Teilbereichen von 

großen schallabstrahlenden Strukturen. Die bisher getroffene Annahme, dass das 

Mikrofonarray gleich groß oder größer als die Struktur sei, ist dabei eine Herausforderung. Wie 

bereits im Rahmen der PNAH erläutert, entstehen Fehler bei der Rekonstruktion von 

Schallfeldgrößen auf großen schallabstrahlenden Strukturen unterhalb einer kleinen 

Messfläche. Um diese zu verringern, wird in (Saijyou und Yoshikawa 2001) ein iteratives 

Verfahren zur Extrapolation des Schallfeldes vorgestellt. Dabei werden Messdaten auf der 

Hologrammebene über den Rand des Messarrays hinweg durch Nullen aufgefüllt (zero-

padding) und anschließend geglättet. Diese Operation verringert nicht nur die Diskontinuitäten 
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an den Grenzen des Hologramms, sondern ändert auch die Eingangsdaten. Deshalb werden die 

ursprünglichen Messwerte erneut in das geglättete Hologramm eingesetzt, wobei nur 

Änderungen außerhalb der Messfläche verbleiben. Danach wird die Glättung wiederholt 

angewendet. Mit dem Ergebnis können die Fehler am Rand des Messarrays so stark verringert 

werden, dass die Anwendung der NAH, die nun auch Patch-NAH genannt wird, auch auf 

kleinen Teilflächen möglich ist. 

Ein weiteres dafür geeignetes Verfahren ist die in (Steiner und Hald 1999) vorgestellte 

statistisch optimierte NAH (engl. Statistically Optimized Near-field Acoustical Holography – 

SONAH). Diese vermeidet die Verwendung der diskreten Fourier-Transformation und die 

damit verbundenen Fehler. Die SONAH geht davon aus, dass sich alle Schallquellen auf einer 

Seite der Hologrammebene befinden und dass sich die Schalldrücke in der Bildebene als 

gewichtete Summe der Schalldrücke in der Hologrammebene beschreiben lassen. Beide 

Verfahren funktionieren im Freifeld und können auf separierbare Koordinatensysteme 

angewendet werden. In (Jacobsen und Liu 2005) wird weiterführend untersucht, ob der 

gemessene Gradient des Schalldrucks auf der Hologrammebene als Eingangsdaten das 

Ergebnis der NAH beeinflusst. 

Tabelle 2: Anwendungsbeispiele der Fourier-basierten NAH und der SONAH 

Anwendung Methode Literaturquelle 

Motor, PC, 

Reifengeräusche 

STSF (Hald 1989), 

(Operti et al. 1994) 

Autokabine PNAH (Hallmann et al. 1994) 

Strömungsgeräusche STSF (Nam und Kim 2004) 

Kühlkompressor Patch-GENAH (Zylinder- 

und Kugelkoordinaten) 

(Lee und Bolton 2005), 

(Cho et al. 2005) 

Fenster PNAH (Williams et al. 2005) 

Brennerdüse STSF (Lee und Bolton 2006) 

Flugzeugkabine Patch-GENAH 

(Kugelkoordinaten) 

(Sklanka et al. 2006) 

Violine Patch-PNAH (Bissinger et al. 2007) 

Magnetresonanztomograf GENAH 

(Zylinderkoordinaten) 

(Roozen et al. 2007) 

Autokabine SONAH (Hald et al. 2007), 

(Hald und Mørkholt 2009) 

Haushaltsgeräte SONAH (Upton et al. 2008) 

Festplatte Patch-PNAH (mit 

linearem Prädiktor) 

(Lopez A. et al. 2012) 

Getriebe PNAH zur 

Schadensanalyse 

(Hou et al. 2013) 

 

Es wird festgestellt, dass diese Variante der NAH weniger anfällig gegenüber Messfehlern ist. 

Eine anschauliche Darstellung der NAH in einem Flussdiagramm sowie eine vollständige 

Anleitung zur Durchführung von der Messung bis hin zur Auswertung mit den dazugehörigen 

Matlab-Befehlen findet sich im Kapitel 50 in (Crocker 2007). Bis zu diesem Punkt basieren die 

Methoden zur Rekonstruktion von Schallquellen aus Messdaten im Schallfeld auf analytischen 

Ansätzen, da nur Koordinatensysteme behandelt werden für die eine separierbare Lösung der 

Helmholtz-Differenzialgleichung bekannt ist. 
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Der Fourier-Ansatz liefert allerdings schlechte Ergebnisse, sobald die Problemstellung beliebig 

geformte Oberflächen endlicher Größe betrifft. In diesem Fall existieren keine analytischen 

Eigenfunktionen, die passende Randbedingungen erfüllen. Für unbekannte Eigenfunktionen 

gibt es wiederum keine Integralgleichung, welche Rand- und Feldgrößen verbindet. Es stellt 

sich die Frage, ob grundsätzlich ein Verfahren entwickelt werden kann, mit dem das inverse 

akustische Quellproblem für beliebige Geometrien gelöst werden kann. Dafür sind numerische 

NAH-Implementierungen erforderlich. Für die Rekonstruktion wird das akustische 

Übertragungsverhalten zwischen Bild- und Hologrammebene als Übertragungsmatrix durch die 

numerische Implementierung einer akustischen Integralgleichung modelliert. Das dafür 

verwendete Kirchhoff-Helmholtz-Integral entspricht nach (Sommerfeld 1912) mathematisch 

der ursprünglichen partiellen Helmholtz-Differenzialgleichung und nennt sich in diskreter 

Form BEM. Die direkte oder die indirekte BEM dienen dabei als Vorwärtsproblemstellung zur 

Ableitung der inversen Formulierung. Der indirekte Ansatz ist für offene dünne Strukturen und 

damit universeller einsetzbar. Der Vorteil der Integralformulierung ist die Verringerung der 

Dimension eines akustischen Schallabstrahlungsproblems, wobei Reflexionen berücksichtigt 

werden. Der in das dreidimensionale Freifeld abgestrahlte Schalldruck ist hierbei als 

Oberflächenintegral über Schallfeldgrößen definiert. Das Ziel der numerischen 

Implementierung besteht hierbei darin, ein lineares Gleichungssystem mithilfe von Form- bzw. 

Ansatzfunktionen zu erzeugen. Es erfordert einen hohen Rechenaufwand, um das resultierende 

schlecht konditionierte Gleichungssystem mit meist voll besetzten Rechteckmatrizen zu lösen. 

Zusammenfassungen zu dieser Thematik in Bezug auf die Akustik finden sich in (Ciskowski 

und Brebbia 1991), (Estorff 2000) und (Marburg und Nolte 2008), wobei Letztere auch einen 

Bezug zu der inversen Formulierung der BEM (IBEM) beinhalten. Bei dieser ist die Lösung in 

Form des Schalldrucks an Aufpunkten bekannt und die Randbedingungen werden gesucht. Die 

Randbedingungen umfassen den Schalldruck und die Schallschnelle, wodurch die akustischen 

Eigenschaften der schallabstrahlenden Struktur vollständig bestimmt sind. Diese inverse 

Formulierung scheint auf den ersten Blick nichts anderes als eine Matrixinversion zu sein. Da 

es sich hierbei aber ebenfalls um ein mathematisch schlecht gestelltes Problem handelt, ist dies 

nicht der Fall. 

Wie bei der inversen Verwendung der Greenschen Methode entspricht die IBEM einem 

inversen Quellproblem. Im Gegensatz zur klassischen Holografie ist hierbei die Geometrie der 

Schallquelle bekannt wodurch die Rückprojektion von der Hologrammebene nur zu einer 

Bildebene durchgeführt wird. Im Vergleich dazu fungiert der gemessene Schalldruck im 

Nahfeld einer schallabstrahlenden Struktur bei einem inversen Beugungsproblem (Fourier-

basierte NAH) als Randbedingung zur Lösung der homogenen Helmholtz-

Differenzialgleichung. Da der bereits beschriebene Informationsverlust durch abklingende 

Schallwellen dabei methodenunabhängig auftritt, sollte auch bei der IBEM die 

Hologrammebene im Nahfeld der schallabstrahlenden Struktur positioniert sein. Das 

unterscheidet die IBEM und die NAH von der akustischen Holografie. Ein weiterer Vorteil der 

IBEM gegenüber der NAH ist, dass keine diskrete Fourier-Transformation von Messdaten eines 

endlichen Messarrays durchgeführt werden muss. Dadurch verhindert man die bereits 

erwähnten Leck-Effekte. 

Erste Anwendungen der IBEM zur Rekonstruktion akustischer Größen im Freifeld werden in 

(Maynard 1988), (Veronesi und Maynard 1989), (Kim und Lee 1990) und (Bai 1992) 

vorgestellt. Analog zur NAH wird hierbei empfohlen, Sensorpositionen so nah wie möglich 

und konform zur schallabstrahlenden Struktur zu wählen, um den Einfluss des schlecht 
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gestellten Gleichungssystems auf das Rekonstruktionsergebnis so gering wie möglich zu halten. 

Vorteil der dabei verwendeten akustischen Transfermatrix ist nach (Tounour et al. 2000), dass 

deren Formulierung unabhängig von der Erregung ist. Demnach kann man nach einmaliger 

Erstellung der akustischen Transfermatrix diese mit jeder beliebigen Erregung multiplizieren 

und das Ergebnis auswerten. 

Deshalb werden inverse Prozeduren mit numerischen oder analytischen Modellen zur inversen 

Rekonstruktion von Schallfeldgrößen auch Verfahren mit inversen akustischen 

Transfermatrizen (engl. Acoustic Transfer Matrix - ATM) genannt. Eine ausführliche 

Erläuterung dazu findet sich im Kapitel 8 in (Estorff 2000). Oberflächen werden dabei mit 

dreieckigen oder viereckigen Elementen vernetzt. Man muss eine möglichst hohe Anzahl von 

Elementknoten pro Wellenlänge verwenden, um Verzerrungen im Rekonstruktionsergebnis zu 

vermeiden. Wie bei der Auflösung der Hologrammebene bei der NAH, bezieht sich die kleinste 

auftretende Wellenlänge hierbei nicht nur auf die Luftwellenlänge, sondern auch auf 

Strukturwellenlängen – bzw. auf die kleinste interessierende abklingende Wellenlänge im 

umgebenden Fluid. Die Anzahl der zu verwendenden Elementknoten pro Wellenlänge liegt 

zwischen 6 (Marburg 2002) und 8 (Schuhmacher et al. 2003). Bei der Vorwärtsrechnung in 

technischen Anwendungen ist die Verwendung von Formfunktionen basierend auf einem 

Polynom zweiter Ordnung häufig ausreichend, um zufriedenstellende numerische Lösungen zu 

erzeugen. Interessanterweise hat dieses Vorgehen bei der IBEM den gegenteiligen Effekt. Aus 

der Arbeit von (Valdivia und Williams 2004) geht hervor, dass die Verwendung linearer 

Ansatzfunktionen für die IBEM geeignet ist, weil die akustische Transfermatrix sich besser 

invertieren lässt. Das Verfahren der IBEM gehört nach den Ausführungen im Kapitel 55.10 in 

(Crocker 2007) zu der Gruppe der inversen numerischen Analyse (engl. Inverse Numerical 

Analysis – INA) und ist eng mit der NAH verwandt. Wie bei der NAH, gibt es auch die 

Möglichkeit bei der IBEM Schallfeldgrößen unterhalb einer kleinen Hologrammebene zu 

rekonstruieren. Dazu wird in (Valdivia et al. 2008) die inverse Patch-BEM vorgestellt, die 

ebenfalls iterativ das gemessene Schallfeld über den Rand eines Mikrofonarrays erweitert, um 

die dort auftretenden Fehler zu minimieren. Im Unterschied zur Patch-NAH lässt sich der 

Ansatz auch auf beliebig geformte Oberflächen und auf Schallfelder in Räumen anwenden. 

Die Schallfeldrekonstruktion in beliebig geformten Räumen ist eine interessante Erweiterung, 

die durch die IBEM möglich gemacht wird. Wie in (Bies 1976) hervorgehoben, wird das 

Messen der gerichteten Schallabstrahlung in halligen Räumen im Vergleich zu Messungen im 

Freifeld durch Reflexionen erschwert. Inverse Verfahren können hierbei als Vergleichsmethode 

zu der direkten Messung von Schallfeldgrößen herangezogen werden. Die Verwendung der 

IBEM für die Schallquellenrekonstruktion in Räumen wird in (Gardner und Bernhard 1988), 

(Kim und Ih 1996), (Kim und Lee 1998), (Zhang et al. 2000) und (Kang und Ih 2000) 

beschrieben. Bei komplizierten Strukturen kann dabei die Anzahl der zu verwendenden 

Elementknoten am Rand sehr groß sein, um ein bestimmtes bzw. überbestimmtes 

Gleichungssystem zu erhalten. Neben dem Einfluss der Modell-Diskretisierung, stellen 

abklingende Wellen eine Herausforderung für das mathematisch schlecht gestellte Probleme 

dar. 

Die beliebig wählbare Hologrammebene in Räumen wirft dabei die Frage nach den optimalen 

Sensorpositionen zur Messung der Eingangsdaten für die IBEM auf. Aus der Anwendung der 

NAH im Freifeld ist anhand der Näherungsrechnung in (Maynard et al. 1985) bekannt, dass der 

Abstand zwischen der zu rekonstruierenden Schallquelle und den Mikrofonen so klein wie 

möglich sein sollte. Eine wichtige Rolle dabei spielt die Messdynamik. Mit sinkender Dynamik 
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verringert sich auch der nötige Messabstand, da abklingende Wellen weg von der 

schallabstrahlenden Struktur schneller unter das Messgrundrauschen fallen. Nach (Hayek und 

Luce 1988) darf der Abstand maximal eine akustische Wellenlänge betragen. Bei der 

Anwendung von Schallfeldrekonstruktionsmethoden wie der IBEM in Räumen gelten diese 

Richtlinien nur bedingt. Hierbei spielen die Eigenschaften der akustischen Transfermatrix eine 

übergeordnete Rolle. In (Gardner und Bernhard 1988) werden in einem rechteckigen Volumen 

verschiedene Aufpunkte zur Schallfeldrekonstruktion untersucht. Positionen in der Nähe der 

Schallquelle erzielen hierbei im Vergleich zu beliebig gewählten Positionen nur ein geringfügig 

besseres Ergebnis. Lineare Abhängigkeiten tragen dabei zu dem mathematisch schlecht 

gestellten Problem bei. Dieser Einfluss kommt dann zum Tragen, wenn eine zur 

schallabstrahlenden Struktur konforme Abtastung des Schallfeldes im Nahfeld nicht möglich 

ist. 

Das in (Kammer 1991) beschriebene und in (Kim und Ih 1996) auf die IBEM in einem 

Autokabinenmodell angewendete Verfahren „Effective Independence“ (EFI) wählt deshalb 

Positionen aus einer vorgegebenen Menge von Aufpunkten unter der Bedingung möglichst 

weniger linearer Abhängigkeiten in der akustischen Transfermatrix aus. Es wird hierbei 

hervorgehoben, dass die Sensorpositionen die Singularitäten in der akustischen Transfermatrix 

erheblich beeinflussen können. Eine erweiterte Form des EFI-Verfahrens findet sich in (Zhang 

et al. 2000). Die Entwicklung solcher Verfahren spielt für die Sensorpositionierung bei der 

Anwendung von Schallfeldrekonstruktionsverfahren in reaktiven Schallfeldern eine wichtige 

Rolle, da in der Literatur widersprüchliche Positionierungsansätze vorliegen. Bei der 

praktischen Nutzung in Flugversuchen in (Williams et al. 2000) hat sich, wie bei Anwendungen 

im Freifeld, die Positionierung von Mikrofonen am Rand einer Kavität bewährt. Hingegen wird 

beispielsweise in (Zhang et al. 2001) hervorgehoben, dass es in Räumen wichtiger ist die 

modale Charakteristik über Sensoren zu erfassen als diese möglichst nah an den Rand zu 

positionieren. Im Unterschied zur optimalen Sensorpositionierung in anderen Disziplinen, wie 

der aktiven Lärmminderung (siehe (Elliott 2001), Kapitel 9.5), ist die Zielfunktion auf die 

linearen Abhängigkeiten in der akustischen Transfermatrix begrenzt, da die Erregung (Störung) 

als gesuchte Größe unbekannt ist. Eine weitere Vorgabe für Freifeldanwendungen ist nach 

(Williams et al. 2003), dass Mikrofone zu einer schallabstrahlenden Struktur konform 

positioniert sein sollten. Das bedeutet, dass ein Mikrofonarray bei zylindrischen Strukturen 

konzentrisch und bei Ebenen parallel angeordnet ist. Grund dafür ist das gleichmäßige 

Abklingen inhomogener Wellenzahlkomponenten über einen gleichbleibenden Abstand.  

Weitere Literaturquellen, die sich mit der Sensorpositionierung bei der IBEM beschäftigen, 

sind (Martinus et al. 2007) und (Oey et al. 2010). Letztere prüft dabei den Einfluss der 

Konformität des Mikrofonarrays in Anwendung auf ein reaktives Schallfeld in einem Raum 

und schlussfolgert, dass diese nur bei unterbestimmten Gleichungssystemen einen merklichen 

Einfluss hat. Weiterhin wird hier die Aussage getroffen, dass Sensoren möglichst in der Nähe 

einer schallabstrahlenden Struktur positioniert sein sollten, um einen Informationsverlust durch 

abklingende Wellenzahlkomponenten zu verhindern. Für die Abtastung von Schallfeldern kann 

dabei normalerweise das Nyquist-Shannon-Abtasttheorem angewendet werden, um eine 

Auflösungsgrenze festzulegen. In (Greussing et al. 2012) wird darauf hingewiesen, dass dieses 

für inverse Verfahren nur begrenzt anwendbar ist. Mit dem Abtasttheorem geht man davon aus, 

dass die aufzulösende Wellenform bekannt ist. Da der Anteil abklingender 

Wellenzahlkomponenten mit dem Abstand eines Mikrofonarrays von der Schallquelle variiert, 

ändern sich auch die im Signal enthaltenen Wellenlängen. Die benötigte Information über die 
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kleinste aufzulösende akustische Wellenlänge ist demnach unbekannt. Eine Möglichkeit zur 

Lösung dieses Problems ist die Durchführung einer Wellenzahlanalyse der auftretenden 

Strukturwellen. 

Es wird weiterhin hervorgehoben, dass der Informationsgehalt zur Schallfeldrekonstruktion 

durch den Rang der akustischen Transfermatrix und durch die Messpunkteauswahl bestimmt 

wird. Ein voller Matrixrang garantiert allerdings nicht, dass das inverse Problem mathematisch 

korrekt gestellt ist. Denn neben den abklingenden Wellen und der Matrixkondition können auch 

Lösungen in Eigenfrequenzen eine Fehlerverstärkung erzeugen. Jeder der drei genannten 

Einflussfaktoren kann bewirken, dass kleinste Störungen während der Messung des 

Schalldrucks zu großen Abweichungen in der rekonstruierten Normalkomponente der 

Schallschnelle führen. Die direkte Inversion von Gleichungssystemen dieser Art verstärkt 

unvermeidlich numerische Rundungs- sowie Messfehler und führt schließlich zu 

unbrauchbaren Ergebnissen. Eine weitere Untersuchung über die Positionierung von Sensoren 

zur Schallfeldrekonstruktion findet sich in (Li und Lu 2016) anhand eines kugelförmigen 

geschlossenen Schalenmodells. Das nach innen abgestrahlte Schallfeld wird dabei an 

Sensorpositionen auf einer konformen Kugel in unterschiedlichen Abständen berechnet und für 

eine inverse Rekonstruktion der Strukturschnelle der Schale verwendet. Mit steigendem 

Abstand zwischen der Bild- und der Hologrammebene steigt hierbei der Rekonstruktionsfehler. 

Es wird folglich erneut eine Aussage für die Sensorpositionierung zur Schallfeldrekonstruktion 

in Räumen getroffen, wobei optimale Eingangsdaten durch ein fein abgetastetes Schallfeld nah 

an der schallabstrahlenden Struktur generiert werden. 

Die Invertierung der resultierenden akustischen Transfermatrix zur Rekonstruktion von 

Quellfeldern mithilfe der Singulärwertzerlegung (engl. Singular Value Decomposition - 

SVD) kann hierbei genutzt werden, um die auftretende Fehlerverstärkung zu begrenzen. Das 

zugehörige Zerlegungsverfahren wird in (Golub und Reinsch 1970) beschrieben und ersetzt die 

akustische Transfermatrix durch leicht zu invertierende unitäre Matrizen und einer 

Diagonalmatrix mit positiven Singulärwerten auf deren Hauptdiagonalen. Die Einträge in den 

Spalten der unitären Matrizen werden zusammen auch als Singulärmoden bezeichnet. Mit der 

Singulärwertzerlegung können inverse Matrizen auch für über- und unterbestimmte 

Gleichungssysteme berechnet werden. Nach (Photiadis 1990) ist die SVD eng verwandt mit der 

diskreten Fourier-Transformation. Demnach sind Singulärmoden zueinander orthogonal, da sie 

den Eigenraum der Hologramm- und der Bildebene beinhalten. Singulärwerte verknüpfen 

unabhängig voneinander den Abstrahlgrad des Hologrammfeldes mit dem entsprechenden 

Quellfeld in der Bildebene. Daher repräsentiert jeder einzelne Singulärwert den Beitrag eines 

Singulärmodes aus der Bildebene zur Hologrammebene. In (Borgiotti et al. 1990), (Ih et al. 

1993), (Kim und Ih 1996), (Williams 2003) und (Williams et al. 2003) wird auf die besondere 

Bedeutung der SVD bei der Lösung inverser Gleichungssysteme in Anwendung bei Geometrien 

mit nicht separierbaren Koordinaten eingegangen. Damit ist die SVD im Vergleich zur Fourier-

Transformation nicht an einfache Geometrien wie Ebenen oder Zylinder gebunden. Dafür 

benötigt die SVD deutlich mehr Rechenzeit als die FFT. Anhand kleiner Singulärwerte erlangt 

man, analog zu hohen Wellenzahlen aus der Fourier-Zerlegung, Zugriff auf schwach 

abstrahlende sowie abklingende Wellenzahlkomponenten der akustischen Transfermatrix. 

Diese werden in den oben genannten Literaturquellen auch mit Knotenpunkten des Schallfeldes 

einer Kavität in Verbindung gebracht und beeinflussen maßgeblich die Matrixkondition nach 

(Rosanoff und Ginsburg 1966). 
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Eine hohe Konditionszahl weist dabei häufig darauf hin, dass gewisse Singulärwerte aus 

numerischem Rauschen resultieren. Die Bewertung der Konditionszahl, als Verhältnis aus dem 

höchsten und dem niedrigsten Singulärwert, ist hierbei vom betrachteten Fall abhängig. Bei der 

Filterung von Wellenzahlkomponenten nutzen (Kim und Lee 1990) eine Konditionszahl von 

104 als Grenze für nicht zu berücksichtigende Singulärwerte. In (Bai 1992) ist eine 

Konditionszahl größer 108 die Grenze zu nicht lösbaren Gleichungssystemen. Wiederum ist in 

(Yoon und Nelson 2000) nur eine Konditionszahl kleiner als 1000 akzeptabel, um brauchbare 

inverse Lösungen zu erhalten. Bei einer Konditionszahl von eins würde keine 

Messfehlerverstärkung stattfinden. Eine Methode zur Senkung der Konditionszahl ist nach 

(Kang und Ih 2000) das zusätzliche Einbringen teilweise bekannter Werte der Lösungsmenge. 

Die bereits erwähnte Sensorpositionierung hat ebenfalls Einfluss auf die Konditionszahl. So 

steigt sie nach den Kapiteln 3.4 und 3.5 in (Estorff 2000) mit steigendem Abstand zwischen 

Sensoren und schallabstrahlender Struktur. Bei Anwendung eines modalen Ansatzes in Räumen 

steigt nach (Wendoloski 2000) die Kondition der akustischen Übertragungsmatrix mit der 

Anzahl schwach erregter akustischer Moden. Mit einer größeren Anzahl berücksichtigter 

akustischer Moden können aber zugleich auch kleinere Wellenlängen rekonstruiert werden. Das 

führt zu einer höheren Auflösung. Man benötigt folglich einen Kompromiss zwischen diesen 

beiden Aspekten. Es gibt andere Möglichkeiten die Matrixkondition zu senken. In (Kim und 

Nelson 2004a) wird darauf hingewiesen, dass die Senkung der Matrixkondition durch eine 

adäquate Sensorpositionierung anzustreben ist, weil die akustische Transfermatrix, genau wie 

die Eingangsdaten des gemessenen Schalldrucks, möglichst „sauber“ sein sollten, um die 

Dynamik der inversen Rechnung zu maximieren. Da die Konditionszahl ein Maß für die 

linearen Abhängigkeiten in einer Übertragungsmatrix ist, sinkt diese nach (Leclère 2009) mit 

wachsender Frequenz. Grund dafür sind Schallfelder, die bei tiefen Frequenzen weniger 

Phasenwechsel aufweisen, wodurch nebeneinanderliegende Mess- oder Aufpunkte ähnliche 

Informationen enthalten. Dieses Verhalten widerspricht der Intuition aus der 

Vorwärtsrechnung, welche in höheren Frequenzen durch eine unzureichende Abtastung des 

Schallfeldes größere Fehler erzeugt. Beide Effekte überlagern sich folglich bei einer inversen 

Rechnung in Abhängigkeit von der Frequenz.  

Da die Konditionszahl nur den maximalen und den minimalen Singulärwert berücksichtigt, ist 

sie als Bewertungskriterium für ein mathematisch schlecht gestelltes Problem allein nicht 

geeignet. Ein für die Praxis relevanteres Kriterium als die Matrixkondition ist das im Kapitel 4 

in (Hansen 1998) beschriebene diskrete Picard-Kriterium (engl. discrete Picard condition). 

Es berücksichtigt den Abfall aller Singulärwerte im Vergleich zu den Singulärmoden der 

Übertragungsmatrix und den Eingangsdaten des inversen Problems. Es bietet somit schnell und 

zuverlässig einen ersten Eindruck über ein mathematisch schlecht gestelltes Problem. Es kann 

ebenfalls zur Bewertung von Methoden genutzt werden, bei denen zur Invertierung einer 

schlecht konditionierten Übertragungsmatrix kleine Singulärwerte zu null gesetzt werden. 

Dadurch stabilisiert man die Lösung und reduziert gleichzeitig den Informationsgehalt. Deshalb 

erhält man immer einen Kompromiss zwischen dem Informationsverlust und der Stabilisierung 

durch das Nullsetzen. 

Diese Methode der abgeschnittenen Singulärwerte (engl. Truncated Singular Value 

Decomposition – TSVD) ist eine von vielen Regularisierungsmethoden und wird u. a. in 

(Baker 1964) beschrieben. Ein weitverbreitetes Regularisierungsverfahren, was wie die TSVD 

zu den direkten Verfahren zählt, ist die Methode zur Glättung einer inversen Lösung nach 

(Tikhonov 1977). Anwendung findet die Tikhonov-Regularisierung u. a. auch bei inversen 
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Problemen im Bereich der Optik (Roger et al. 1978). Der dabei verwendete 

Regularisierungsparameter kann ebenfalls durch mehrere Verfahren bestimmt werden. In 

(Cullum 1979) wird hervorgehoben, dass die Wahl des Regularisierungsparameters abhängig 

von der Differenzierbarkeit des Integralkerns und der Glattheit der Lösung ist. Es reicht nicht 

aus, nur die Kondition der zu invertierenden Matrix zu minimieren. Weiterhin ist die 

Messdynamik entscheidend. In (Williams und Houston 1996) wird hervorgehoben, dass die 

Glättung durch das Regularisierungsverfahren nach Tikhonov ähnlich der Funktion eines 

Tiefpassfilters ist. Es lässt demnach nur die Wellenzahlkomponenten durch, die eine 

ausreichende Dynamik aufweisen. Der Erfolg der Regularisierung hängt von der zu 

minimierenden Fehlernorm des Parametersuchverfahrens ab. Die geläufigsten Algorithmen, die 

keine Kenntnis über zu erwartende Messfehler erfordern, sind im Kapitel 7 in (Hansen 1998) 

beschrieben sind. Dazu gehören das L-Kurven-Verfahren (engl. L-Curve Method – LCM) 

sowie die generalisierte Kreuzvalidierung (engl. Generalized Cross Validation – GCV). Neben 

den direkten Regularisierungsverfahren, die bei großen Systemen eine aufwendige SVD 

erfordern, existieren iterative Methoden, die in (Williams 2001) zur Anwendung auf die 

Schallfeldrekonstruktion vorgestellt werden. Die Formulierung der Regularisierung als 

Variationsproblem wird im Kapitel 1 in (Vogel 2002) als eine zusätzliche Untergruppe zur 

Vermeidung der SVD genannt. In (Kim und Nelson 2003) wird dazu hervorgehoben, dass die 

Bewertung des Erfolgs der Regularisierung nicht nur durch das diskrete Picard-Kriterium allein 

zuverlässig möglich ist, sondern auch durch Fehlerkriterien wie dem relativen Fehler zwischen 

einer gegebenen und einer invers berechneten Lösung. Die bereits erwähnten 

Regularisierungsverfahren werden bei nahezu allen inversen Methoden zur 

Schallfeldrekonstruktion eingesetzt und liefern dabei eine möglichst stabile aber nie exakte 

Lösung. Je nachdem wie stark regularisiert oder geglättet werden muss, werden auch die 

Eingangsdaten für die inverse Rechnung geändert. Es muss z. B. bei einer akustischen 

Transfermatrix mit hohem numerischem Rang nur wenig regularisiert werden, wodurch der 

Informationsgehalt in den Messdaten erhalten bleibt. Wie bereits erwähnt, kann die hierbei 

benötigte SVD bei großen Systemen rechenintensiv sein. Deshalb wird in (Valdivia und 

Williams 2005) eine iterative Regularisierungstechnik vorgestellt, die ausschließlich auf 

Matrixmultiplikationen basiert. Ein wichtiger Aspekt bei diskreten, schlecht gestellten 

Problemen ist, dass eine hohe Matrixkondition nicht bedeutet, dass eine physikalisch sinnvolle 

Näherungslösung nicht berechnet werden kann. Die schlechte Konditionierung impliziert 

vielmehr, dass Standardmethoden der linearen Algebra nicht auf einfache Weise zur 

Berechnung einer inversen Lösung verwendet werden können. Verfahren wie die Tikhonov-

Regularisierung, die nach (Scholte et al. 2008) auch als „Rigde Regression“ bekannt ist, können 

bei schlechter Konditionierung gute aber auch unbrauchbare Ergebnisse erzeugen. Das 

wiederum hängt von der Güte der Eingangsdaten ab, die durch eine geeignete 

Sensorpositionierung maximiert werden sollte. 

Tabelle 3: Anwendungsbeispiele der BEM-basierten NAH 

Anwendung Methode Literaturquelle 

Flugzeugkabine (im 

Flug) 

IBEM (Williams et al. 2000) 

Reifengeräusche IBEM (Schuhmacher et al. 2003) 

Kopierer IBEM (Sasaki und Takanashi 2004) 

Lautsprecher IBEM (Mørkholt et al. 2004) 

Staubsauger IBEM, EFI (Jeon und Ih 2005) 

Flugzeugkabine inverse Patch-BEM (Klos et al. 2005), 
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(Valdivia und Williams 2006), 

(Williams et al. 2005) 

Flugzeugkabinensektion inverse Patch-BEM (Valdivia und Williams 2006), 

(Valdivia et al. 2008) 

Turbomaschine IBEM  (Khan et al. 2009) 

Generator IBEM, inverse 

Patch-BEM 

(Liu et al. 2009) 

 

Weitere Techniken zur Schallquellenrekonstruktion existieren, die wie die IBEM Anwendung 

auf ungleichförmigen Flächen sowie Innenräumen finden und dabei einen geringen 

Modellierungs- sowie Rechenaufwand mit sich bringen. Diese Methoden ersetzen das bisher in 

der IBEM numerisch gelöste Kirchhoff-Helmholtz-Integral durch Elementarstrahler oder eine 

Reihe von Wellenkomponenten, welche die Schallfeldgrößen auf der Oberfläche einer 

schallabstrahlenden Struktur approximieren. Neben der verhältnismäßig einfachen 

Implementierung, treten die in (Schenck 1968) näher beschriebenen Probleme mit 

Singularitäten in Greenschen Funktionen hierbei nicht auf. 

Die auf Reihen von Wellenkomponenten basierende Methode nennt sich Helmholtz Equation 

Least Squares-Methode (HELS). Die Anforderungen an die Basisfunktionen bestehen hierbei 

darin, dass sie die Helmholtz-Differenzialgleichung erfüllen und dass sie beschränkt sein 

müssen. Diese Methode basiert, wie bei der Vorwärtsrechnung in (Pachner 1956), (Cremer 

1984) oder (Filippi et al. 1988), auf der Darstellung der gemessenen Daten auf einer beliebigen 

Oberfläche durch eine Reihe meist sphärischer Wellenfunktionen. Dabei erfolgt eine 

Ausgleichungsrechnung zwischen einem durch Wellenfunktionen berechneten und einem 

gemessenen Schallfeld. Die zu ermittelnden Parameter für die Lösung des dabei auftretenden 

überbestimmten linearen Gleichungssystems sind hierbei der Ort des Ursprungs und die Anzahl 

und Art der verwendeten Wellenkomponenten. Die in (Wang und Wu 1997) vorgestellte HELS 

liefert kein exaktes Ergebnis, sondern nur eine Näherung durch Minimierung der 

Fehlerquadrate für das erzeugte Schallfeld. Anschließend können Schallfeldgrößen an 

beliebigen Punkten auf Basis der errechneten Quellfunktionen ausgewertet werden. Nach (Wu 

und Yu 1998) ist das Verfahren auch auf Schallfelder in Räumen anwendbar. Die zu 

verwendenden Eigenfunktionen sind in Abhängigkeit von der Geometrie der 

schallabstrahlenden Struktur zu wählen. Es kommen im Allgemeinen Kugelharmonische zum 

Einsatz, um auch die Schallabstrahlung von einer nichtkugelförmigen Quelloberfläche zu 

rekonstruieren, was zum Hauptnachteil dieser Methode zählt. Die Genauigkeit der 

Rekonstruktion ist beeinträchtigt je weiter sich eine Quelloberfläche von der Kugelform 

unterscheidet. Für komplizierte Geometrien gibt es kein Koordinatensystem, welches diese 

annähern kann. Die Lösung in Kugelkoordinaten ist z. B. für Geometrien geeignet, die in alle 

drei kartesischen Raumrichtungen in etwa dieselben Ausmaße haben. Zylinderkoordinaten sind 

ideal für Oberflächen, die in eine Raumrichtung weiter ausgedehnt sind. Wiederum lassen sich 

Problemstellungen auf ebenen Flächen damit nicht gut lösen. Die Verbesserung der HELS 

durch Kombination mit der BEM ist in (Wu 2004) und (Zhao und Wu 2005) dokumentiert. Ein 

Vergleich zwischen verschiedenen Basisfunktionen findet sich in (Semenova und Wu 2005). 

Wie in (Moondra und Wu 2005) gezeigt, ist die HELS im Vergleich zur IBEM ein schnelles 

Näherungsverfahren, welches allerdings auch nach einer bestimmten Anzahl von 

Rechenschritten divergieren kann. 
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Eine weitere interessante Anwendung von Kugelharmonischen findet sich in (Williams et al. 

2006a) unter der Bezeichnung Volumetric Acoustic Vector Intensity Imager (VAIM). 

Hierbei wird die Schallintensität in der direkten Umgebung eines kugelförmigen 

Mikrofonarrays berechnet. Vorteil dieses Verfahrens, z. B. gegenüber der PNAH, ist, dass die 

Verwendung einer Kugelgeometrie das Problem eines endlichen Messarrays verschwinden 

lässt. Eine weiterführende Beschreibung für beliebig geformte Mikrofonarrays findet sich in 

(Langrenne und Garcia 2013). Der VAIM ist gut für Teilbereiche in Kavitäten geeignet. 

Die zur HELS ähnliche Elementarstrahlermethode (ESM) nähert ebenfalls das resultierende 

Schallfeld durch Kugelwellenkomponenten an. Im Unterschied zur HELS werden 

Elementarquellen wie z. B. Monopole oder Dipole eingesetzt, die beliebig verteilt innerhalb 

oder außerhalb des schallabstrahlenden Körpers positioniert sind. Die inverse Formulierung der 

ESM hat ihre Anfänge in der Verwendung von Linienquellen zur Schallquellenidentifikation 

von Turbojettriebwerken im Fernfeld in (Tester et al. 1981). Der Konterpart zur inversen ESM 

wird in (Cremer 1984) bzw. (Koopmann et al. 1989) für beliebige Körper vorgestellt und 

beschreibt die Lösung des Vorwärtsproblems zur Approximation eines Schallfeldes anhand von 

Elementarstrahlern. Die Grundidee besteht darin, das eigentliche Schallfeld durch die 

Überlagerung von Schallfeldern zu ersetzen, die von einer oder mehreren Elementarquellen 

erzeugt werden. Der Schallfluss der Quellen bestimmt sich bei der Vorwärtsrechnung aus den 

Schalldrücken oder den Schallschnellen auf der schwingenden Struktur. Es sind nach (Johnson 

et al. 1998) auch Anwendungen in geschlossenen Räumen mit Hindernissen möglich, wobei 

möglichst mehrere Elementarstrahler pro Wellenlänge eingesetzt werden sollten. Das inverse 

Verfahren ist mit dem der HELS verwandt, da ebenfalls der Fehler zwischen dem von 

Elementarstrahlern generierten Schallfeld und dem gemessenen Schallfeld minimiert wird. 

Anschließend erfolgt die Auswertung gesuchter Größen wie der Schallschnelle an Randpunkten 

auf der Strukturoberfläche. Die Methode ist wie die HELS empfindlich gegenüber der 

Positionierung der akustischen Quellen und der Mikrofone, zu der es bisher, wie z. B. in (Yoon 

und Nelson 2000), nur Ansätze von Lösungen gibt. Es gibt auch zusätzlich eine Parallele zur 

BEM, weil diese ebenfalls eine Summe von Monopol- und Dipolstrahlern darstellt. Im 

Vergleich zur IBEM kann bei der inversen ESM mit einer geringeren Anzahl erforderlicher 

Freiheitsgrade gearbeitet werden. Zudem ist neben dem Rechenaufwand auch der 

Modellierungsaufwand niedrig, da Elementarquellen mit analytisch bekannter 

Schallausbreitung eingesetzt werden. Ein Nachteil der ESM ist, dass Schallfelder an scharfen 

Kanten nur mit viel Aufwand korrekt berechnet werden können. Anwendungen der inversen 

ESM und deren Erweiterung als inverse Patch-ESM finden sich in (Sarkissian 2004) und in 

(Sarkissian 2005). Es wird dabei darauf hingewiesen, dass das resultierende Gleichungssystem 

durch die Verwendung der gleichen Anzahl von Elementarstrahlern und Mikrofonpositionen 

möglichst bestimmt sein sollte. Zur Anwendung kommt hierbei ebenfalls die SVD. 

Weiterentwicklungen auf Problemstellung in Räumen und einem damit verbundenen 

Schallfeldseparationsansatz sind in (Valdivia und Williams 2006), (Bi et al. 2008) und in 

(Fernandez-Grande et al. 2012b) dokumentiert. Ähnliche Anwendungen in (Fazi und Nelson 

2012) zeigen, dass es bei ungünstigen Konstellationen von Elementarstrahlern und 

Sensorpositionen zu Singularitätseffekten kommen kann. Weiterhin kann bei sehr großen 

schallabstrahlenden Strukturen wie z. B. Schiffsrümpfen der Fall auftreten, dass das 

aufzustellende Gleichungssystem nur mit erhöhtem Aufwand formulierbar ist. Diese 

Herausforderung wird in (Valdivia et al. 2012) durch die Aufteilung der Quellfläche in 

Einzelteilflächen gelöst. Ursache für große Gleichungssysteme ist der zu wählende Abstand 

zwischen Elementarstrahlern, der nach (Chelliah et al. 2016) meist zwischen der Hälfte und 
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dem Doppelten des Mikrofonabstandes liegt. Durch die einfache Implementierung erfährt die 

inverse ESM als NAH-Methode in der aktuellen Forschung (Stand Oktober 2019) häufig 

Anwendung. Dazu zählen ein Vergleich mit anderen Schallfeldrekonstruktionsmethoden in 

(Chelliah et al. 2017), die Erweiterung auf die Anwendung in unmittelbarer Umgebung einer 

reflektierenden Oberfläche in (Bi et al. 2017), die Steigerung der Recheneffizienz in 

(Fernandez-Grande et al. 2017) und (Hu et al. 2018), die Positionsoptimierung von 

Elementarstrahlern in (Liu und Bolton 2018) sowie die Erweiterung auf Anwendungen im 

Zeitbereich in (Geng et al. 2018). Da Verfahren wie die NAH, die ESM und die HELS auf 

einem Freifeldansatz basieren, ist ihre Verwendbarkeit in Räumen begrenzt. Die Messung des 

Schalldrucks als Eingangsgröße im annähernd reflexionsfreien extremen Nahfeld der 

schallabstrahlenden Struktur ist eine Möglichkeit, um auch in Räumen die genannten Methoden 

zu verwenden. 

Eine weitere Möglichkeit besteht nach (Weinreich und Arnold 1980) und (Tsukernikov 1989) 

darin, anhand einer Doppelmikrofonmessung das eintreffende von dem reflektierten Schallfeld 

zu separieren. Dieser Schallfeldseparationsansatz (engl. Field Separation Method – FSM) 

findet sowohl in der NAH (Hallmann et al. 1994), in der BEM (Langrenne et al. 2007; 

Langrenne et al. 2009) als auch beim Einsatz von Elementarstrahlern bzw. Kugelharmonischen 

in (Fernandez-Grande et al. 2012b) und (Braikia et al. 2013) Anwendung. 

Tabelle 4: Anwendungsbeispiele der Elementarstrahler-basierten NAH 

Anwendung Methode Literaturquelle 

Autofrontschürze HELS (Rayess und Wu 2000) 

Bowlingkugel HELS (Wu et al. 2001) 

Schrank HELS (Isakov und Wu 2002) 

Lautsprecher HELS, inverse 

ESM 

(Semenova und Wu 2005), 

(Bi et al. 2005) 

Staubsauger HELS, inverse 

ESM 

(Jeon und Ih 2005) 

Flugzeugkabine VAIM (Klos et al. 2005), (Sklanka et al. 

2006), (Williams et al. 2006a), 

(Williams et al. 2006b) 

Flugzeugkabinensektion inverse ESM (Valdivia und Williams 2006) 

Autokabine VAIM (Takashima et al. 2008), 

(Williams und Takashima 2010) 

Stadtbuskabine inverse ESM (Pereire et al. 2012) 

Schiffsrumpfmodell inverse ESM (Valdivia et al. 2012),  

(Valdivia 2014) 

Kofferraum FSM (Braikia et al. 2013) 

Flugzeuglärm HELS (Moondra 2014) 

Bremsenquietschen HELS (Moondra 2014) 

Plattenabstrahlung zusammen 

mit einer Störquelle 

FSM (PNAH) (Hu et al. 2014) 

Autokabine Patch-ESM, FSM (Bi et al. 2015a) 

Box mit Störquellen FSM (inverse 

ESM) 

(Bi et al. 2015b) 

Autokabine HELS (Wu et al. 2015) 

Lautsprecher inverse ESM (Liu und Bolton 2018) 

Hallraum VAIM (Nolan und Fernandez-Grande 2019) 

Reifengeräusche inverse ESM (Papaioannou et al. 2020) 
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Dem ESM-Verfahren ebenfalls ähnlich ist die Verwendung inverser Übertragungsfunktionen 

(engl. Inverse Frequency Response Function – IFRF) von Punktstrahler auf der Oberfläche 

einer schallabstrahlenden Struktur zu Messpunkten im Schallfeld. Der Begriff stammt aus der 

experimentellen Transferpfadanalyse im Automobilbereich (Dumbacher et al. 1995). Die 

unbekannten Schallflüsse der Punktstrahler werden unter Verwendung der bereits erläuterten 

SVD mit gemessenen Schalldrücken identifiziert. Eine Parallele findet sich zu dem in (Ise 1999) 

beschriebenen Verfahren zur Schallfeldsynthese. Hierbei soll ein mit Lautsprechern umgebenes 

Schallfeld innerhalb eines Mikrofonrings rekonstruiert werden. Ähnlich zur IFRF, nur mit einer 

anderen Zielstellung, invertiert man die bekannten Übertragungsfunktionen zwischen 

Quellpunkten (Lautsprechern) und Aufpunkten (Mikrofonen). Das Verfahren der IFRF ist in 

(Nelson und Yoon 2000), (Yoon und Nelson 2000) und (Nelson 2001) beschrieben. Es werden 

hierbei ebenfalls Regularisierungsverfahren zum Invertieren schlecht konditionierter 

Übertragungsmatrizen eingesetzt. Dabei kommen die bereits genannten Verfahren TSVD und 

Tikhonov-Regularisierung zusammen mit dem LCM und der GCV zum Einsatz. Eine 

Erweiterung durch die Kombination von LCM und GCV ist in (Leclère 2009) dargestellt. 

Wie in (Holland und Nelson 2012) ausgeführt, ist die IFRF weiterführend verwandt mit dem 

Beamforming, wobei man hier von Messungen im Fernfeld einer akustischen Quelle ausgeht. 

Wie ursprünglich in (Billingsley und Kinns 1976) oder in (Fisher et al. 1977) beschrieben, wird 

die zeitverzögerte Ankunft akustischer Wellen an mehreren Mikrofonen ausgewertet. Dies führt 

zum Ergebnis der Richtungsdetektion von Lärmquellen. Anwendung findet der sogenannte 

„focused beamformer“ z. B. in (Stoker und Sen 2001) bei der Lokalisierung von aerodynamisch 

erzeugtem Lärm. Das Verfahren kommt im Vergleich zu bisher betrachteten inversen Methoden 

aufgrund des Fernfeldansatzes bei deutlich höheren Frequenzen zum Einsatz. Wie bei der 

akustischen Holografie können Quellen nur dann separat voneinander detektiert werden, wenn 

sie weiter als eine akustische Wellenlänge voneinander entfernt sind. Wie in (Holland und 

Nelson 2012) gezeigt, steigt demnach die Auflösung mit der Frequenz. Sie ist dabei ebenfalls 

abhängig vom Abstand der verwendeten Mikrofone. Eine Klassifizierung verschiedener 

Beamforming-Ansätze im Zusammenhang mit inversen Methoden findet sich in (Leclère et al. 

2017). Fehlern, welche durch die getroffene Freifeldannahme bei gleichzeitigem Auftreten von 

Reflexionen entstehen, kann durch das Messung von Übertragungsfunktionen Abhilfe 

geschaffen werden. 

Dieses Vorgehen entspringt aus einer Klasse von Methoden zur Lärmquellenidentifikation, die, 

wie bei der Schallintensitätsmessung, ohne mathematische Modelle auskommen. Sie werden 

im Automobilbereich eingesetzt und lassen sich unter den Begriffen der Transferpfadanalyse 

(engl. Transfer Path Analysis bzw. Operational Transfer Path Analysis – TPA/OTPA), Panel-

Lärmbeitragsanalyse (engl. Panel Noise Contribution Analysis – PNCA) oder auch IFRF mit 

gemessenen Übertragungsfunktionen zusammenfassen. Diese Methoden basieren auf der Idee, 

Übertragungsfunktionen zwischen Messpunkten und Rekonstruktionspunkten zu messen und 

anschließend zu invertieren. Man versucht also nicht das vibro-akustische 

Übertragungsverhalten mathematisch zu beschreiben, sondern betrachtet es als „blackbox“ und 

geht unter Annahme eines linearen zeitinvarianten Systems davon aus, dass die Messung das 

reale Systemverhalten repräsentiert. Grundlage der dabei angewandten Messprozeduren ist 

meist die z. B. in (Helmholtz 1860) auf der Seite 29 getroffene Feststellung der Reziprozität 

zwischen Empfangs- und Sendeort. Eine Zusammenfassung zur Anwendung des 

Reziprozitätsprinzips in der Akustik findet sich in (Heckl 1964). Man nutzt diesen 
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Zusammenhang, weil es einfacher ist eine akustische Quelle (z. B. einen Lautsprecher) in einen 

Raum (z. B. an der Kopfposition in einer Autokabine) zu positionieren und an allen 

interessierenden Punkten am Rand Schallfeldgrößen über akustische Sensoren zu messen. 

Umgekehrt müsste man an allen Punkten, die als Schallquelle vermutet werden, eine 

Erregungsquelle positionieren und an der Kopfposition messen. Dieses Verfahren macht für 

Vorwärtsrechnungen Sinn bei denen ein bestimmter Strahler anhand fester 

Auswertungspositionen bewertet werden soll. In diesem Fall können beliebige 

Erregungsfunktionen mit den gemessenen Übertragungsfunktionen multipliziert werden, um z. 

B. wie in (Cremer und Lehringer 1973) die Richtcharakteristik von Instrumenten bestimmen zu 

können. Beide Verfahren werden eingesetzt. Die Grundidee zur Verwendung gemessener 

Übertragungsfunktionen stammt u. a. auch aus der Strukturdynamik und wird in (Bartlett und 

Flannelly 1979) zur Bestimmung von Kräften und Momenten verwendet. Eine Erläuterung zur 

Transferpfadanalyse findet sich in (Magrans 1981). Anwendung in der Akustik erfährt das 

Prinzip u. a. in (Mason und Fahy 1990), (Dumbacher et al. 1995) und (van der Linden und Varet 

1996) bei Fahr- und Flugzeugkabinen. In (Verheij 1997) erfolgt die Erweiterung der reziproken 

Messung auf kompliziertere Systeme mit unkorrelierten Quellen. Mit Messsensoren im direkten 

Nahfeld nach (Prezelj et al. 2013) nutzen darauf aufbauende Methoden zur Transferpfadanalyse 

in (Comesaña und Korbasiewicz 2015) einen omnidirektionalen Lautsprecher, Messsonden für 

den Schalldruck und den Schalldruckgradienten, ein Referenzmikrofon sowie eine Kamera, um 

PANCs an Kopfpositionen in Autokabinen durchzuführen. Abgestrahlter Schall, der in direkter 

Umgebung von vibrierenden Oberflächen messbar ist, muss dabei nicht unbedingt zum 

Lärmpegel an Kopfpositionen beitragen.  

Tabelle 5: Anwendungsbeispiele für Beamforming und TPAs 

Anwendung Methode Literaturquelle 

Autokabine TPA + SONAH (Hald und Mørkholt 2009) 

Flugzeugkabine TPA (Mason und Fahy 1990) 

Reifengeräusche TPA (Dumbacher et al. 1995) 

Ölwanne TPA (Verheij 1997) 

angeströmter 

Flugzeugflügel 

Beamforming (Stoker und Sen 2001), 

(Blacodon und Elias 2004) 

Triebwerkmodell IFRF (ohne Messung) (Kim und Nelson 2004b) 

Motorengeräusche Beamforming (Meyer und Döbler 2006) 

Autokabine Beamforming (Hald et al. 2007), (Yin et al. 2020) 

Klassenraum Beamforming (Heilmann und Meyer 2008) 

Windrad Beamforming (Oerlemans und Schepers 2009) 

Autokabine TPA (Debeaux und Classens 2000), 

(Kim und Lee 2009), 

(Tijs et al. 2011), 

(Comesaña et al. 2012), 

(Comesaña und Korbasiewicz 2015) 

Windrad Beamforming (Ginn und Haddad 2012) 

Helikopterkabine TPA (Comesaña et al. 2012) 

angeströmter Pkw Beamforming (Chu et al. 2014) 

Autokabine TPA mit HELS (Wu et al. 2015) 

Autokabine TPA (Jung et al. 2016) 

Zugkabine OTPA (Noh 2017) 

Schneemobil Beamforming (Padois und Berry 2017) 

Zugkabine Beamforming (Zhang et al. 2019) 
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Rotorlärm (abgeschirmt) Beamforming (Vieira et al. 2019) 

Düsenjet Beamforming (Harker et al. 2019) 

angeströmter Pkw Beamforming (Hald 2019) 

angeströmtes 

Flugzeugmodell mit 

CROR-Triebwerk 

Beamforming (Battista et al. 2020) 

U-bootmodell OTPA (Cheng et al. 2020) 

 

Ein Vorteil der Transferpfadanalyse mit gemessenen Übertragungsfunktionen ist, dass ein 

Zusammenhang zwischen der Emission vibrierender Segmente und der Immission am 

gewünschten Zielort (Kopfposition) hergestellt wird. Das Messen des Übertragungsverhaltens 

zwischen Quell- und Aufpunkten (Greensche Funktion) ist in einem großen System wie Fahr- 

oder Flugzeugkabinen mit Ressourcenaufwand verbunden. Daher bieten sich eher Methoden 

an, die durch mathematische Modelle dieses Transferverhalten approximieren. Prozeduren wie 

NAH, STSF, SONAH, ESM oder HELS sind aufgrund der dabei getroffenen Annahmen für 

Anwendungen im Freifeld geeignet. Als einzige modellbasierte Methode kann die auf dem 

Kirchhoff-Helmholtz-Integral basierende IBEM ohne weitere Maßnahmen wie z. B. FSM zur 

inversen Schallquellenidentifikation in Räumen verwendet werden. Hierbei entstehen 

allerdings voll besetzte Matrizen, die Berechnungen zeitaufwendig machen können. Ein 

weiterer Nachteil dieser Formulierung ist, dass Schalldruck und Schallschnelle am Rand einer 

Kavität bekannt sein müssen. Das ist in der praktischen Anwendung häufig nicht realisierbar. 

Im Kapitel 4 in (Pockels 1891) und im Kapitel 4 in (Baker und Copson 1939) wird erläutert, 

dass nur eine der beiden Schallfeldgrößen am Rand bekannt sein muss, wenn entsprechende 

Greensche Funktionen hergeleitet werden können. Um nun die Frage nach einer geeigneteren 

Technik für Schallfelder in Räumen zu beantworten, muss, wie bei allen bisher vorgestellten 

Methoden, zuerst die Frage nach der direkten Problemstellung (Vorwärtsrechnung) gestellt 

werden. Zusätzlich muss der Bereich der zu betrachtenden Wellenlängen definiert werden. 

Damit geht man über zu Schallfeldern in Räumen, die sich durch Basisfunktionen beschreiben 

lassen. Diese Basisfunktionen (Moden) definieren sich durch die Raumgeometrie und durch 

Randbedingungen. Sie bilden die Grundlage zur Ermittlung von Übertragungsfunktionen 

zwischen Quell- und Aufpunkten. Der Ausgangspunkt zur Berechnung eines aus 

Randbedingungen resultierenden Schallfeldes auf Basis von akustischen Moden ist, wie bei der 

BEM, das Kirchhoff-Helmholtz-Integral. In den Kapiteln 6 und 8 in (Fahy 2000) und im Kapitel 

4.7.4 in (Kim 2010) finden sich anschauliche Darstellungen zur Verwendung des Kirchhoff-

Helmholtz-Integrals vom allgemeinen Fall bis hin zur Reduktion auf die Anwendung 

eindimensionaler Greenscher Funktionen bei unterschiedlichen Randbedingungen. 

Die sich daraus ableitende Methode der Greenschen Funktionen ist im Kapitel 7 in (Morse 

und Feshbach 1953) ausführlich beschrieben. Diese kann beispielsweise als Impedanzkonzept 

verwendet werden, um nur durch die Kenntnis von Schallfeldgrößen auf der Oberfläche einer 

Schallquelle deren Schallabstrahlung in das Fernfeld zu berechnen (Horton und Innis 1961; 

O'Hara 1967; Rubin 1967; Ferris 1967). Sie bildet auch die Grundlage für inverse Verfahren in 

Anwendung auf Raumproblemstellungen. Die benötigten Greenschen Funktionen lassen sich 

analytisch nur für einfache Geometrien aus Ansatzfunktionen (Moden) herleiten. Der 

empfohlene Anwendungsbereich für den modalen Ansatz liegt nach den Aussagen im Kapitel 

9 in (Morse und Ingard 1968) bei einem Verhältnis der akustischen Wellenlänge zur 

charakteristischen Raumausdehnung zwischen 1/3 und 3. Eine Sammlung verschiedener 

Greenscher Funktionen, die für die Berechnung akustischer Felder in Räumen verwendet 
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werden können, sowie weitere Erläuterungen zur Methode der Greenschen Funktionen finden 

sich im Kapitel 8 in (Tyras et al. 1969) und im Kapitel 1 in (Roach 1970). Der einfachste 

akustische Anwendungsfall in einem eindimensionalen Schallrohr ist im Kapitel 12 in (Cremer 

und Müller 1976) ausführlich beschrieben. Es soll an dieser Stelle erwähnt werden, dass dieses 

Prinzip äquivalent zu dem im Kapitel 1.5 in (Bishop und Johnson 1979) erläuterten Konzept 

der Rezeptanz bzw. der mechanischen Admittanz ist. Die Methode der Greenschen Funktionen 

berücksichtigt hierbei nicht die modale Kopplung zwischen Struktur- und Akustikmoden nach 

(Pan und Bies 1988). In (Berkhout und Wapenaar 1989) wird gesondert darauf hingewiesen, 

dass Greensche Funktionen eine örtliche Impulsantwort abbilden und dass bei Wellenfeldern 

mit Reflexionen ein hoher Anspruch an deren exakte Formulierung besteht. Nach (Missaoui 

und Cheng 1997) können auch für Querschnitte mit nur geringen Abweichungen zu bekannten 

Koordinatensystemen Übertragungsfunktionen auf Basis Greenscher Funktionen analytisch 

abgeleitet werden. Trotz umfangreicher Sammlungen von Greenschen Funktionen, z. B. in 

(Duffy 2001), für unterschiedlichste Geometrien und Randbedingungen, existieren für 

komplizierte Raumgeometrien keine analytisch beschreibbaren Ansatzfunktionen. 

Numerische Verfahren können allerdings eingesetzt werden, um akustische Moden bzw. die 

daraus resultierenden Greenschen Funktionen zu approximieren. Zu diesen Verfahren zählen u. 

a. nach Kapitel 3.12 in (Hartmann 2013) die FEM und die FDM. Eine Anwendung der FDM 

auf ein Schallfeld in einer Autokabine findet sich in (Jennequin 1972). Vergleiche von 

gemessenen und mit der FEM berechneten akustischen Moden finden sich u. a. in (Shuku und 

Ishihara 1973), (Petyt et al. 1976) und (Petyt et al. 1977). Die FEM bietet sich an, um die 

Kopplung zwischen Strukturschwingungen und der daraus folgenden Schallabstrahlung in 

Räumen zu modellieren. Dabei kann nach (Dowell et al. 1977) ein Ansatz mit „schwacher“ 

oder ein Ansatz mit „starker“ Kopplung zwischen Struktur- und Akustikmoden verfolgt 

werden. Der Ansatz der schwachen Kopplung hat den Vorteil, dass die Berechnungen einfacher 

durchführbar sind. Ein gekoppeltes Modell wiederum bildet die reale Physik besser ab. In 

(Dowell 1980) wird hervorgehoben, dass die Automobilindustrie der Vorreiter bei der 

Verwendung von durch die FEM approximierten akustischen Moden zur Berechnung von 

Schallfeldern ist. Grundlage ist hierbei, dass die Lösung der Helmholtz-Differenzialgleichung 

durch eine sogenannte „starke“ Integralformulierung gelöst werden kann. Um die Ordnung der 

Differenzialgleichung an die der Randbedingungen für bereichsweise Ansatzfunktionen 

anzupassen, kann die starke Formulierung durch eine sogenannte „schwache“ 

Integralformulierung ersetzt werden. Beide Formulierungen liefern nach Kapitel 1.3 in (Hughes 

1987) identische Ergebnisse. Die korrekte Modellierung in schwach gedämpften Kavitäten hat 

dabei großen Einfluss auf die Berechnung. Besonders bei gekoppelten Struktur-Akustik-Moden 

erfordert nach (Freymann et al. 1995) der Anspruch an die Modellgenauigkeit einen hohen 

Rechenaufwand. Wie bei der BEM stellt sich folglich die Frage nach der benötigten Anzahl 

von Teilbereichen bzw. nach der benötigten Auflösung durch Elementknoten, um akustische 

Moden möglichst genau zu approximieren. In einem Rückblick auf die praktische Anwendung 

der FEM zur Berechnung von Schallfeldern in Autokabinen in (Lim 1996) wird eine 

Vernetzungsdichte von 8 Elementknoten pro akustischer Wellenlänge genannt. Nach (Kim und 

Lee 1998) ist die Berechnung des Strukturübertragungsverhaltens eines Fahrzeugmodells im 

Vergleich zur Berechnung des Übertragungsverhaltens in der Kavität deutlich aufwendiger. Der 

Grund dafür liegt in der Anzahl der zu berücksichtigen Moden zur Berechnung der Greenschen 

Funktion. Diese ist aufgrund der modalen Dichte für Strukturteile höher als für Luftkavitäten. 

Deshalb werden diese beiden Domänen in Anwendung auf Lärmminderungsmaßnahmen 

getrennt betrachtet. Das Strukturverhalten wird hierbei gemessen und das 
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Übertragungsverhalten in der Kavität wird über ein Finite-Elemente-Modell bestimmt. Daraus 

folgen auch die auf der FEM basierenden inversen Methoden, bei denen nur die akustische 

Domäne betrachtet wird. Wie bei der Vorwärtsrechnung können dazu gewichtete Residuen in 

Integralform einer partiellen Differenzialgleichung verwendet werden. Eine ausführliche 

Fehlerbetrachtung der numerischen Lösung der Helmholtz-Differenzialgleichung mit finiten 

Elementen erfolgt in (Babuška et al. 1997). Es wird hervorgehoben, dass die Güte des Finite-

Elemente-Modells nicht lokal bestimmbar ist. Die Vernetzung kann folglich nicht nur am 

interessierenden Ort erhöht werden. Die Wellen im gesamten Modell müssen über 

Ansatzfunktionen ausreichend gut approximiert werden. Ein Vergleich von gemessenen und 

mit der FEM berechneten Übertragungsfunktionen einer Autokabinenkavität erfolgt in (Lim 

2000) bei einer Vernetzungsdichte von 6 Elementknoten pro akustischer Wellenlänge. Im 

Kapitel 8 in (Zienkiewicz und Taylor 2000) wird eine Daumenregel mit einer 

Vernetzungsdichte von 10 Elementen pro akustischer Wellenlänge genannt. Es kann dabei ein 

hoher Rechenaufwand durch Finite-Elemente-Modelle folgen, wenn für größere System viele 

Freiheitsgrade benötigt werden. Aus dieser Tatsache leiten sich wiederum verschiedene 

Reduktionsverfahren ab, welche die Größe des resultierenden Gleichungssystems verringern. 

Die Vorwärtsrechnung kann z. B. nach Kapitel 9 in (Bathe und Zimmermann 2002) über ein 

Eigenwertproblem ausgedrückt werden. Im Vorfeld kann nach (Estorff 2003) zusätzlich die 

Geometrie des Finite-Elemente-Modells vereinfacht werden. Dazu zählt beispielsweise die 

Vernachlässigung von Versteifungselementen, die in das akustische Volumen ragen. Mit 

diesem Schritt senkt man die Anzahl der Freiheitsgrade im zu lösenden Eigenwertproblem und 

ermöglicht nach (Song et al. 2003) Vergleiche zwischen berechneten und gemessenen 

akustischen Moden für größere Volumina. 

Ein weiteres Verfahren nach (Maxit et al. 2002) und (Ouisse et al. 2005) basiert auf dem bereits 

genannten Impedanzansatz und unterteilt eine Luftkavität in Unterbereiche, die über Flächen 

gleicher Impedanz miteinander gekoppelt sind. Aus diesem Konzept der Vorwärtsrechnung 

leitet sich die inverse patch Transferfunktionsmethode ab (engl. Inverse Patch Transfer 

Function – IPTF), bei der die Kopplungsimpedanzterme nicht aus Randbedingungen berechnet, 

sondern mittels entsprechender Sensoren gemessen werden. Daraus ergibt sich ein inverses 

Problem zur Bestimmung von Schallfeldgrößen am Rand eines Unterbereiches der 

Gesamtkavität. Die Berechnung ist somit eine Umkehr der Methode der Greenschen 

Funktionen und benötigt als Basisfunktionen die akustischen Moden des Unterbereiches, 

welche analytisch oder mittels numerischer Methoden bestimmt werden. Damit ist das in 

(Aucejo et al. 2008) vorgestellte Verfahren auf beliebig geformte Oberflächen anwendbar. 

Ähnlich wie die Patch-NAH, die SONAH, die Patch-IBEM oder die Patch-ESM ist die IPTF 

für kleine Teilflächen in größeren Systemen geeignet. Durch Messung der Schallschnelle und 

des Schalldrucks am Rand eines Unterbereiches, ist die inverse Lösung unbeeinflusst von 

Störungen wie Reflexionen, Absorptionsflächen oder akustische Störquellen in der restlichen 

Umgebung. Dieser Vorteil kann aber auch als Nachteil ausgelegt werden, denn die Messung 

der Schallschnelle ist aufwendig und fehleranfällig. Die Auflösung wird dabei durch die Anzahl 

der Teilflächen (patches) und durch die Anzahl der zu verwendenden akustischen Moden 

begrenzt. Letztere muss wiederum die Anzahl der Teilflächen auf der Struktur übersteigen. Wie 

alle Methoden zur Rekonstruktion von Schallquellen unterliegt die IPTF dabei einer begrenzten 

Auflösung durch abklingende Wellenanteile, die von einer Struktur abgestrahlt werden. Hier 

kommt allerdings erschwerend hinzu, dass nach (Aucejo et al. 2010) die Größe des 

Unterbereiches dadurch begrenzt ist, weil die Bereichsgrenzflächen gleichzeitig den 

Messbereich definieren. Die Ergebnisse in (Totaro et al. 2015) zeigen, dass eine Unterteilung 
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der Strukturoberfläche in Flächen von mindestens einem Viertel der kleinsten auftretenden 

Wellenlänge auf der Struktur durchgeführt werden sollte. Wie in (Xiang et al. 2015) und (Xiang 

et al. 2016) demonstriert, können bei einfachen Geometrien analytische Methoden die 

Berechnung vereinfachen. Eine Abwandlung der IPTF aus (Forget et al. 2016) ermöglicht die 

Schallquellenrekonstruktion ohne Messung der Schallschnelle nur anhand der Messung des 

Schalldrucks im Inneren des Unterbereiches. Die inverse Berechnungsmethode ist so ausgelegt, 

dass der Schalldruck im Teilvolumen und auf einer zugehörigen virtuellen Fläche gemessen 

werden muss. Eine Herausforderung ist dabei, dass die verwendeten Basisfunktionen keine 

physikalische Bedeutung haben, weil sie nur für einen Teilbereich gelten und nicht die 

physikalischen Eigenschaften einer real existierenden Kavität abbilden. Aus diesem Grund 

steigt der Messaufwand. 

Ein weiteres Verfahren zur Reduktion wird in (Guyan 1965) vorgestellt und unterteilt das aus 

der FEM resultierende Gleichungssystem in Elementknoten, die eine Last erfahren, und in 

lastfreie Elementknoten. Die lastfreien Anteile können anschließend eliminiert werden. In 

(Wilson 1974) erfolgt eine allgemeinere Darstellung des zugehörigen Algorithmus. Aus der 

Unterteilung des Gleichungssystems leitet sich die inverse Finite-Elemente-Methode (engl. 

Inverse Finite Element Method – IFEM) ab, welche in bestimmten Teilen der Geometrie Werte 

als gegeben annimmt, um Größen am Rand und im restlichen Schallfeld zu rekonstruieren. 

Anwendungen findet ein solches Verfahren z. B. in (Dennis und Dulikravich 1999), (Throne 

und Olson 2001) und (Bobrovntskii 2001) bezogen auf Problemstellungen der Wärmeleitung 

und der Strukturdynamik unter Verwendung der bereits genannten Tikhonov-Regularisierung 

und iterativer Regularisierungsverfahren. Anwendungen zur Rekonstruktion eines 

umschlossenen Schalldruckfeldes auf Basis von einigen wenigen gemessenen 

Schalldruckwerten finden sich in (Drenckhan et al. 2004) und (Anderssohn et al. 2006). In 

(Anderssohn und Marburg 2007) wird die Randadmittanz bei gegebener Erregung eines 

beliebig geformten Volumens iterativ rekonstruiert. Grundlage hierfür ist die Annahme einer 

gemischten Randbedingung (Robin-Randbedingung). In (Weber et al. 2010) wird als 

Erweiterung das akustische Energiepotenzial in einer durch finite Elemente diskretisierten 

Kavität minimiert, um dominante Schallquellen zu identifizieren. Dies führt jedoch bei 

Systemen mit vielen Freiheitsgraden schnell zu sehr großen Matrizen, die iterativ invertiert 

sowie regularisiert werden müssen. Ein FEM-basierter Ansatz zur breitbandigen 

Schallquellenidentifikation in Räumen ist in (Dokmanic und Vetterli 2012) dokumentiert. Es 

wird dabei auf Nachteile der numerischen Umsetzbarkeit hingewiesen. Vor allem erzeugt das 

Invertieren der kompletten dynamischen Steifigkeitsmatrix eine hohe Rechenlast. 

Forschungsarbeiten in (Kaltenbacher et al. 2018) nutzen die FEM zusammen mit einer 

Formulierung eines an die Tikhonov-Regularisierung angelehnten Optimierungsproblems mit 

Nebenbedingungen zur Schallquellenidentifikation. Die Nebenbedingungen beinhalten 

Messdaten des Schalldrucks an Mikrofonpositionen. Diese Arbeiten gliedern sich zu den 

Anwendungen in der Tabelle 5 zum Thema Beamforming ein. 

Es gibt keinen optimalen Weg, um Lärmquellen sicher lokalisieren zu können. Man kann aus 

dem breiten Spektrum der oben genannten Verfahren wählen und möglichst mehrere davon 

anwenden und vergleichen. Zusammenfassungen von Methoden zur Lärmquellenidentifikation 

finden sich u. a. in (Ebbing und Hodgson 1974), (Batel et al. 2003), (Magalhaes und Tenenbaum 

2004), (Wu 2008), (Tomasini 2009), (Wu 2010), im Kapitel 16 in (Zeller 2012), in (Ginn und 

Haddad 2012) und in (Bai et al. 2013). 

 



1 Einleitung zur inversen Schallquellenidentifikation 

27 

Tabelle 6: Anwendungsbeispiele der FEM-basierten NAH 

Anwendung Methode Literaturquelle 

Flugzeugkabinensektion IFEM (Kletschkowski et al. 2011) 

Balken (Kraftrekonstruktion) IFEM (Lage et al. 2014) 

Ölwanne IPTF (Totaro et al. 2015), 

(Forget et al. 2016) 

 

1.5 Beitrag der Dissertation 

Die Motivation für die in dieser Arbeit beabsichtigten Formulierung der NAH basierend auf 

der FEM besteht darin, die Vorteile des numerischen Modalansatzes für Schallfelder in Räumen 

zu nutzen, um Schallquellen, die aus Strukturschwingungen resultieren, invers zu 

rekonstruieren. In dem vorgeschlagenen Ansatz werden Schalldruckmessungen mittels linearer 

Approximation der akustischen Umgebung durch finite Elemente mit der Normalkomponente 

der Schallschnelle an den Kavitätsrändern in Beziehung gesetzt. Da es mehrere FEM-

Softwarepakete gibt, kann dieser Ansatz eine größere Bandbreite von Anwendern mit 

Methoden zur Lokalisierung von Schallquellen ausstatten. Das vorgeschlagene Verfahren 

stammt aus derselben FEM-basierten Familie wie der Substrukturansatz (IPTF), vermeidet 

jedoch, dass Schalldrücke oder Schallschnellen an virtuellen Grenzflächen gemessen werden 

müssen. Es ist zu beachten, dass es als ein Spezialfall der IPTF mit gemischten 

Randbedingungen angesehen werden kann. Wenn man in (Forget et al. 2016) im Abschnitt 2.2 

die virtuelle- durch eine schallharte Fläche ersetzt, gelangt man zu dem in der vorliegenden 

Arbeit angestrebten Ansatz. Dieser Schritt kann allerdings zusammen mit der geometrischen 

Problemdefinition in der Abbildung 1 in (Forget et al. 2016) irreführend sein. Die Lücke 

zwischen der IPTF mit gemischten Randbedingungen und der NAH in beliebig geformten 

Räumen wird mit dieser Arbeit geschlossen. Dabei wird sich das im Kapitel 1.5 in (Bishop und 

Johnson 1979) dokumentierte Konzept der Rezeptanz zunutze gemacht. Im Fachbereich der 

inversen Kräftedetektion, z. B. nach (Bartlett und Flannelly 1979) und (Lage et al. 2014), ist 

der in dieser Arbeit zur Anwendung kommende Ansatz weit verbreitet. Inhomogene 

Schallwellen, die vom Rand zur Kavitätsmitte hin schnell abklingen, erfordern jedoch die 

Erweiterung der bestehenden Methodik mit Einflussgrößen aus der NAH. 

1.6 Struktur der Dissertation 

Wie bisher erläutert resultieren inverse Verfahren immer aus einer Vorwärtsrechnung (direktes 

Problem). Deshalb wird im Kapitel 2 zuerst die wohlbekannte direkte Problemstellung zur 

Berechnung eines umschlossenen Schallfeldes aus gegebenen Randbedingungen mit modalen 

Koordinaten anhand eines eindimensionalen Beispiels aufgezeigt. Dem werden die strenge 

Lösung sowie die Lösung des Kirchhoff-Helmholtz-Integrals gegenübergestellt. Ziel dabei ist 

es, die Auswahl eines für umschlossene Schallfelder geeigneten Verfahrens als Basis für eine 

inverse Formulierung im vorher festgelegten Helmholtz-Zahl-Bereich zwischen 1/3 und 3 zu 

treffen. Für einfache Geometrien konvergiert die Lösung der FEM zum Ergebnis des gewählten 

modalen Ansatzes. Voraussetzung dafür ist, dass die analytische Lösung mittels einer 

ausreichenden Anzahl von Summengliedern (berücksichtigte akustische Moden) konvergiert. 

Dieser Sachverhalt wird sich zunutze gemacht, um anhand einer zweidimensionalen Kavität die 

wichtigsten Einflussfaktoren einer Vorwärtsrechnung aufzuzeigen, ohne dabei den Einfluss der 

Diskretisierung durch die FEM berücksichtigen zu müssen. Im Anschluss erfolgt der Übergang 

von der analytischen Formulierung eines Schallfeldes durch das Kirchhoff-Helmholtz-Integral 
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und der homogenen Neumann-Randbedingung zur numerischen Formulierung auf Basis finiter 

Elemente. Weiterhin wird ein aus der FDM bekanntes Verfahren aus (Pope et al. 1987) 

aufgezeigt, welches den Rechenaufwand für umschlossene Schallfelder durch Kombination der 

FEM mit analytischen Ansatzfunktionen verringert. Im Anschluss wird aus diesen Modellen in 

Kapitel 3 ein inverses Verfahren zur Lärmquellenidentifikation hergeleitet. Wichtige 

Einflussfaktoren sowie geeignete Regularisierungsverfahren werden erneut anhand einfacher 

Beispiele erläutert. Experimentelle Rekonstruktionen der Schallschnelle in einem Airbus 

A400M-Rumpf durch gemessene Schalldrücke in dessen Inneren finden sich im Kapitel 4.  
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2 Vorwärtsrechnung 

Mit dem Ziel der Entwicklung einer inversen mathematischen Beziehung zwischen dem 

Schalldruck als Wirkung zu dessen unbekannter Ursache, muss zuerst die dazu passende 

Vorwärtsrechnung definiert werden. Da sich diese Fragestellung in der vorliegenden Arbeit auf 

vollständig umschlossene Schallfelder beliebiger Form bezieht, sollen möglichst einfache 

Lösungsmethoden der Raumakustik zur Beantwortung herangezogen und verglichen werden. 

Dem vorangestellt muss der Bereich der zu betrachtenden Helmholtz-Zahlen, dem Verhältnis 

der charakteristischen Länge eines geometrischen Gebildes zu den auftretenden akustischen 

Wellenlängen, festgelegt werden. Ohne diese Information müssten alle vorhandenen Verfahren 

zur Schallfeldberechnung, also auch statistische Verfahren oder Ray-Tracing-Methoden 

berücksichtigt werden. Es soll sich nach den Aussagen im Kapitel 9 in (Morse und Ingard 1968) 

auf eine maximale Helmholtz-Zahl von drei festgelegt werden, um mit dieser Begrenzung 

passende Verfahren für die Vorwärts- und Rückwärtsrechnung identifizieren zu können. 

Hierbei wird nach (Schroeder und Kuttruff 1962) von einem Abstand zwischen akustischen 

Moden ausgegangen, der breiter als die Bandbreite einer einzelnen Mode ist. Damit tragen 

endlich viele gewichtete orthogonale Basisfunktionen zu einer Lösung bei, die von 

Randbedingungen abhängig ist. Verluste während der Schallausbreitung durch Quellen und 

Senken im umschlossenen Fluid werden vernachlässigt. Die folgenden Untersuchungen zur 

Vorwärtsrechnung beziehen sich im Vergleich zu den Betrachtungen in (Lyamshev 1960) und 

(Wendoloski 2000) ausschließlich auf deterministische Funktionen und damit auf örtlich 

kohärente Schallquellen. 

2.1 Berechnungsmethoden der Raumakustik 

Das einfachste Beispiel zur Berechnung eines umschlossenen Schallfeldes ist die strenge 

Lösung für den in der Abbildung 1 dargestellten eindimensionalen Fall des Schallrohres mit 

der Länge 𝐿 = 1 m. Bei diesem akustischen Innenraumproblem ist die Lösung der 

zeitharmonischen Schallfeldgrößen Schalldruck und Schallschnelle im gesamten Volumen 

durch deren Werte am Rand definiert. Es wird dabei von einem eingeschlossenen isothermen, 

homogenen, nichtviskosen, komprimierbaren sowie stationären Fluidmedium (Luft) 

ausgegangen. Weiterhin wird angenommen, dass das Schallfeld zeitharmonisch gestört wird. 

Die Abhängigkeit von der Zeit 𝑡, nach (Bouwkamp 1946) ausgedrückt durch den Term 𝑒−j𝜔𝑡, 

wird in den folgenden Gleichungen weggelassen. 𝜔 bezeichnet die akustische Kreisfrequenz 

und wird als konstant angenommen. j bezeichnet die komplexe Einheit (j = √−1). Die 

Erregungskoordinate 𝑥′ wird zum Vergleich mit noch folgenden Lösungen eingeführt. Sie wird 

verwendet, um Aufpunkte und Erregungspunkte nach (Sommerfeld 1912) zu unterscheiden. 

Dabei ist anzumerken, dass Erregungspunkte auch innerhalb des eindimensionalen Modells 

liegen können. Getreu der Herleitung im Kapitel 8.3 in (Williams 1999) zeigt der 

Normalenvektor 𝑛⃗  nach außen. Ursache dafür ist die Begründung der Theorie zur Beschreibung 

eines akustischen Innenraumproblems auf dem Greenschen Theorem und dessen Verbindung 

zum Gaußschen Integralsatz. Das umschlossene Schallfeld muss an jedem Ort 𝑥 die homogene 

Helmholtz-Differenzialgleichung 

(
𝑑2

𝑑2𝑥
+ 𝑘2)𝑝(𝑥) =  0 (1) 
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Abbildung 1: Eindimensionales Schallfeld der Länge 𝐿 mit harmonischen Schnelle-Erregungen 𝑣1 und 

𝑣2; der Normalenvektor 𝑛⃗  zeigt nach außen; die Koordinaten 𝑥 und 𝑥′ beschreiben unabhängig 

voneinander die gesamte Länge von 0 bis 𝐿; die Randdomäne wird mit Π und die Innendomäne wird 

mit Ω bezeichnet 

mit der Kreiswellenzahl 𝑘 erfüllen. Der Schallwechseldruck wird dabei mit 𝑝 bezeichnet. Diese 

Gleichung legt fest, welche Art von Wellen im Schallfeld existieren „dürfen“. Sie beantwortet 

nicht Frage, welche Wellen auftreten. Dazu werden nacheinander Randbedingungen zur 

Lösung der Problemstellung durch Superposition definiert: 

𝑣(𝑥 = 0) = 𝑣1, (2) 

𝑣(𝑥 = 𝐿) = 0. (3) 

𝑣1 bezeichnet die gegebene Schallschnelle als harmonische Störung des Schallfeldes. Unter der 

Annahme, dass sich das Schallfeld aus einer hin- und einer rücklaufenden Welle 

zusammensetzt, ergibt sich nach Kapitel 9 in (Kuttruff 2007) der Ansatz: 

𝑝(𝑥) = 𝑝̂(𝑒j𝑘(𝐿−𝑥) + 𝑒−j𝑘(𝐿−𝑥)). (4) 

𝑝̂ bezeichnet die Schalldruckamplitude. Der erste Term repräsentiert mit der gewählten 

Zeitkonvention eine in 𝑥-Richtung (vorwärts) laufende Welle, weil man den Winkel in der 

Ansatzfunktion (Position der Wellenfront) −𝜔𝑡 ± 𝑘𝑥 dadurch konstant hält, dass die Welle in 

positiver 𝑥-Richtung bewegt wird. Siehe dazu z. B. die Argumentation im Kapitel 3.9.2 in (Fahy 

2000). Hierbei wird davon ausgegangen, dass in einem stehenden Wellenfeld vor- und 

rücklaufende Wellen dieselbe Amplitude aufweisen, weil die hinlaufende Schallwelle 

vollständig am starren Abschluss bei  𝑥 = 𝐿 reflektiert wird. Der Koordinatenursprung ist durch 

den Ausdruck (𝐿 − 𝑥) auf die gegenüberliegende Seite der Erregungsposition bei 𝑥 = 0 

verschoben. Dieses Vorgehen hat Einfluss auf das Lösungsschema. Ohne diesen „Trick“ 

gelangt man mit den folgenden Schritten nicht zum Ziel. Strenge Lösungen für die erzwungene 

Schwingung von Luft in einem schallhart abgeschlossenen Rohr ohne das Verschieben des 

Nullpunktes finden sich z. B. im Kapitel 2.4 in (Beranek 1996), im Kapitel 1.9 in (Nelson und 

Elliott 1993), in (Marburg 2005) und im Kapitel 3.4.4 in (Pierce 2019). Mit dem 

Zusammenhang aus der Euler-Gleichung im Kapitel 5.2 in (Kuttruff 2007)  

j𝜔𝜚𝑣(𝑥) = −
𝑑𝑝

𝑑𝑥
 (5) 

kann die Schallschnelle 𝑣(𝑥) über 
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𝑣(𝑥) =
𝑝̂

𝑐𝜚
(𝑒j𝑘(𝐿−𝑥) − 𝑒−j𝑘(𝐿−𝑥)) (6) 

beschrieben werden. 𝑐 bezeichnet die Schallgeschwindigkeit (343 m/s) und 𝜚 bezeichnet die 

Dichte von Luft (1,2 kg/m³). Durch Anwenden der Randbedingung aus der Gleichung (2) auf 

die Gleichung (6) und dem Einsetzen des daraus resultierenden Ergebnisses für 𝑝̂ in die 

Gleichung (4) erhält man die strenge Lösung für die erzwungene Schalldruckverteilung: 

𝑝(𝑥) = 𝑣1𝑐𝜚
𝑒j𝑘(𝐿−𝑥) + 𝑒−j𝑘(𝐿−𝑥)

𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿
. (7) 

Allgemeiner kann man diese Gleichung z. B. nach (Sommerfeld 1912) in 

𝑝(𝑥) = 𝑍(𝑥|𝑥′)𝑣1(𝑥
′) (8) 

umschreiben, wobei die Übertragungsfunktion 𝑍(𝑥|𝑥′) die Erregung 𝑣1 am Punkt 𝑥′ = 0 auf 

die Koordinate 𝑥 und damit auf 𝑝(𝑥) abbildet. Durch Einführen einer zweiten Erregung als eine 

Schallschnelle 𝑣2 am rechten Rand erhält man mit dem Ansatz 

𝑝(𝑥) = 𝑝̂(𝑒j𝑘𝑥 + 𝑒−j𝑘𝑥) (9) 

sowie den Randbedingungen 

𝑣(𝑥 = 0) = 0 (10) 

und 

𝑣(𝑥 = 𝐿) = −𝑣2 

 

(11) 

das Gleichungssystem: 

𝑝(𝑥) = [𝑐𝜚
𝑒j𝑘(𝐿−𝑥) + 𝑒−j𝑘(𝐿−𝑥)

𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿
 𝑐𝜚
𝑒j𝑘𝑥 + 𝑒−j𝑘𝑥

𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿
]

⏟                          

Z

[
𝑣1
𝑣2
] . 

(12) 

Hierbei wird 𝐙 nach (Tounour et al. 2000) und (Estorff 2003) als akustische Transfer- oder auch 

als Impedanzmatrix bezeichnet. Eine strenge Lösung existiert nur für eine kleine Gruppe 

akustischer Modelle und lässt sich deshalb nur begrenzt auf reale Umgebungen übertragen. Eine 

weitere Möglichkeit zur Berechnung des Schallfeldes in Abhängigkeit von Randbedingungen 

ist die Umformung der Problemstellung in eine Integralformulierung. In der Akustik wird dabei 

das Kirchhoff-Helmholtz-Integral verwendet. Es leitet sich z. B. nach Kapitel 4 in (Junger und 

Feit 1986) aus der zweiten Greenschen Identität und der Funktion zur Lösung der inhomogenen 

Helmholtz-Differenzialgleichung für eine Punktquelle im Freifeld her. Letztere wird häufig 

auch als Greensche Freifeldfunktion oder Elementarlösung bezeichnet. Als wichtige 

Voraussetzung ist dabei zu nennen, dass die zu beschreibende Funktion sowie ihre erste und 

zweite Ableitung kontinuierlich sein müssen (siehe dazu in (Skudrƶyk 1971) das Kapitel 23.1). 

Diese Annahme trifft auf das akustische Potenzial bzw. auf ein skalares Schallfeld zu. Als 

Ergebnis lässt sich die Schalldruckverteilung für den eindimensionalen Fall nach der Gleichung 

8.15 auf der Seite 256 in (Williams 1999) mit 
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𝑝(𝑥) = ∫ 𝐺(𝑥|𝑥′)
𝑑𝑝(𝑥′)

𝑑𝑛⃗ 

𝐿

0

𝑑𝑥′ − ∫
𝑑𝐺(𝑥|𝑥′)

𝑑𝑛⃗ 
𝑝(𝑥′)

𝐿

0

𝑑𝑥′ (13) 

beschreiben, wobei vorerst von einer beliebigen Ansatzfunktion 𝐺(𝑥|𝑥′) ausgegangen wird. 

𝑝(𝑥′) bezeichnet den als Erregung wirkenden Schalldruck am Rand. 𝑛⃗  bezeichnet den 

Normalenvektor am betrachteten Randpunkt 𝑥′. Zum Lösen der Gleichung (13) können für 

𝐺(𝑥|𝑥′) die eindimensionalen Greenschen Freifeldfunktionen  

𝐺(𝑥|𝑥′) =
𝑒j𝑘(𝑥−𝑥

′)

2j𝑘
 für 𝑥′ < 𝑥 (14) 

und 

𝐺(𝑥|𝑥′) =
𝑒j𝑘(𝑥

′−𝑥)

2j𝑘
 für 𝑥′ > 𝑥 (15) 

aus (Sommerfeld 1912) eingesetzt werden. Da die Erregung hier ausschließlich am Rand 

stattfindet, wird das Integral aus der Gleichung (13) an den Positionen 𝑥′ = 0 und 𝑥′ = 𝐿 

ausgewertet. Man erhält demnach 

𝑝(𝑥) = 𝐺(𝑥|𝑥′ = 𝐿)
𝑑𝑝(𝑥′ = 𝐿)

𝑑𝑛⃗ 
−
𝑑𝐺(𝑥|𝑥′ = 𝐿)

𝑑𝑛⃗ 
𝑝(𝑥′ = 𝐿) − 

𝐺(𝑥|𝑥′ = 0)
𝑑𝑝(𝑥′ = 0)

𝑑𝑛⃗ 
+
𝑑𝐺(𝑥|𝑥′ = 0)

𝑑𝑛⃗ 
𝑝(𝑥′ = 0), 

(16) 

mit den Termen der Elementarlösung aus der Gleichung (14): 

𝐺(𝑥|𝑥′ = 0) =
𝑒j𝑘𝑥

2j𝑘
 für 𝑥′ < 𝑥, 

𝐺(𝑥|𝑥′ = 𝐿) =
𝑒j𝑘(𝐿−𝑥)

2j𝑘
 für 𝑥′ > 𝑥, 

(17) 

den Termen der Ableitung der Elementarlösung nach 𝑥 am Rand in Richtung von 𝑛⃗ : 

𝑑𝐺(𝑥|𝑥′ = 0)

𝑑𝑛⃗ 
=  
𝑒j𝑘𝑥

2
 für 𝑥′ < 𝑥, 

𝑑𝐺(𝑥|𝑥′ = 𝐿)

𝑑𝑛⃗ 
= −

𝑒j𝑘(𝐿−𝑥)

2
 für 𝑥′ > 𝑥, 

(18) 

den Termen der Ableitung des Schalldrucks am Rand nach der Gleichung (5): 

𝑑𝑝(𝑥′ = 0)

𝑑𝑛⃗ 
= j𝜔𝜚𝑣1, 

𝑑𝑝(𝑥′ = 𝐿)

𝑑𝑛⃗ 
= −j𝜔𝜚𝑣2, 

(19) 
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und den Termen der als Erregung wirkenden Schalldrücke nach der Gleichung (12): 

𝑝(𝑥′ = 0) = 𝑣1𝑐𝜚
𝑒j𝑘𝐿 + 𝑒−j𝑘𝐿

𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿
+ 𝑣2𝑐𝜚

2

𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿
, 

𝑝(𝑥′ = 𝐿) = 𝑣1𝑐𝜚
2

𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿
+ 𝑣2𝑐𝜚

𝑒j𝑘𝐿 + 𝑒−j𝑘𝐿

𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿
. 

(20) 

Durch Einsetzen der Gleichungen (17) - (20) in die Gleichung (16) erhält man: 

𝑝(𝑥) = −
𝑒j𝑘(𝐿−𝑥)

2
𝑣2𝑐𝜚 +

𝑒j𝑘(𝐿−𝑥)

2
(𝑣1𝑐𝜚

2

𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿
+ 𝑣2𝑐𝜚

𝑒j𝑘𝐿 + 𝑒−j𝑘𝐿

𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿
) − 

𝑒j𝑘𝑥

2
𝑣1𝑐𝜚 +

𝑒j𝑘𝑥

2
(𝑣1𝑐𝜚

𝑒j𝑘𝐿 + 𝑒−j𝑘𝐿

𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿
+ 𝑣2𝑐𝜚

2

𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿
) . 

(21) 

Durch das Erweitern der vorderen Terme beider Zeilen in der Gleichung (21) mit 

(𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿)

(𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿)
, 

gelangt man zu dem Ausdruck: 

𝑝(𝑥) =
𝑣2𝑐𝜚

2

𝑒−j𝑘𝑥 − 𝑒j𝑘(2𝐿−𝑥)

𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿
+ 𝑣1𝑐𝜚

𝑒j𝑘(𝐿−𝑥)

𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿
+
𝑣2𝑐𝜚

2

𝑒−j𝑘𝑥 + 𝑒j𝑘(2𝐿−𝑥)

𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿
+ 

𝑣1𝑐𝜚

2

𝑒−j𝑘(𝐿−𝑥) − 𝑒j𝑘(𝐿+𝑥)

𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿
+
𝑣1𝑐𝜚

2

𝑒−j𝑘(𝐿−𝑥) + 𝑒j𝑘(𝐿+𝑥)

𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿
+ 𝑣2𝑐𝜚

𝑒j𝑘𝑥

𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿
. 

(22) 

Nach Addition löschen sich die Terme außerhalb des Definitionsbereiches der Koordinate 𝑥 

(𝑒j𝑘(2𝐿−𝑥) und 𝑒j𝑘(𝐿+𝑥)) aus und Terme im Inneren (𝑒−j𝑘𝑥 und 𝑒−j𝑘(𝐿−𝑥)) überlagern sich, wobei 

letztere mit der oben gewählten Zeitkonvention rücklaufende (reflektierte) Wellen 

repräsentieren. Es resultiert folglich bei der Verwendung des Kirchhoff-Helmholtz-Integrals, 

zusammen mit den als gegeben angenommenen Schallfeldgrößen Schalldruck und 

Schallschnelle auf dem Rand Π, das bereits aufgezeigte Ergebnis der strengen Lösung aus der 

Gleichung (12): 

𝑝(𝑥) = 𝑣1𝑐𝜚
𝑒j𝑘(𝐿−𝑥) + 𝑒−j𝑘(𝐿−𝑥)

𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿
+ 𝑣2𝑐𝜚

𝑒j𝑘𝑥 + 𝑒−j𝑘𝑥

𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿
. (23) 

Für Schallfelder höherer Dimension ergibt sich die Lösung mittels Kirchhoff-Helmholtz-

Integral als Überlagerung aus einer Monopol- und einer Dipolschicht am Rand. Die 

Monopolschicht entspricht die Luftbewegung durch die akustische Quelle. Die Dipolschicht 

repräsentiert den Einfluss des Randes auf das Schallfeld, wobei es am Rand zur Reflexion in 

das Volumen und zur Auslöschung außerhalb von Π kommt. Ausführlichere physikalische 

Interpretationen dazu finden sich u. a. auf den Seiten 22-25 in (Helmholtz 1860), im Kapitel 4 

in (Baker und Copson 1939), im Kapitel 11 in (Skudrƶyk 1954), im Kapitel 9.6 in (Nelson und 

Elliott 1993) und im Kapitel 6.4.6 in (Fahy 2000). Bei Problemstellungen für Schallfelder in 

Räumen mit nicht analytisch beschreibbarer Geometrie werden häufig solche 

Integralformulierungen verwendet. Sie haben den Vorteil, dass sie auch ohne bekannte 
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Ansatzfunktionen, die bestimmte Randbedingungen eines Raumes erfüllen müssen, 

systematisch lösbar und dabei äquivalent zu der strengen Lösung der Helmholtz-

Differenzialgleichung sind. 

Zur Lösung des Integrals müssen der Schalldruck sowie die Schallschnelle am Rand bekannt 

sein. Es tritt häufig der Fall auf, dass nur eine der beiden Schallfeldgrößen am Rand bekannt 

bzw. messbar ist. Als Beispiel wäre die Erregung des eindimensionalen Schallfeldes in einem 

beidseitig geschlossenen Rohr durch die Schwingung einer Lautsprechermembran zu nennen. 

Die zeitabhängige Verschiebung der Lautsprechermembranoberfläche lässt sich z. B. durch 

Beschleunigungssensoren oder durch ein Laser-Doppler-Vibrometer messen, wohingegen der 

Schalldruck über ein Mikrofon im Nahfeld der Membran nach (Snyder und Hansen 1989) 

schwieriger zu bestimmen ist. Wenn jedoch in einem zu beiden Enden hin offenem Schallrohr 

die Schalldruckverteilung in einem Teilbereich des Rohres berechnet werden soll, ist es 

einfacher, am Rand dieses Bereiches den Schalldruck über Mikrofone zu messen. Hier wäre die 

Messung der Schallschnelle über die Berechnung des Gradienten des Schalldrucks nach der 

Gleichung (5) aufwendiger. Diese Überlegungen geben Anlass dazu das Kirchhoff-Helmholtz-

Integral mit nur einer bekannten Schallfeldgröße am Rand lösbar zu machen. Dafür wird nach 

Kapitel 4 in (Pockels 1891) die Greensche Funktion für das Freifeld durch die entsprechende 

Greensche Funktion des zu berechnenden Innenraumproblems ersetzt. Das daraus resultierende 

Ergebnis ist äquivalent zur Lösung mithilfe des Kirchhoff-Helmholtz-Integrals als Ersetzung 

der Randbedingungen durch Monopol- und Dipolquellen. Demnach kann zur Vereinfachung 

der Gleichung (13) anstelle der eindimensionalen Greenschen Freifeldfunktion eine andere 

Greensche Funktion eingesetzt werden, die das akustische Übertragungsverhalten der 

inhomogenen Helmholtz-Differenzialgleichung 

(
𝑑2

𝑑2𝑥
+ 𝑘2)𝐺(𝑥|𝑥′) =  −𝛿(𝑥 − 𝑥′) (24) 

erfüllt. Damit geht man über zum sogenannten modalen Ansatz bzw. zur Methode der 

Greenschen Funktionen. Die Einführung der Dirac-Funktion führt zu der physikalischen 

Interpretation, dass die Greensche Funktion den Wert des Schalldrucks am Punkt 𝑥 annimmt, 

welcher durch eine Einheitslast der Dichte 𝛿 konzentriert am Punkt 𝑥′ entsteht. Aus der 

inhärenten Symmetrie Greenscher Funktionen folgt, dass diese gleichzeitig den Schalldruck in 

𝑥′ durch eine Einheitslast am Punkt 𝑥 beschreibt. Allgemein gilt das für jeden Punkt am Rand 

und im Volumen. Die zwei geläufigsten Möglichkeiten zur Vereinfachung des Kirchhoff-

Helmholtz-Integrals können nach Kapitel 3.4 in (Colton und Kress 2013a) in den Annahmen  

𝑑𝐺(𝑥|𝑥′)

𝑑𝑛⃗ 
= 0  (Neumann-Randbedingung), (25) 

𝐺(𝑥|𝑥′) = 0  (Dirichlet-Randbedingung) (26) 

für die Randbedingungen auf Π formuliert werden. Eine grafische Darstellung zur 

Verdeutlichung der Bedeutung der Randbedingungen für den eindimensionalen Fall im Bezug 

zum Kirchhoff-Helmholtz-Integral findet sich im Kapitel 4.7.4. in (Kim 2010). Eine 

zweidimensionale Darstellung erfolgt in (Berkhout und Wapenaar 1989). Nach Kapitel 9.2.2 in 

(Bruneau 2006) nutzt man für gewöhnlich die Neumann-Randbedingung. Durch Einsetzen der 

Gleichung (25) in die obige Gleichung (13) verschwindet der rechte Integralterm. Damit ist die 

Lösung für 𝑝(𝑥) nur noch von dem gegebenen Schalldruckgradienten am Rand abhängig: 
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𝑝(𝑥) = ∫ 𝐺N(𝑥|𝑥′)
𝑑𝑝(𝑥′)

𝑑𝑛⃗ 

𝐿

0

𝑑𝑥′. (27) 

Analog dazu ergibt sich das Gleichungssystem 

𝑝(𝑥) = −∫
𝑑𝐺Di(𝑥|𝑥

′)

𝑑𝑛⃗ 
𝑝(𝑥′)

𝐿

0

𝑑𝑥′ , (28) 

welches nur von den Schalldrücken am Rand abhängt, wenn man die Dirichlet-Randbedingung 

aus der Gleichung (26) in die Gleichung (13) einsetzt. Die Greenschen Funktionen 𝐺N und 𝐺Di 
erhält man durch die Summation von Basisfunktionen, welche die homogenen 

Randbedingungen in den Gleichungen (25) und (26) erfüllen. Die nötige Kenntnis über diese 

Basisfunktionen zählt zu den wichtigsten Nachteilen des modalen Ansatzes. Im einfachsten Fall 

des starr abgeschlossenen eindimensionalen Schallfeldes besteht die gesuchte Summe nach 

Kapitel 12 in (Cremer und Müller 1976) aus mit der Amplitude 𝐴𝑟 gewichteten 

Kosinusfunktionen 

𝐺N(𝑥|𝑥
′) =∑𝐴𝑟

∞

𝑟=0

cos (
𝑟𝜋𝑥

𝐿
) , (29) 

da diese aufgrund ihrer Periodizität am Rand den Wert 0 annehmen. Sie werden auch Neumann-

Moden genannt. Durch Ersetzen der Kosinus- durch eine Sinusfunktion gelangt man zu den 

Dirichlet-Moden. Setzt man nun den Neumann-Ansatz aus der Gleichung (29) in die Gleichung 

(24) ein, ergibt sich: 

∑𝐴𝑟

∞

𝑟=0

(
𝑑2

𝑑2𝑥
cos (

𝑟𝜋𝑥

𝐿
) + 𝑘2 cos (

𝑟𝜋𝑥

𝐿
)) =  −𝛿(𝑥 − 𝑥′). (30) 

Zunächst resultiert aus der zweifachen Ableitung: 

∑𝐴𝑟

∞

𝑟=0

(𝑘2 − (
𝑟𝜋

𝐿
)
2

) cos (
𝑟𝜋𝑥

𝐿
) =  −𝛿(𝑥 − 𝑥′). (31) 

Man multipliziert den resultierenden Ausdruck auf beiden Seiten mit cos
𝑚𝜋𝑥

𝐿
, um die 

Erregungsfunktion auf der rechten Seite vereinfacht als eine von der freien Schwingung 

unabhängige Kreisfunktion darzustellen: 

∑𝐴𝑟

∞

𝑟=0

(𝑘2 − (
𝑟𝜋

𝐿
)
2

) cos (
𝑟𝜋𝑥

𝐿
) cos (

𝑚𝜋𝑥

𝐿
) =  − cos (

𝑚𝜋𝑥

𝐿
) 𝛿(𝑥 − 𝑥′). (32) 

Im nächsten Schritt wird über die Länge 𝐿 aufintegriert: 

∑𝐴𝑟

∞

𝑟=0

(𝑘2 − (
𝑟𝜋

𝐿
)
2

)∫ cos (
𝑟𝜋𝑥

𝐿
) cos (

𝑚𝜋𝑥

𝐿
) 𝑑𝑥

𝐿

0

= −∫ cos (
𝑚𝜋𝑥

𝐿
) 𝛿(𝑥 − 𝑥′) 𝑑𝑥

𝐿

0

. (33) 

Aufgrund der Orthogonalität der Kosinusfunktionen reduziert sich der Integralterm auf der 

linken Seite zu: 
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1

𝜀𝑟
= ∫ cos (

𝑟𝜋𝑥

𝐿
) cos (

𝑚𝜋𝑥

𝐿
)𝑑𝑥

𝐿

0

= {
𝐿, 𝑟 = 𝑚 und 𝑟 = 0
𝐿

2
, 𝑟 = 𝑚 und 𝑟 ≠ 0

. (34) 

Mit der Ausblendeeigenschaft der Dirac-Funktion sowie der Orthogonalität der 

Kosinusfunktionen folgt: 

𝐴𝑟 (𝑘
2 − (

𝑟𝜋

𝐿
)
2

)
1

𝜀𝑟
= − cos (

𝑟𝜋𝑥′

𝐿
) . (35) 

Das Summensymbol wird an dieser Stelle weggelassen, da es hierbei um die Bestimmung der 

Größe 𝐴𝑟 innerhalb der Summe in der Gleichung (29) geht. Der Index 𝑚 auf der rechten Seite 

in der Gleichung (33) ändert sich zu 𝑟, weil nach der Gleichung (34) alle anderen Terme zu null 

werden. Mit dem Substituieren von 

𝑘𝑟 =
𝑟𝜋

𝐿
 (36) 

und nach Umstellung erhält man: 

𝐴𝑟 = −
𝜀𝑟 cos(𝑘𝑟𝑥

′)

𝑘2 − 𝑘𝑟2
. (37) 

Durch Einsetzen der Gleichung (37) in die Gleichung (29) folgt die Greensche Funktion für das 

eindimensionale Modell in der Abbildung 1 mit schallharten Rändern: 

𝐺N(𝑥|𝑥
′) = −∑

𝜀𝑟 cos(𝑘𝑟𝑥) cos(𝑘𝑟𝑥′)

𝑘2 − 𝑘𝑟2

∞

𝑟=0

. (38) 

Mit dem Einsetzen der Gleichungen (5) und (38) in der Gleichung (27) erhält man: 

𝑝(𝑥) = −j𝜔𝜚∑
𝜀𝑟 cos(𝑘𝑟𝑥)

𝑘2 − 𝑘𝑟2

∞

𝑟=0

∫ cos(𝑘𝑟𝑥′) 𝑣(𝑥′)
𝐿

0

𝑑𝑥′  (mit 𝑥 ∈ Ω und 𝑥′ ∈ Π).  (39) 

Im Unterschied zur Gleichung (7) erkennt man, dass die Erregung als Funktion über alle 

berücksichtigten akustischen Moden integriert wird. Dieser Rechenschritt ist vergleichsmäßig 

aufwendig. Dennoch erlangt man damit die Möglichkeit, ortsabhängige Funktionen bei 

einfachen Raummodellen wie Quadern, Zylindern oder Kugeln als Erregung betrachten zu 

können. Im Kapitel 9.4 in (Kuttruff 2007) wird gezeigt, dass die Gleichungen (39) und (7) 

identisch sind. Die Eigenschwingungsformen oder „starre-Wand-Modi“ bilden einen 

sogenannten "vollständigen Satz" orthogonaler Funktionen, aus deren Summe sich ein 

beliebiges Schallfeld zusammensetzen lässt. 

2.2 Auswahl für ein inverses Verfahren 

Nur in seltenen Ausnahmefällen lässt sich eine erzwungene Schwingung eines 

Raumschallfeldes mathematisch streng erfassen. Das gilt vor allem für Räume mit 

komplizierten Geometrien. Daher ist die zuerst vorgestellte strenge Lösung nicht für die weitere 

Verwendung geeignet. Man ist viel mehr an Näherungslösungen interessiert, die allgemeiner 

anwendbar sind. Das Kirchhoff-Helmholtz-Integral als Integralformulierung zur Lösung der 
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Helmholtz-Differenzialgleichung bietet diese Möglichkeit. Durch das Einsetzen der 

Elementarlösung und mit der Bekanntheit der Schallfeldgrößen Schalldruck und Schallschnelle 

am Rand, lassen sich Schallfelder in beliebig geformten Kavitäten beschreiben. Mit der 

Vereinfachung auf die Notwendigkeit nur einer bekannten Schallfeldgröße durch die 

Verwendung von zusätzlichen Randbedingungen erhält man einen modalen Ansatz, der 

ebenfalls die Berechnung von Schallfeldern in Räumen ermöglicht. Ein weiterer Vorteil der 

beiden zuletzt genannten Methoden ist, dass diese nicht nur auf Punktquellen beschränkt sind, 

sondern beliebige Verteilungen von akustischen Quellen und Senken zulassen. Die 

Beschreibung der Schallausbreitung durch die zweite Greensche Identität zusammen mit einer 

Elementarlösung ist vor allem im Freifeld von Vorteil, da diese Formulierung gleichzeitig die 

Sommerfeldsche Ausstrahlungsbedingung aus (Sommerfeld 1912) für ein unendlich 

ausgedehntes Fluid erfüllt. Deshalb muss bei der numerischen Implementierung als direkte 

BEM auch nur die schallabstrahlende Oberfläche modelliert werden. Bei Innenraumproblemen 

führt die Beschreibung eines umschlossenen Schallfeldes durch das Kirchhoff-Helmholtz-

Integral nach (Schenck 1968) dagegen zu einer Integration über einen singulären Integralkern. 

Weiterhin erzeugen die zu erstellenden Gleichungssysteme frequenzweise voll besetzte 

Matrizen. Beide genannten Punkte erfordern einen zusätzlichen numerischen Aufwand. Der 

modale Ansatz bzw. die Methode der Greenschen Funktionen ist nach den Aussagen im Kapitel 

9 in (Morse und Ingard 1968) zur Beschreibung von umschlossenen Schallfeldern im vorher 

festgelegten Wellenzahlbereich geeignet. Anhand der Gleichung (39) lassen sich zwei Vorteile 

ableiten. Mit Bekanntheit der Eigenfunktionen und der Eigenfrequenzen lässt sich eine 

akustische Transferfunktion für beliebige Frequenzen durch Multiplikation und Summation 

ausdrücken. Die modale Basis kann durch die Begrenzung der Anzahl der Reihenglieder in der 

Greenschen Funktionen auf die Raumgröße im Verhältnis zur akustischen Wellenlänge 

angepasst werden. Nicht zuletzt führen die einfache Herleitung anhand nur einer gegebenen 

Schallfeldgröße sowie die Möglichkeit der effektiv berechenbaren Eigenwerte und 

Eigenfunktionen über die FEM dazu, dass der modale Ansatz bis hin zu dessen inversen 

Formulierung an dieser Stelle weiterverfolgt wird. Experimentelle Studien im Bereich der 

Strukturdynamik in (Lage et al. 2014) verfolgen ebenfalls diesen Ansatz und liefern 

vielversprechende Ergebnisse. Zu erwähnen ist, dass die bisher nicht durch Gleichungen 

vorgestellte ESM aus (Koopmann et al. 1989) sich ebenfalls nach (Johnson et al. 1998) für die 

Berechnung von Schallfeldern in Räumen eignet. Die Vorwärtsrechnung mithilfe der ESM für 

unregelmäßig geformte Räume erzeugt jedoch ein Optimierungsproblem, welches bei der 

inversen Formulierung zu sehr vielen freien Parametern führt. Dazu zählen der Schallfluss jedes 

Elementarstrahlers, die räumlichen Positionen der Elementarstrahler sowie die Positionen von 

Aufpunkten (Sensorpositionen) im umschlossenen Fluid. Diese Herausforderung ist Stand der 

Wissenschaft (Nelson und Yoon 2000; Jeon und Ih 2005; Bai et al. 2011) und soll hier nicht 

weiter behandelt werden. 

Bei einer Vorwärtsrechnung mit dem modalen Ansatz resultieren die Randbedingungen aus der 

Schnelleverteilung auf einer schwingenden Struktur. Da die Simulation des dynamischen 

Verhaltens einer kompliziert geformten gedämpften Struktur sehr aufwendig sein kann, wird z. 

B. bei der TPA in (Lim 2000) oder auch bei Anwendungen von Strukturaktuatoren zur aktiven 

Lärmminderung in (Song et al. 2003) das Strukturverhalten gemessen und die Ausbreitung von 

Schallwellen im Fluid wird simuliert. Die Begründung dafür ist, dass die Berechnung des 

Schallfeldes mittels FEM aufgrund der geringeren modalen Dichte und zu vernachlässigender 

Nichtlinearitäten weniger fehleranfällig ist als die Berechnung des Strukturverhaltens. Generell 

nutzt jede NAH-Methode und auch die hier angestrebte inverse Formulierung auf Basis eines 
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Finite-Elemente-Akustikmodells diesen Vorteil aus. Die Informationen über das 

Strukturverhalten stecken in den zu rekonstruierenden akustischen Randbedingungen. Man 

vermeidet folglich Unsicherheiten durch ungenaue Strukturmodelle. 

2.3 Modaler Ansatz für Raumschallfelder der Helmholtz-Zahl kleiner drei 

Das in der Abbildung 2 dargestellte Modell eines Schallfelds ist als Raum mit dem Volumen V 

durch Π eingeschlossen. Es wird eine zweimal stetig differenzierbare Fläche Π betrachtet, die 

den dreidimensionalen euklidischen Raum in ein Außen- und in ein Innengebiet zerlegt. 

 

Abbildung 2: Geometrische Definition eines inneren Messbereiches Ω nach (Ungnad und Sachau 2019), 

der von der Oberfläche Π begrenzt wird; der Normalenvektor 𝐧 ist nach außen gerichtet 

Die Berechnung des stationären Schallfeldes 𝑝(𝐫m) im Aufpunkt 𝐫m ∈ ℝ
3×1 ist analog zu der 

Gleichung (13) z. B. nach Kapitel 8.3 in (Williams 1999) auch in einem beliebig geformten 

dreidimensionalen Volumen über ein Randintegral mit dem Normalenvektor 𝐧 ∈ ℝ3×1 

möglich: 

𝑝(𝐫m) = ∮𝐺(𝐫m|𝐫b)
𝜕𝑝

𝜕𝐧
(𝐫b) 𝑑𝐫b −∮

𝜕𝐺(𝐫m|𝐫b)

𝜕𝐧
𝑝(𝐫b)𝑑𝐫b. (40) 

Das Feld im Messbereich Ω ist vom Rand getrennt und zweimal differenzierbar. Kein Punkt in 

dem Modell kann Messbereich und Randbereich zugleich sein. Die Integration wird über Π mit 

gegebenen Randbedingungen durchgeführt, die durch den Schalldruck 𝑝(𝐫b) mit 𝐫b ∈ ℝ
3×1 

und durch dessen Oberflächengradienten 
𝜕𝑝

𝜕𝐧
(𝐫b) vollständig beschrieben werden. Wie bereits 

aufgeführt, führt die direkte BEM als Lösungsstrategie eine Elementarlösung ein. Die modale 

Lösung geht stattdessen von zusätzlich definierten Randbedingungen aus. Dies kann 

beispielsweise ein verschwindender Oberflächengradient sein. Die zugehörige Neumann-

Randbedingung lautet: 

𝜕𝐺(𝐫m|𝐫b)

𝜕𝐧
= 0. (41) 

Der Schalldruckoberflächengradient wird hierbei durch die Euler-Gleichung 
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j𝜔𝜚𝑣(𝐫b) =
𝜕𝑝

𝜕𝐧
(𝐫b) (42) 

ersetzt, was zu einer Fredholmschen Integralgleichung der ersten Art führt, siehe dazu das 

Kapitel 3.1 in (Estorff 2000): 

𝑝(𝐫m) = j𝜔𝜚∮𝐺N(𝐫m|𝐫b)𝑣(𝐫b) 𝑑𝐫b. (43) 

Hierbei ist 𝐺N(𝐫m|𝐫b) der Integralkern und 𝑣(𝐫b) ist die Erregungsfunktion in Form der 

Oberflächenormalkomponente der Schallschnelle. Die erforderliche Greensche Funktion muss 

dabei die inhomogene Helmholtz-Differenzialgleichung analog zu der Gleichung (24) erfüllen: 

(∆ + 𝑘2)𝐺N(𝐫m|𝐫b) =  −𝛿(𝐫 − 𝐫b). (44) 

Der Vektor 𝐫 beinhaltet alle möglichen Koordinaten des Modells in der Abbildung 2. Die 

Gleichung (44) verbindet die dreidimensionale Dirac-Funktion 𝛿(𝐫 − 𝐫b) mit dem Schalldruck 

an einem beliebigen Aufpunkt in Ω. Passende Greensche Funktionen ergeben sich in der 

Raumakustik z. B. aus Kapitel 9.4 in (Morse und Ingard 1968) durch eine Reihe von 

Eigenlösungen: 

𝐺N(𝐫m|𝐫b) = −∑
1

∭𝜑𝑛(𝐫m)2𝑑𝐫m
 

∞

𝑛=1

𝜑𝑛(𝐫m)𝜑𝑛(𝐫b)

 (𝑘2 − 𝑘𝑛2)
. (45) 

Eigenwerte (modale Wellenzahlen) sind aufsteigend sortiert mit: 0 ≤ 𝑘1 ≤ 𝑘2  ≤ ⋯ ≤ 𝑘𝑛. 

Wenn 𝑘𝑛 ein Eigenwert ist, dann hat die Gleichung (45) eine endliche Anzahl von linear 

unabhängigen Eigenfunktionen 𝜑𝑛, welche die homogene Randbedingung in der Gleichung 

(41) erfüllen. Für 𝑘𝑛 = 𝑘 wird die Greensche Funktion unendlich, außer die entsprechende 

Mode wird durch φ𝑛(𝐫b) nicht erregt. Das Einfügen von Gleichung (45) in die Gleichung (43) 

erlaubt die Integration der gegebenen Erregungsfunktion 𝑣(𝐫𝑏) über Π. Dies führt zur 

Vorwärtsprojektion des Schallfeldes von Π nach Ω: 

𝑝(𝐫m) = −j𝜔𝜚∑
𝜑𝑛(𝐫m)

∭𝜑𝑛(𝐫m)2𝑑𝐫m

∞

𝑛=1

1

(𝑘2 − 𝑘𝑛2)
∮𝜑𝑛(𝐫b)𝑣(𝐫b) 𝑑𝐫b. (46) 

Dies stellt die direkte Problemformulierung mit Neumann-Randbedingungen dar, bei der nur 

die Schallschnelle 𝑣(𝐫b) als Randbedingung bekannt sein muss, um den unbekannten 

Schalldruck 𝑝(𝐫m) im akustischen Volumen zu berechnen. Die zugehörige allgemeine 

Formulierung für den Dirichlet-Fall findet sich in (Sommerfeld 1912). Der erste Ausdruck in 

der Summe der Gleichung (46) ist eine akustische Eigenform, die durch einen formspezifischen 

Faktor normalisiert wird. Mit dem zweiten Term nimmt der Beitrag einer bestimmten 

Eigenform zum Schallfeld zu, wenn deren Eigenwert 𝑘𝑛 nahe der betrachteten akustischen 

Wellenzahl 𝑘 liegt. Dieser Verstärkungsfaktor hängt dabei nur von der Raumgeometrie ab und 

ist in der Abbildung 3 schematisch dargestellt. Nach dem Überschreiten der akustischen 

Wellenzahl kommt es zum Abfall der modalen Verstärkungsamplitude. Jeder Punkt auf der 

Kurve in der Abbildung 3 repräsentiert einen Eigenwert. Die Dichte der Eigenwerte und der 

Rechenaufwand nehmen mit steigender modaler Wellenzahl zu, was die Grenzen des 

Verfahrens aufzeigt. Paarweise auftretende Eigenwerte und Eigenformen sind bei einer zu 
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großen modalen Dichte nicht separierbar, was nach (Schroeder und Kuttruff 1962) zum 

Übergang von wellenbasierten Berechnungsmethoden zur statistischen Akustik führt. Der dritte 

Term in der Gleichung (46) wächst, wenn sich die Phasengeschwindigkeiten der Erregung 

𝑣(𝐫b) und einer akustischen Eigenform 𝜑𝑛(𝐫b) überlappen. Da die Erregungsfunktion 𝑣(𝐫b) 
auch komplexwertig sein kann, enthält der dritte Term auch Dämpfungseffekte, die zu modaler 

Kopplung führen. Eine dazu passende Beispielrechnung anhand eines eindimensionalen 

Schallfeldes findet sich im Kapitel 8.4.2 in (Fahy 2000). Außerdem enthält dieser Term die 

abklingenden Eigenschaften, die durch inhomogene Wellenzahlkomponenten ausgelöst 

werden. Obwohl diese Wellen keine wesentliche Rolle bei der Berechnung der 

Schallausbreitung spielen, sind sie für die angestrebte Rückprojektion von entscheidender 

Bedeutung. 

2.4 Zweidimensionales Beispiel 

Um die Einflüsse der modalen Verstärkungsamplitude und inhomogener 

Wellenzahlkomponenten als Vorbereitung für die inverse Problemformulierung zu trennen, 

wird das analytische Beispiel in der Abbildung 4 näher untersucht. Ferner ermöglicht dies eine 

eingehende Analyse des Einflusses der Menge von berücksichtigten modalen Wellenzahlen 𝑘𝑛 

(Anzahl akustischer Moden) auf die Schallfeldsynthese. Untersucht wird dabei die Berechnung 

des Schallfeldes in kartesischen Koordinaten aus gegebenen Randbedingungen. Wie unter 

Abschnitt 2.1 werden die Koordinaten 𝑥′ und nun zusätzlich auch 𝑦′ eingeführt, um zwischen 

Erregungspunkten am Rand (𝑥′, 𝑦′ ∈  Π) und Aufpunkten im umschlossenen Schallfeld 

(𝑥, 𝑦 ∈ Ω) unterscheiden zu können. Das rechteckige Raummodell hat die Seitenlängen 𝑎 und 

𝑏 und ist schallhart in der 𝑥- und in der 𝑦-Richtung abgeschlossen. Die Ausdehnung in der 𝑧-

Richtung wird nach den Aussagen im Kapitel 11 in (Skudrƶyk 1954) als unendlich 

angenommen, wobei die Koordinate 𝑧 in den folgenden Gleichungen weggelassen wird. Für 

die Implementierung in Matlab©, wird das Modell in quadratische Teilflächen mit einer 

Kantenlänge von ℎ = 𝜋 30𝑘⁄  unterteilt. 

 

Abbildung 3: Normierte Darstellung der Verstärkungsfunktion eines Raumschallfeldes; mit steigender 

modaler Wellenzahl (𝑘𝑛) steigt auch die modale Dichte (schwarze Punkte auf der Kurve); in der Nähe 

der Wellenzahl der Luft ist die Verstärkung am größten 
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Abbildung 4: Zweidimensionales Raumakustikmodell mit Kantenlängen 𝑎 und 𝑏 in der 𝑥 − 𝑦 Ebene 

und dem Abstand 𝑑 zwischen dem unteren Randbereich Π (Bildebene) und dem Messbereich Ω 

(Hologrammebene); beide Domänen sind für die Schallfeldberechnung mit der Schrittweite ℎ (ein 

Sechzigstel der akustischen Wellenlänge) aufgelöst; die Erregung tritt am unteren Rand auf 

Das entspricht einer Abtastung mit einem Sechzigstel der akustischen Wellenlänge. Die 

Abmessungen werden mit 𝑘𝑎 2𝜋⁄ = 2,9 und 𝑘𝑏 2𝜋⁄ = 1,1 beliebig gewählt, jedoch so, dass 𝑘 

mit keinem Eigenwert zusammenfällt. Einzige Bedingung dabei ist, dass das Verhältnis der 

charakteristischen Längen 𝑎 und 𝑏 zur akustischen Wellenlänge von 3 nicht überschritten wird. 

Schalldrücke werden in Ω mit einem Abstand von 𝑑 = 10ℎ vom Randbereich Π ausgewertet. 

Die akustische Erregung wird als harmonische Störung in der Form einer Wellenkomponente 

an der Unterseite aufgebracht (𝑦′ = 0): 

𝑣(𝑥′) =  𝑒j𝑘e𝑥
′
. (47) 

Mit der gewählten Zeitkonvention aus dem Abschnitt 2.1 entspricht das einer in 

Koordinatenrichtung laufenden Welle. Die Erregungswellenzahl 𝑘e ist in einem Bereich von 

0 bis 4𝑘 definiert und repräsentiert einen sich bewegenden Punkt auf der 𝑘𝑥-Achse in der 

Abbildung 5. Die Eigenformen sind aus dem eindimensionalen Beispiel bereits bekannt und 

können anhand der Gleichung (46) auf das hier betrachtete zweidimensionale Beispiel 

angewendet werden: 

𝜑𝑛(𝐫m) = 𝜑𝑟𝑠(𝑥, 𝑦) = cos(𝑘𝑟𝑥) cos(𝑘𝑠𝑦), (48) 

𝜑𝑛(𝐫b) = 𝜑𝑟𝑠(𝑥′, 𝑦′) = cos(𝑘𝑟𝑥′) cos(𝑘𝑠𝑦′). (49) 

Die modale Wellenzahl in der 𝑥-Richtung 𝑘𝑟 und die modale Wellenzahl in der 𝑦-Richtung 𝑘𝑠 

sowie die modale Wellenzahl der resultierenden Eigenform 𝑘𝑟𝑠 ergeben sich zu: 

𝑘𝑟 =
𝑟𝜋

𝑎
, 𝑘𝑠 =

𝑠𝜋

𝑏
, 𝑘𝑛 = 𝑘𝑟𝑠 = √𝑘𝑟2+𝑘𝑠2. (50) 

Die Indizes 𝑟 und 𝑠 werden dabei so zusammengefasst, dass 𝑘𝑟𝑠 = 𝑘𝑛 und die dazu passenden 

Eigenformen 𝜑𝑟𝑠 = 𝜑𝑛 aufsteigend sortiert sind mit n(r, s) = 1…∞ und 

0 ≤  𝑘1 ≤  𝑘2  ≤  … ≤ 𝑘𝑛. 
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Abbildung 5: Schematische Darstellung der Wellenzahlbereiche in der 𝑘𝑥 − 𝑘𝑦 Ebene; Strahlungskreis 

(Radius 𝑘), modale Wellenzahl (Radius 𝑘𝑟𝑠), Erregungskreis (Radius 𝑘e) 

Um das Übertragungsverhalten von einem Quellpunkt am Rand Π zum Messbereich Ω zu 

berechnen, setzt man in die Gleichung (46) die Gleichungen (48), (49) und (50) sowie für die 

Erregungsfunktion 𝑣(𝐫b) die Dirac-Funktion 𝛿(𝑥 − 𝑥′, 𝑦 − 𝑦′) ein und erhält damit die 

akustische Transferfunktion:  

𝑍(𝑥, 𝑦, 𝑥′, 𝑦′) = −j𝜔𝜚∑∑
𝜀𝑟𝜀𝑠cos(𝑘𝑟𝑥) cos(𝑘𝑠𝑦) cos(𝑘𝑟𝑥′)

𝑘2 − 𝑘𝑟𝑠2

∞

𝑠=0

∞

𝑟=0

, (51) 

mit: 

1

𝜀𝑟
= {

𝑎, 𝑟 = 0
𝑎

2
, 𝑟 > 0

  und  
1

𝜀𝑠
= {

𝑏, 𝑠 = 0
𝑏

2
, 𝑠 > 0

. (52) 

Man könnte nun die Ausdrücke in den Gleichungen (47) und (51) unter Berücksichtigung der 

Unterteilung der unteren Kante bei 𝑦′ = 0 sowie des Bereiches Ω durch ℎ miteinander 

multiplizieren, um das resultierende Schallfeld zu erhalten. Diese Erkenntnis ist für die spätere 

Herleitung der inversen Formulierung wichtig. Analog dazu setzt man die Gleichungen 

(47) - (50) in die Gleichung (46) ein und integriert über den Rand Π: 

𝑝(𝑥, 𝑦) = −j𝜔𝜚∑∑
cos(𝑘𝑟𝑥) cos(𝑘𝑠𝑦)

∬(cos(𝑘𝑟𝑥) cos(𝑘𝑠𝑦))2 𝑑𝑥𝑑𝑦

∞

𝑠=0

1

𝑘2 − 𝑘𝑟𝑠2

∞

𝑟=0

× 

∮∮cos(𝑘𝑟𝑥′) 𝑒
j𝑘e𝑥′ cos(𝑘𝑠𝑦′)δ(𝑦 − 𝑦′) 𝑑𝑥' 𝑑𝑦'. 

(53) 

Hierbei ist zu beachten, dass 𝑦′ durch die Betrachtung der Erregung an der unteren Kante mit 

𝑦′ = 0 herausfällt. Man erhält folglich nach der Integration über die Koordinaten 𝑥′ und 𝑦′: 

𝑝(𝑥, 𝑦) = −𝜔𝜚∑∑
𝜀𝑟𝜀𝑠cos(𝑘𝑟𝑥) cos(𝑘𝑠𝑦)

𝑘2 − 𝑘𝑟𝑠2

∞

𝑠=0

∞

𝑟=0

𝑘e(−1
𝑟𝑒j𝑘e𝑎 − 1)

𝑘r2 − 𝑘e2
. (54) 
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Der Integrationsschritt führt zu einer Summe eines Resonanzterms, multipliziert mit einem 

Erregungsterm. Der Resonanzterm hängt ausschließlich von den Abmessungen der Luftkavität 

ab. Der Erregungsterm wächst in alternierender Weise, sobald die Erregungswellenzahl und die 

axiale modale Wellenzahl 𝑘𝑟 zusammenfallen. Einflüsse beider Terme bestimmen die modale 

Partizipation und das Verhalten abklingender Wellenanteile. Letztere treten hervor, wenn die 

Komponenten im Wellenzahlbereich des Schallfeldes außerhalb des Erregungskreises in der 

Abbildung 5 mit 𝑘𝑟𝑠 > 𝑘e > 𝑘 aufsummiert werden. Dies ist nach (Sommerfeld 1912) ein 

besonderer Unterschied zwischen eindimensionalen und zwei- bzw. dreidimensionalen 

Modellen. Im eindimensionalen Fall sorgt der Resonanzterm in der Gleichung (38) für eine 

Konvergenz der Lösung. Im zweidimensionalen Fall bestimmt zusätzlich der alternierende 

Term in der Gleichung (54) das Konvergenzverhalten. Zur Verdeutlichung sollen exemplarisch 

die resultierenden Schallfelder für eine Erregungswellenzahl von 𝑘e = 2,5 in drei Varianten in 

der Abbildung 6 dargestellt werden. Die erste Variante (a) summiert in der Gleichung (54) alle 

Wellenzahlkomponenten auf. Die zweite Variante (b) summiert alle Wellenzahlkomponenten 

innerhalb des Strahlungskreises auf (𝑘𝑟𝑠 ≤ 𝑘). Die dritte Variante (c) summiert alle 

Wellenzahlkomponenten außerhalb des Erregungskreises auf (𝑘𝑟𝑠 ≥ 𝑘e). Hierbei ist ein 

Abklingverhalten bei der dritten Variante zu erkennen. An dieser Stelle wird nicht auf das 

Abklingverhalten eingegangen, da es im Zuge der Rückwärtsrechnung näher im 

Zusammenhang mit Messfehlern untersucht wird. Es ist jedoch festzuhalten, dass beim 

Vergleich der ersten mit der zweiten Variante der Einfluss inhomogener 

Wellenzahlkomponenten für die Vorwärtsrechnung gering ist. Das führt zu der interessanten 

Fragestellung, ob, mit dem Ziel der Rekonstruktion der abstrahlfähigen Bestandteile der 

Erregungsfunktion, die Anteile abklingender Wellen vernachlässigt werden können. Analog 

dazu wird für Freifeldanwendungen in (Williams 1995), (Fernandez-Grande et al. 2012a) und 

(Liu et al. 2017) die sogenannte „Überschallintensität“ (engl. supersonic intensity) verwendet. 

Der Begriff „Überschall“ würde sich im vorliegenden Fall auf die Phasengeschwindigkeiten 

der modalen Wellenzahlen beziehen, welche bei der Variante (b) größer als die 

Schallgeschwindigkeit sind. Es bleibt die Frage dabei offen, wie stark jede einzelne 

Komponente des Wellenzahlspektrums erregt wird. Die modale Partizipation in Abhängigkeit 

von der Erregung lässt sich als Term 𝑤, proportional zur potenziellen Energie aller 

Eigenformen, über die 𝑘𝑥-Achse mit 

𝑤 = |∑∑∑
𝜀𝑟𝜀𝑠cos(𝑘𝑟𝑥) cos(𝑘𝑠𝑦)

𝑘2 − 𝑘𝑟𝑠2
𝑘e(−1

𝑟𝑒j𝑘e𝑎 − 1)

𝑘r2 − 𝑘e2

∞

𝑟

𝑏

𝑦=𝑑

𝑎

𝑥=0

|

2

 (55) 

in der Abbildung 7 darstellen. Dabei ist zu erkennen, dass sich der Anteil, welcher sich 

unterhalb von 𝑘 auf der Verstärkungsfunktion in der Abbildung 3 befindet, konstant über alle 

Erregungswellenzahlen zum gewählten Faktor 𝑤 beiträgt. Mit steigender Erregungswellenzahl 

werden auch höhere Eigenformen erregt, die zur Gesamtenergie in der Kavität beitragen. Diese 

Wellenzahlen müssen demnach auch in 𝑘𝑟𝑠 berücksichtigt werden. Daraus ergibt sich die 

Fragestellung, wie viel Paare von Eigenfrequenzen und Eigenformen für die 

Rückwärtsrechnung berücksichtigt werden müssen, um die Erregungsfunktion mit maximaler 

Auflösung rekonstruieren zu können. Dieser Fragestellung wird im Kapitel 3 nachgegangen. 
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Abbildung 6: Realteil des Schalldruckfeldes in einer zweidimensionalen Kavität mit einer Erregung am 

unteren Rand (𝑘e = 2,5𝑘) in [Pa] nach (Ungnad und Sachau 2019); obere Teilabbildung (a) zeigt das 

Gesamtschallfeld; untere Teilabbildungen repräsentieren (b) abstrahlfähige Anteile (𝑘rs ≤ 𝑘) und (c) 

abklingende Anteile (𝑘rs ≥ 𝑘e) des Gesamtschallfeldes in (a); die Abstrahlungsdistanz ist zu erkennen 

als Abstand zwischen der gestrichelten Linie und dem unteren Rand 

2.5 Lösung für ein eindimensionales Finite-Elemente-Modell 

Die Betrachtungen im Abschnitt 2.4 sind geeignet, um verschiedene Einflussgrößen auf die 

Schallfeldsynthese zu beschreiben. Die dabei zum Einsatz kommende Methode der Greenschen 

Funktionen kann nur für einfache Geometrien angewendet werden. Grund dafür ist, dass die zu 

verwendenden Eigenformen die vorgegebenen Randbedingungen erfüllen müssen. Diese 

Eigenformen existieren dann, wenn sie als Funktionen in Systemen mit separierbaren 

Koordinaten vorliegen (z. B. kartesische Koordinaten, Zylinder- oder Kugelkoordinaten). Bei 

Luftvolumina, die durch komplizierte geometrische Gebilde wie einer Fahr- oder 

Flugzeugkabine umschlossen werden, sind analytische Gleichungen für passende Eigenformen 

unbekannt.  

 

Abbildung 7: Logarithmische Darstellung der normierten Summe der Betragsquadrate des Schalldrucks 

im Messbereich 𝑤 [dB re 1] in Abhängigkeit von der Wellenzahl 
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Deshalb nutzt man numerische Verfahren, um Paare aus Eigenformen und Eigenwerten zu 

berechnen. Die FEM ist dazu geeignet. Die benötigten Grundgleichungen sollen anhand des 

eindimensionalen Beispiels aus dem Abschnitt 2.1 nach Kapitel 4 in (Atalla und Sgard 2017) 

und nach Kapitel 8.5.2 in (Fahy und Gardonio 2007) aufgeschrieben werden, um wichtige 

Einflussgrößen zu definieren, die auch für die spätere inverse Rechnung von Bedeutung sind. 

Im ersten Schritt wird die Helmholtz-Differenzialgleichung in der Gleichung (1) durch die 

Gewichtung mit einer zulässigen Druckschwankung 𝛿𝑝̂ und der Integration über die Länge 𝐿 

in eine Integralform mit gewichteten Residuen überführt: 

∫ 𝛿𝑝̂(𝑥) (
𝑑2𝑝(𝑥)

𝑑2𝑥
+ 𝑘2𝑝(𝑥))𝑑𝑥

𝐿

0

=  0. (56) 

Im Anschluss wird auf den ersten Term die erste Greensche Identität  

∫ 𝑎̃'𝑏̃'𝑑𝑉 = −∫ 𝑎̃''𝑏̃ 𝑑𝑉 + ∮ 𝑎̃'𝑏̃𝑛⃗ 𝑑𝑆 (57) 

z. B. aus Kapitel 1.3 in (Duffy 2001) angewendet, um die maximale Ordnung der auftretenden 

Ableitung (hier 2. Ordnung und mit '' bezeichnet) auf die Ordnung der Randbedingungen in den 

Gleichungen (2) und (3) zu senken. Hierbei sind 𝑎̃ und 𝑏̃ beliebige Funktionen, die sowohl über 

das Volumen 𝑉 als auch über die Fläche 𝑆 integriert werden. Durch die Anwendung der 

Gleichung (57) auf den ersten Teil der Gleichung (56) entsteht der Zusammenhang: 

∫ 𝛿𝑝̂(𝑥)
𝑑2𝑝(𝑥)

𝑑2𝑥
𝑑𝑥

𝐿

0

= −∫
𝑑𝛿𝑝̂(𝑥)

𝑑𝑥

𝑑𝑝(𝑥)

𝑑𝑥

𝐿

0

𝑑𝑥 + ∫ 𝛿𝑝̂(𝑥)
𝑑𝑝(𝑥′)

𝑑𝑛⃗ 

𝐿

0

𝑑𝑥′ . (58) 

Hierbei gilt 𝑥′ ∈ Π, da sich der dritte Term in der Gleichung (57) auf den Rand bezieht. Damit 

wird die Differenzierbarkeit zwischen der unbekannten Variablen 𝑝(𝑥) und deren 

Wichtungsfunktion- bzw. Ansatzfunktion 𝛿𝑝̂(𝑥) aufgeteilt. Die Anforderung an die Stetigkeit 

der Funktion 𝑝(𝑥) sinkt zu dem Preis, dass die Anforderung an die Stetigkeit von 𝛿𝑝̂(𝑥) steigt. 

Durch Einsetzen der Gleichung (58) in die Gleichung (56) erhält man die sogenannte 

„schwache Formulierung“ 

−∫
𝑑𝛿𝑝̂(𝑥)

𝑑𝑥

𝑑𝑝(𝑥)

𝑑𝑥

𝐿

0

𝑑𝑥 + ∫ 𝛿𝑝̂(𝑥)
𝑑𝑝(𝑥′)

𝑑𝑛⃗ 

𝐿

0

𝑑𝑥′ +∫ 𝛿𝑝̂(𝑥)𝑘2𝑝(𝑥) 𝑑𝑥
𝐿

0

=  0, (59) 

welche gleichzeitig die Basis für die Implementierung des modalen Ansatzes durch die FEM 

bildet. Eine grundlegende Feststellung zur Anwendung des Integralausdrucks in der Gleichung 

(43) ist, dass dieser äquivalent zur Lösung des Kirchhoff-Helmholtz-Integrals ist. Weiterhin ist 

eine wichtige Grundlage für das weitere Vorgehen, dass nach Kapitel 1.3 in (Hughes 1987) das 

Ergebnis aus der starken Formulierung in der Gleichung (56) identisch zu dem Ergebnis der 

schwachen Formulierung in der Gleichung (59) ist. Da im weiteren Verlauf aus der Gleichung 

(59) die Implementierung des modalen Ansatzes über die FEM abgeleitet wird, muss vorher 

aufgezeigt werden, dass die schwache Formulierung zusätzlich äquivalent zur zweiten 

Greenschen Identität in Anwendung auf akustische Größen bzw. dem Kirchhoff-Helmholtz-

Integral in der Gleichung (13) ist. Es sollen im Folgenden die Ausführungen im Kapitel 0.3.2 

in (Marburg und Nolte 2008) auf den hier vorliegenden eindimensionalen Fall angewendet 

werden. Dazu wird auf den ersten Term in der Gleichung (59) erneut die erste Greensche 

Identität aus der Gleichung (57) angewendet: 
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−∫
𝑑𝛿𝑝̂(𝑥)

𝑑𝑥

𝑑𝑝(𝑥)

𝑑𝑥

𝐿

0

𝑑𝑥 = ∫
𝑑2𝛿𝑝̂(𝑥)

𝑑2𝑥
𝑝(𝑥)

𝐿

0

𝑑𝑥 − ∫
𝑑𝛿𝑝̂(𝑥)

𝑑𝑛⃗ 
𝑝(𝑥′)

𝐿

0

𝑑𝑥′ . (60) 

Durch Einsetzen der Gleichung (60) in die Gleichung (59) erhält man: 

∫ 𝛿𝑝̂(𝑥)
𝑑𝑝(𝑥′)

𝑑𝑛⃗ 

𝐿

0

𝑑𝑥′ + 

∫ 𝛿𝑝̂(𝑥)𝑘2𝑝(𝑥) 𝑑𝑥 + ∫
𝑑2𝛿𝑝̂(𝑥)

𝑑2𝑥
𝑝(𝑥)

𝐿

0

𝑑𝑥 − ∫
𝑑𝛿𝑝̂(𝑥)

𝑑𝑛⃗ 
𝑝(𝑥′)

𝐿

0

= 0
𝐿

0

. 

(61) 

Durch Umformung und dem Ersetzen der Ansatzfunktion 𝛿𝑝̂(𝑥) durch den eindimensionalen 

Ansatz 𝐺(𝑥|𝑥′) gelangt man zu: 

∫ (
𝑑2

𝑑2𝑥
+ 𝑘2)𝐺(𝑥|𝑥′)

𝐿

0

𝑝(𝑥) 𝑑𝑥 + 

∫ 𝐺(𝑥|𝑥′)
𝑑𝑝(𝑥′)

𝑑𝑛⃗ 

𝐿

0

𝑑𝑥′ − ∫
𝑑𝐺(𝑥|𝑥′)

𝑑𝑛⃗ 
𝑝(𝑥′)

𝐿

0

𝑑𝑥′ = 0. 

(62) 

Für den ersten Term kann unter Berücksichtigung der Gleichung (24) die Ausblendeeigenschaft 

der Dirac-Funktion genutzt werden: 

∫ 𝛿(𝑥|𝑥′)
𝐿

0

𝑝(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫ 𝐺(𝑥|𝑥′)
𝑑𝑝(𝑥′)

𝑑𝑛⃗ 

𝐿

0

𝑑𝑥′ − ∫
𝑑𝐺(𝑥|𝑥′)

𝑑𝑛⃗ 
𝑝(𝑥′)

𝐿

0

𝑑𝑥′. (63) 

Das Ergebnis entspricht dem Kirchhoff-Helmholtz-Integral mit beliebigen Ansatzfunktionen 

𝐺(𝑥|𝑥′) in der Gleichung (13), welches demnach zur schwachen Formulierung äquivalent ist. 

Anschließend kann die schwache Formulierung in der Gleichung (59) umgeschrieben und in 

einen Steifigkeitsanteil, in einen Massenanteil und in einen Erregungsanteil zerlegt werden: 

𝑐2∫
𝑑𝛿𝑝̂(𝑥)

𝑑𝑥

𝑑𝑝(𝑥)

𝑑𝑥

𝐿

0

𝑑𝑥
⏟              

Steifigkeit

− 𝜔2∫ 𝛿𝑝̂(𝑥)𝑝(𝑥) 𝑑𝑥
𝐿

0⏟          
Masse

− 𝑐2∫ 𝛿𝑝̂(𝑥)
𝑑𝑝(𝑥′)

𝑑𝑛⃗ 

𝐿

0

𝑑𝑥′
⏟              

Erregung

=  0. 
(64) 

Dämpfung wird vernachlässigt. Mit der Unterteilung des eindimensionalen Schallfeldes in die 

Elemente in der Abbildung 8 soll die Erstellung der Systemmatrizen eines Finite-Elemente-

Modells exemplarisch aufgezeigt werden. Durch die Verwendung linearer Ansatzfunktionen 

für den Schalldruck 𝑝̅ an den Elementknoten in Elementkoordinaten 𝑥𝑒 als Einträge einer 

Spaltenmatrix 𝐱̅, mit 

𝑝̅(𝑥𝑒) = 𝑚̅𝑥𝑒 + 𝑛̅ , 𝑥𝑒 ∈ Element 1 (65) 

und einer konstanten Elementlänge 𝐿̅ gelangt man zu Elementmatrizen, die zusammen ein 

lineares Gleichungssystem für ein einzelnes finites Element bilden. Solches ergibt sich für das 

erste Element im einfachsten Fall durch die lineare Approximation des Schalldruckverlaufes 

am Elementknoten 1 mit 

𝑝̅0 = 𝑚̅𝑥0 + 𝑛̅ (66) 
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und am Elementknoten 2 mit 

𝑝̅1 = 𝑚̅𝑥1 + 𝑛̅. (67) 

Hierbei bezeichnen 𝑚̅ und 𝑛̅ beliebig wählbare Konstanten. Durch das Auflösen des 

Gleichungssystems gelangt man zu: 

𝑚̅ =
𝑝̅1 − 𝑝̅0
𝑥1 − 𝑥0

 (68) 

und 

𝑛̅ = 𝑝̅0 −
𝑝̅1 − 𝑝̅0
𝑥1 − 𝑥0

𝑥0. (69) 

Durch Umformung erhält man die Schalldruckverteilung 𝑝̅(𝑥𝑒) über das erste Element:  

𝑝̅(𝑥𝑒) =
𝑥1 − 𝑥𝑒

𝐿̅⏟    
𝑁1

𝑝̅0 +
𝑥𝑒 − 𝑥0

𝐿̅⏟    
𝑁2

𝑝̅1. 
(70) 

𝑁1 und 𝑁2 werden als Ansatzfunktionen bezeichnet. Diese beschreiben Schalldrücke als skalare 

Knotenvariablen bzw. als Freiheitsgrade. Die Ansatzfunktionen müssen über ein Element 

kontinuierlich sein. Beim Einsetzen der Knotenkoordinaten 𝑥0 oder 𝑥1 muss das Ergebnis dem 

Schalldruck 𝑝̅0 oder dem Schalldruck 𝑝̅1 entsprechen. Der gleiche Ausdruck gilt auch für die 

Approximation von 𝛿𝑝̂(𝑥𝑒) mit: 

𝛿𝑝̂(𝑥𝑒) =
𝑥1 − 𝑥𝑒

𝐿̅⏟    
𝑁1

𝛿𝑝̂0 +
𝑥𝑒 − 𝑥0

𝐿̅⏟    
𝑁2

𝛿𝑝̂1. 
(71) 

 

Abbildung 8: Eindimensionales Schallfeld unterteilt in vier Elemente gleicher Länge 𝐿̅ und mit fünf 

Elementknoten; die Koordinaten der Elementknoten sind mit 𝑥𝑒 bezeichnet; 𝑥0 − 𝑥4 bezeichnen die 

festen Koordinaten von Rand- (grün, Bildebene Π) und Aufpunkten (rot, Hologrammebene Ω); alle 

Punkte fallen mit Koordinaten von Elementknoten zusammen 

Setzt man die Gleichungen (2), (5), (70) und (71) in die Gleichung (64) ein, ergibt sich für das 

erste Element: 
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[𝛿𝑝̂0 𝛿𝑝̂1] 𝑐
2∫

[
 
 
 
 
𝑑𝑁1
𝑑𝑥𝑒
𝑑𝑁2
𝑑𝑥𝑒 ]

 
 
 
 𝑥1

𝑥0

[
𝑑𝑁1
𝑑𝑥𝑒

,
𝑑𝑁2
𝑑𝑥𝑒

] 𝑑𝑥𝑒

⏟                  
𝐊1

[
𝑝̅0
𝑝̅1
] − 

[𝛿𝑝̂0 𝛿𝑝̂1] 𝜔
2∫ [

𝑁1
𝑁2
] [𝑁1, 𝑁2] 𝑑𝑥𝑒

𝑥1

𝑥0⏟              
𝐌1

[
𝑝̅0
𝑝̅1
] − [𝛿𝑝̂0 𝛿𝑝̂1] j𝜔𝜚𝑐

2∫ [
𝑁1
𝑁2
]

𝑥1

𝑥0

𝑑𝑥𝑒𝑣1
⏟              

𝐪1

=  0. 

(72) 

Der Schalldruck 𝑝(𝑥) und dessen Gewichtung 𝛿𝑝̂(𝑥) werden dabei durch Werte an 

Elementknoten 𝑝̅(𝑥𝑒) und 𝛿𝑝̂(𝑥𝑒) ersetzt. Durch Ausmultiplizieren und anschließendem 

Integrieren über das Element 1 erhält man dessen Elementmatrizen: 

𝐊1 =
𝑐2

𝐿̅
[
1 −1
−1 1

] , (73) 

𝐌1 =
𝐿̅

6
[
2 1
1 2

] , (74) 

𝐪1 = j𝜔𝜚𝑐
2𝑣1

𝐿̅

2
[
1
1
] . (75) 

Die Erregung verteilt sich demnach auf die Elementknoten. Bei bereichsweise formulierten 

Polynomen ist der Erregungsterm nach (Marburg 2005) unabhängig und kann auf den ersten 

Knoten konzentriert werden. Die Verwendung der Ansatzfunktionen für die Gewichtung mit 

einem beliebigen 𝛿𝑝̂(𝑥𝑒) führt zu symmetrischen Systemmatrizen und wird nach Kapitel 3 in 

(Zienkiewicz et al. 2013) als Galerkin-Methode bezeichnet. Durch das Zusammensetzen der 

Elementmatrizen für 𝐷 = 5 Freiheitsgrade erhält man das Gleichungssystem: 

(

 
 
 
 
𝑐2

𝐿̅

[
 
 
 
 
1 −1 0 0 0
−1 2 −1 0 0
0 −1 2 −1 0
0 0 −1 2 −1
0 0 0 −1 1 ]

 
 
 
 

⏟                  
K∈ℝ𝐷×𝐷

− 𝜔2
𝐿̅

6

[
 
 
 
 
2 1 0 0 0
1 4 1 0 0
0 1 4 1 0
0 0 1 4 1
0 0 0 1 2]

 
 
 
 

⏟            
M∈ℝ𝐷×𝐷 )

 
 
 
 

[
 
 
 
 
𝑝̅1
𝑝̅2
𝑝̅3
𝑝̅4
𝑝̅5]
 
 
 
 

⏟
𝐩̅∈ℂ𝐷×1

=

[
 
 
 
 
j𝜔𝜚𝑐2𝑣1
0
0
0
0 ]

 
 
 
 

⏟      
𝐪̅∈ℂ𝐷×1

. (76) 

Durch das Invertieren von 𝐊 − 𝜔2𝐌 gelangt man nach Kapitel 3.12. in (Hartmann 2013) zu 

einem Gleichungssystem, welches der Grundform in der Gleichung (12) entspricht: 

𝐩̅ = (𝐊 − 𝜔2𝐌)−1𝐪̅. (77) 

𝐩̅ sind Schalldrücke an allen Elementknoten im Finite-Elemente-Modell. 𝐪̅ sind 

Erregungsterme an allen Elementknoten des Finite-Elemente-Modells. Nach der 

Argumentation im Kapitel 1 in (Roach 1970) stellt 𝐊− 𝜔2𝐌 den Differenzialoperator aus der 

Gleichung (1) dar, durch dessen Invertierung man zu einer Integralformulierung analog zu der 

Gleichung (27) gelangt. Anhand des Vergleichs der Spalten bzw. der Zeilen der Matrix 

j𝜔𝜚𝑐2(𝐊 − 𝜔2𝐌)−1 mit der Summe j𝜔𝜚𝐺N aus der Gleichung (38) in der Abbildung 9 erkennt 

man, dass das Übertragungsverhalten jedes Elementknotens zu allen anderen Elementknoten 
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abgebildet wird. Das entspricht einer Approximation der Greenschen Funktion. Für die 

analytische Vergleichslösung werden hierbei für 𝑥 und 𝑥′ in der Gleichung (38) die Werte für 

𝑥𝑒 eingesetzt. Als Grundlage für die folgende Berechnung von Zahlenwerten und für die 

Einordnung der hierbei gewählten Vernetzungsdichte sei die Helmholtz-Zahl der 

Elementkantenlänge von 
𝜋

𝑘𝐿̅
 =  4,29 bzw. 𝑘𝐿̅ ≈

𝜋

4
 genannt.  

Die Übertragungsmatrix (𝐊 − 𝜔2𝐌)−1 wird analog zur Gleichung (12) als akustische 

Transfermatrix bezeichnet und kann auch mit anderen numerischen Verfahren wie der BEM 

oder der ESM erstellt werden. Um bei Systemen mit vielen Freiheitsgraden große Rechenzeiten 

zu vermeiden, gibt es die Möglichkeit der modalen Reduktion. Bei diesem Verfahren erfolgt z. 

B. nach Kapitel 9 in (Bathe und Zimmermann 2002) ein Basiswechsel von Koordinaten des 

Schalldrucks des Finite-Elemente-Modells 𝐩̅ zu generalisierten Schalldrücken 𝛈 ∈  ℂ𝐸×1 über 

die Projektionsmatrix 𝚿 ∈  ℝ𝐷×𝐸. 𝐸 bezeichnet die Anzahl der berücksichtigten 

Eigenlösungen. Die Projektionsmatrix ergibt sich aus dem Eigenwertproblem 

(𝐊 −𝐌𝛀2)𝚿 = 𝟎, (78) 

wobei 𝛀 ∈ ℝ𝐸×𝐸 eine Diagonalmatrix mit den Eigenkreisfrequenzen 𝜔̅𝑛 des numerischen 

Modells in der Abbildung 8 auf deren Hauptdiagonalen ist. Folglich ergeben sich die 

zugehörigen Wellenzahlen mit 𝑘̅𝑛 = 𝜔̅𝑛/𝑐. Die Projektionsmatrix enthält die approximierten 

Neumann-Moden in ihren Spalten. Dirichlet-Moden können auf diese Weise ebenfalls 

berechnet werden. Dazu muss in einem vorhergehenden Schritt die dazugehörige 

Randbedingung eines verschwindenden Schalldrucks am Rand durch das Nullsetzen der 

entsprechenden Zeilen und Spalten in 𝐊 und 𝐌 erfolgen. Zur Lösung des Eigenwertproblems 

wird das in (Anderson et al. 1999) dokumentierte numerische Verfahren eingesetzt, welches 

hier nicht näher erläutert werden soll, da es sich um eine auf Rechenzeit und Genauigkeit 

optimierte Prozedur handelt. Es ist nicht das Ziel Details zu Algorithmen und deren 

Konvergenzgeschwindigkeit anzugeben. Es soll hier eher die physikalische Bedeutung 

hervorgehoben werden. Die modale Transformation wandelt analog zur Gleichung (29) das 

Schallfeld in eine Summe von mit 𝛈 gewichteten 𝐌-orthogonalen Funktionen um. Damit wird 

das Gleichungssystem in der Gleichung (77) entkoppelt. Die Analogie zum modalen Ansatz 

führt, mit Blick auf die beliebige Länge der Summe in der Gleichung (29), zu der Motivation, 

dass ein mit einer reduzierten Basis numerisch berechnetes Schallfeld die exakte Lösung 

ausreichend gut approximieren kann. Im Unterschied zum analytischen Fall liegen die 

benötigten Eigenfunktionen (Eigenvektoren) nicht in Form von beschreibbaren Funktionen vor. 

Sie müssen in einem separaten Schritt durch die Lösungen der Gleichung (78) berechnet 

werden. Für das eindimensionale Beispiel in der Abbildung 8 lautet die Projektionsmatrix für 

die erwähnte Helmholtz-Zahl der Elementkantenlänge 

𝚿 =

[
 
 
 
 
−1 1 1 0 −1
−1 0,71 0 0 0,71
−1 0 −1 −1 0
−1 −0,71 0 2 −0,71
−1 −1 1 −1 −1 ]

 
 
 
 

, (79) 

wobei jede Spalte 𝛙𝑖, mit [𝑖 = 0… 4], eine Eigenfunktion aus der Gleichung (29) approximiert. 
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Abbildung 9: Vergleich der numerisch und der analytisch (gestrichelt) erstellten akustischen 

Transfermatrix; Einheit [Pa s/m]; 𝑥-Achse [m]; der Erregungspunkt wandert von 𝑥′ = 0 m bis 𝑥′ = 1 m 

Wie in der Abbildung 10 dargestellt, nähern die Paare aus numerisch errechneten Eigenwerten 

und Eigenvektoren die Werte der akustischen Moden des starr abgeschlossenen Modells in der 

Abbildung 1 an. Der Aufwand zur modalen Zerlegung ist für Systeme mit vielen 

Freiheitsgraden dann gerechtfertigt, wenn die anschließende Rechenzeit dadurch sinkt. Wie 

eingangs erwähnt werden Dämpfungseffekte vernachlässigt. Die Orthogonalitätsbeziehungen 

lauten: 

𝚿T𝐊𝚿 = 𝛀2 (80) 

und 

𝚿T𝐌𝚿 = 𝐈. (81) 

Der Operator (… )T bezeichnet eine transponierte Matrix und 𝐈 ist die Einheitsmatrix. Die 

Transformation 

𝐩̅ = 𝚿𝛈 (82) 

kann anschließend in die Gleichung (76) eingesetzt werden. Dadurch erhält man: 

(𝐊 −𝐌𝜔2)𝚿𝛈 = 𝐪̅. (83) 

Durch Multiplikation von 𝚿T von links gelangt man zusammen mit den Gleichungen (80) und 

(81) zur diagonalisierten Form: 

(𝛀2 − 𝐈𝜔2)𝛈 = 𝚿T𝐪̅. (84) 

Multipliziert man nacheinander (𝛀2 − 𝐈𝜔2)−1 und 𝚿 von links und ersetzt anschließend nach 

der Gleichung (82) 𝚿𝛈 durch 𝐩̅ erhält man: 

Position des 

Erregungspunktes 
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𝐩̅ = 𝚿(𝛀2 − 𝐈𝜔2)−1𝚿T𝐪̅. (85) 

Diese Form ist identisch zu der Gleichung (77). Man umgeht allerdings den numerisch sehr 

aufwendigen Schritt der Inversion der dynamischen Steifigkeitsmatrix durch das Lösen des 

Eigenwertproblems in der Gleichung (78) mit anschließenden Matrixmultiplikationen zur 

Umstellung des Gleichungssystems von der Gleichung (83) zu der Gleichung (85). Der 

Berechnungsaufwand zur Bildung der Inversen der Diagonalmatrix 𝛀2 − 𝐈𝜔2 ist dabei zu 

vernachlässigen. Die Gleichung (85) wird analog in der Strukturmechanik z. B. im Kapitel 5 in 

(Ginsberg 2001) hergeleitet und entspricht der mechanischen Rezeptanzmatrix im Kapitel 12 

in (Petyt 2010). Mit diesem Ausdruck lassen sich auch größere Systeme schnell lösen. Man hat 

zudem die Möglichkeit mit einer geringeren Anzahl von Eigenlösungen als der Gesamtanzahl 

der Freiheitsgrade zu rechnen. Für eine mögliche Rücktransformation kann die inverse 

Projektionsmatrix z. B. mit der Gleichung (81) mit 

𝚿−1 = 𝚿T𝐌 (86) 

berechnet werden. 

2.6 Bewertung der Vernetzungsgüte eines Finite-Elemente-Modells 

Die Vernetzung des akustischen Volumens hat Einfluss auf die Güte des Ergebnisses der 

Gleichung (85). Unter der Voraussetzung einer gleichmäßigen Vernetzung, sind die 

Vernetzungsdichte und die gewählten Ansatzfunktionen von besonderer Bedeutung. Als 

Bewertungsmaß kann das in (Allemang 2003) beschriebene MAC-Kriterium (engl. Modal 

Assurance Criteria - MAC) auf den eindimensionalen Fall angewendet werden: 

MAC =
|𝛙𝑖

T cos (
𝑗𝜋𝐱̅
𝐿 )|

2

𝛙𝑖
T𝛙𝑖 cos (

𝑗𝜋𝐱̅T

𝐿
) cos (

𝑗𝜋𝐱̅
𝐿 )

, mit 𝑖,𝑗 = [0,1,2,… ]. (87) 

Hierbei enthält die Spaltenmatrix 𝐱̅ die Koordinaten [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4]
T aus der Abbildung 8. 

Das MAC-Kriterium ist definiert von 0 (schlecht) bis 1 (gut). Beim Vergleich der Gleichungen 

(46) und (85) kann festgestellt werden, dass der Unterschied zwischen der exakten analytischen 

und der FEM-Lösung durch die Genauigkeit der Approximation der Eigenvektoren mit der 

Gleichung (78) bestimmt wird. Deshalb bietet sich das MAC-Kriterium zum Vergleich der 

Eigenmoden an. Dabei werden alle analytischen und alle numerischen Moden miteinander 

verglichen. Die resultierenden MAC-Werte in der Abbildung 11 weisen auf eine gute 

Übereinstimmung für das eindimensionale Beispiel in den ersten drei Moden hin. Hierbei ist zu 

beachten, dass die Nummerierung der Eigenmoden aufgrund der Formulierung in der 

Gleichung (46) mit dem Index 𝑛 bei eins beginnt. Die Bewertung eines Modells als Basis für 

die Vorwärtsrechnung anhand der Paare von Eigenwerten und Eigenvektoren ist auf Modelle 

höherer Dimension anwendbar. Voraussetzung dafür ist, dass Eigenvektoren und Eigenwerte 

analytisch beschreibbar sind. Für komplexere Geometrien sind häufig Erfahrungswerte, wie z. 

B. in (Lim 1996, 2000) beschrieben, bestimmend bei der Vernetzungsauswahl. Zusätzlich wird 

das Ergebnis für eine Schallfeldberechnung nicht nur durch die Auflösung des Modells, sondern 

auch durch die Auflösung der Erregung beeinflusst.  
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Abbildung 10: Approximation der ersten drei analytisch berechneten akustischen Moden (gestrichelt) 

durch die FEM; Einheit der modalen Wellenzahlen [rad/m]; 𝑥-Achse [m]; Amplituden sind normiert 

Modale Wellenzahlen, die in einer Schallfeldberechnung berücksichtig werden müssen, 

orientieren sich an der höchsten auftretenden Erregungswellenzahl. Ein Finite-Elemente-Netz 

muss demnach die Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren bis zu dieser 

Wellenzahlgrenze gewährleisten. Ein Ansatz zur Bewertung der Anzahl berücksichtigter 

Moden vergleicht die Lastspaltenmatrix mit deren Lösung aus modal reduzierten Matrizen im 

Kapitel 9.3.2. in (Bathe und Zimmermann 2002). Da in dem hier betrachteten Fall die 

analytischen Eigenformen bekannt sind, werden diese stattdessen als Bewertungskriterium 

verwendet. Da die Anzahl benötigter akustischer Moden für dieselbe obere Grenze eines 

Wellenzahlspektrums mit dem Volumen eines Raumes wächst, ist der modale Ansatz auf kleine 

Räume begrenzt. 

Die Herangehensweise zur Überprüfung einer Vernetzung soll anhand des bereits analytisch 

betrachteten Beispiels in der Abbildung 4 in Verbindung mit den Zusammenhängen aus dem 

Abschnitt 2.5 aufgezeigt werden. Es wird hierbei eine gute Näherung der exakten Antwort des 

zweidimensionalen mathematischen Modells gesucht. Dafür wird das zweidimensionale 

Volumen in der Abbildung 4 unterschiedlich fein mit Dreiecks-Elementen mit linearen und mit 

quadratischen Ansatzfunktionen vernetzt. Anschließend erfolgt das Erstellen der 

Systemmatrizen nach der Gleichung (64) und das Lösen des Eigenwertproblems in der 

Gleichung (78). Die numerischen und die analytischen Eigenvektoren können anschließend, 

analog zu den eindimensionalen Ergebnissen in der Abbildung 11, mit dem MAC-Kriterium 

nach der Gleichung (87) miteinander verglichen werden. Im Unterschied zum eindimensionalen 

Fall berechnen sich die Eigenvektoren für das zweidimensionale Schallfeld nach Gleichung 

(48) aus zwei Kosinustermen. Die Berechnungsdauer bei der Vorwärts- und bei der 

Rückwärtsrechnung ist abhängig von der Anzahl der Freiheitsgrade. Deshalb werden Modelle 

mit unterschiedlichen Ansatzfunktionen bei gleicher Anzahl von Freiheitsgraden verglichen. 

Hierbei beträgt die Helmholtz-Zahl der Elementkantenlängen für die drei gewählten Beispiele 
𝜋

4
, 
𝜋

6
 und 

𝜋

7
. 
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Abbildung 11: Anwendung des MAC-Kriteriums zur Bewertung der Vernetzung durch finite Elemente 

für den eindimensionalen Fall 

Die Ergebnisse in der Abbildung 12 weisen auf nur geringe Unterschiede zwischen linearen 

und quadratischen Ansatzfunktionen bezogen auf die Qualität der approximierten 

Eigenvektoren hin. Es sollte beachtet werden, dass, im Unterschied zur Darstellungsweise in 

der Abbildung 11, MAC-Werte < 0,5 vernachlässigt werden und dass bei Werten über 0,5 keine 

Amplitudenunterscheidung gemacht wird. Für das weitere Vorgehen bedeutet der Inhalt in der 

Abbildung 12, dass es auch für die inverse Formulierung nicht von Bedeutung ist, ob lineare 

oder quadratische Ansatzfunktionen verwendet werden. In der Literatur zur Verwendung der 

IBEM wird indes von quadratischen Ansatzfunktionen abgeraten (Valdivia und Williams 

2004). Diese Eingrenzung gilt nicht für den modalen Ansatz, da sich die Struktur der 

akustischen Transfermatrix in modalen Koordinaten nicht mit der Verwendung quadratischer 

Ansatzfunktionen ändert. Die offengebliebene Frage nach der Berechnungsgüte der Eigenwerte 

wird in der Abbildung 13 beantwortet. Die analytischen und die über die FEM approximierten 

Eigenwerte des zweidimensionalen Beispiels sind darin dargestellt. Man erkennt, dass kleinere 

modale Wellenzahlen (𝑘𝑛 <  3 rad/m) gut angenähert werden. Ergebnisse aus der FEM liegen 

für höhere Wellenzahlen in Abhängigkeit von der Freiheitsgradanzahl über dem analytischen 

Referenzergebnis, was auf eine erhöhte Gesamtsteifigkeit hinweist. Das Finite-Elemente-Netz 

sollte folglich so fein wie möglich gewählt werden. Die Ergebnisse im späteren 

Anwendungsbeispiel im Abschnitt 4.4 basieren auf einem zweidimensionalen Finite-Elemente-

Modell, welches das akustische Übertragungsverhalten bis zu einer modalen Wellenzahl von 

ca. 3 rad/m widerspiegeln soll. Die Unterschiede zwischen linearen und quadratischen 

Ansatzfunktionen werden deshalb im gewählten Bereich der Helmholtz-Zahl der 

Elementkantenlänge für die im weiteren Verlauf verwendeten zweidimensionalen Finite-

Elemente-Modelle als vernachlässigbar bewertet. 

2.7 Semi-analytische Methode für Räume mit konstantem Querschnitt 

Das angeführte MAC-Bewertungskriterium zeigt, dass Elemente mit linearen Ansatzfunktionen 

zur Erweiterung des Wellenzahlspektrums genügen. In Anwendungsfall einer inversen 

Rechnung sind die Erregungswellenzahlen unbekannt. Damit ist ebenfalls die erforderliche 

obere Wellenzahlschranke unbekannt, die benötigt wird, um alle auftretenden 

Wellenzahlkomponenten durch Vernetzung des Fluids wiedergeben zu können. 
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Abbildung 12: MAC-Kriterium für analytisch und numerisch berechnete Eigenvektoren des 

zweidimensionalen Schallfeldes; lineare Ansatzfunktionen links; quadratische Ansatzfunktionen rechts; 

Achsen unterteilen sich in Modeindizes 𝑛 und modale Wellenzahlen 𝑘𝑛 des jeweiligen Modes; 

dargestellt sind alle MAC-Werte > 0,5  
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Abbildung 13: Wellenzahlen der Eigenmoden des zweidimensionalen Schallfeldes; lineare 

Ansatzfunktionen links; quadratische Ansatzfunktionen rechts; mit steigender Vernetzungsdichte 

werden die modalen Wellenzahlen des analytischen Referenzergebnisses besser approximiert 

Durch eine feine Vernetzung eines Finite-Elemente-Modells kann man diese obere Schranke 

lediglich als Variable verschieben und daraus resultierende Ergebnisse auf ihre Plausibilität 

überprüfen. Am Beispiel der gewählten maximalen Wellenzahl von dem Fünffachen der 

Luftwellenzahl und der daraus resultierenden Vernetzungsdichte bei einer Helmholtz-Zahl der 

Elementkantenlänge von 𝑘𝐿̅ =
𝜋

30
 wird die resultierende Größe des zu lösenden 

Gleichungssystems für das Eigenwertproblem in der Gleichung (78) deutlich. So würde die 

Vernetzung eines Würfels mit linearen Elementen und der oberen Schranke der Kantenlänge 

nach Kapitel 9 in (Morse und Ingard 1968) von dem Dreifachen der akustischen Wellenlänge 

(6𝜋/𝑘) eine Gesamtanzahl von ca. 18 Mio. Freiheitsgraden erzeugen. Dieses Beispiel generiert 

die Nachfrage nach einer Methode, welche die Modellgröße reduziert. Eine solche Reduktion 

gelingt z. B. nach (Pope et al. 1987) oder (Simpson und Hansen 1996), wenn in einer 

Koordinatenrichtung die Gleichung der Eigenfunktionen bekannt und über eine analytische 

Funktion beschreibbar ist. 

In Anwendung auf die bereits behandelten Beispiele kann die akustische Transferfunktion in 

der Gleichung (51) durch die Kombination der analytischen mit der numerischen Lösung des 

eindimensionalen Falls in den Gleichungen (38) und (85) ersetzt werden. Dadurch erreicht man 

dieselbe Auflösung mit einem geringeren Rechenaufwand, da sich die Dimension des Finite-

Elemente-Modells um eins reduziert. Wie in der Gleichung (53) zu erkennen ist, ergibt sich das 

zweidimensionale Schallfeld als Summe der Anteile in 𝑥- und in 𝑦-Richtung. Eine dieser 

Richtungen wird numerisch gelöst und anschließend mit der analytischen Lösung über die 

gemeinsamen Eigenwerte kombiniert. Es wird im folgenden Beispiel angenommen, dass 

akustische Moden und deren Eigenwerte für das Raumakustikmodell in der Abbildung 4 in 𝑥-

Richtung mit der Koordinate 𝑥𝑒 mittels FEM numerisch und in der 𝑦-Richtung analytisch 

berechnet wird. 
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Mit den getroffenen Annahmen werden zunächst die Eigenkreisfrequenzen 𝜔̅𝑟 auf der 

Hauptdiagonalen von 𝛀 des eindimensionalen Finite-Elemente-Modells nach Gleichung (80) 

berechnet (hier mit 1D gekennzeichnet): 

𝛀1D = √𝚿1DT𝐊1D𝚿1D. (88) 

Die zugehörigen Wellenzahlen des semi-analytischen Modells ergeben sich zu: 

𝑘̅𝑟𝑠 = √(
𝜔̅𝑟1D

𝑐
)

2

+ (
𝑠𝜋

𝑏
)
2

. (89) 

Zugehörige Eigenvektoren in der 𝑥- und in der 𝑦-Richtung ergeben sich aus den Funktionen 

𝜓𝑟(𝑥𝑒) als Spalten der Projektionsmatrix 𝚿1D und aus der Gleichung (48). Die Spalten werden 

an dieser Stelle bewusst nicht fett gedruckt und als Funktion in Abhängigkeit von der 

Koordinate 𝑥e geschrieben, um den Vergleich mit der Gleichung (51) zu erleichtern. Durch 

Ersetzen der analytischen Eigenfunktionen cos(𝑘𝑟𝑥) in der Gleichung (51) durch deren 

numerische Approximation 𝜓r(𝑥𝑒) sowie der Eigenwerte 𝑘𝑟𝑠 durch 𝑘̅𝑟𝑠 gelangt man zu: 

𝑍(𝑥𝑒 , 𝑦, 𝑥𝑒′, 𝑦′) = −j𝜔𝜚∑∑
𝜀𝑠 𝜓𝑟(𝑥𝑒) cos(𝑘𝑠𝑦)𝜓𝑟(𝑥𝑒′) cos(𝑘𝑠𝑦′)

𝑘2 − 𝑘̅𝑟𝑠2

∞

𝑠=0

∞

𝑟=1

. (90) 

Hierbei ist zu beachten, dass der Normierungsterm 𝜀𝑟 aus der Gleichung (52) bereits in der 

Finite-Elemente-Lösung in 𝜓𝑟(𝑥𝑒) enthalten ist. Der Index 𝑟 beginnt wie in der Gleichung (79) 

bei eins und nicht bei null, weil er sich auf Spalten einer Matrix bezieht und nicht wie in der 

Gleichung (51) auf Indizes innerhalb einer Kosinusfunktionsreihe. Weiterhin sind die Summen 

hier analog zur Gleichung (51) unendlich. Das ist nur theoretisch möglich. Die Anzahl der 

Eigenlösungen des Finite-Elemente-Modells ist durch die Anzahl der Freiheitsgrade begrenzt. 

Der Frage nach der benötigten Anzahl von Moden wird im Rahmen der inversen 

Schallfeldrekonstruktion im Kapitel 3 nachgegangen. Grundsätzlich werden bei dem hier 

dargestellten Lösungsansatz die Eigenmoden in einer Koordinatenrichtung durch analytische 

Funktionen ersetzt. Vorteil ist, dass in dem gewählten Beispiel nur das Eigenwertproblem für 

das eindimensionale Beispiel gelöst werden muss. Das hier vorgestellte Verfahren wird 

weiterführend im Kapitel 4 auf ein dreidimensionales Schallfeld angewendet, bei dem folglich 

nur das Eigenwertproblem für ein zweidimensionales Kavitätsmodell gelöst werden muss. 
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3 Rückwärtsrechnung 

Im Vergleich zur Vorwärtsrechnung bezieht sich eine Rückwärtsrechnung immer auf diskrete 

Größen. Im Falle der Schallfeldrekonstruktion in Räumen sind das Werte des Schalldrucks. 

Diese werden an bestimmten Punkten im Fluid Luft ausgewertet. Ausgehend von der Gleichung 

(12) erhält man die ortsdiskrete Verteilung des Schalldruckfeldes in Abhängigkeit von der 

örtlichen Abtastung 𝐱 mit: 

𝑝(𝐱)⏟
𝐩

= [𝑐𝜚
𝑒j𝑘(𝐿−𝐱) + 𝑒−j𝑘(𝐿−𝐱)

𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿
 𝑐𝜚
𝑒j𝑘𝐱 + 𝑒−j𝑘𝐱

𝑒j𝑘𝐿 − 𝑒−j𝑘𝐿
]

⏟                          
Z

[
𝑣1
𝑣2
]

⏟
𝐯

 
(91) 

Hierbei ist 𝐯 die Eingangsgröße. 𝐙 beinhaltet das akustische Übertragungsverhalten zwischen 

einer harmonischen Störung und dem resultierenden Schalldruck 𝐩 als Ausgangsgröße des 

Systems. Bei der Rekonstruktion der Schallschnelle als Erregung aus Schalldrücken im 

eindimensionalen Beispiel in der Abbildung 1 ist 𝐯 gesucht und 𝐩, mit 𝐱 ∈  Ω, sowie 𝐙 sind 

gegeben. Das führt zu dem Ansatz 𝐙 zu invertieren, um 𝐯 aus 𝐩 mit 

𝐙−1𝐩 = 𝐯 (92) 

zu berechnen. Diese diskrete inverse Rechnung erzeugt ein sogenanntes mathematisch schlecht 

gestelltes Problem. Dabei können kleinste Ungenauigkeiten in den Eingangsdaten 𝐩 zu 

Fehlerverstärkungen führen. Diese können unterschiedliche Ursachen haben. Das 

eindimensionale Modell reicht hierbei nicht aus, um alle Einflussfaktoren eines schlecht 

gestellten Problems zu behandeln. Deshalb müssen weitere zu beachtende Effekte anhand des 

zweidimensionalen Beispiels aus der Abbildung 4 ergänzt werden. Die bereits behandelten 

akustischen Modelle eines eindimensionalen und eines zweidimensionalen Schallfeldes werden 

deshalb in den folgenden Abschnitten verwendet. 

3.1 Randbedingungen bei der inversen Formulierung 

Vorher soll aber der Frage nachgegangen werden, welche Komponente der Schallschnelle 

rekonstruiert wird, wenn die Basis für die inverse Rechnung ein ungedämpftes Modell ist und 

die Eingangsdaten des Schalldrucks 𝐩 aus einem gedämpften Schallfeld stammen. Dieser Fall 

tritt bei allen praktischen Anwendungen mit Messdaten auf, weil die homogene Randbedingung 

in der Gleichung (25) nicht die realen Randbedingungen einer Messumgebung abbilden kann. 

Diese Frage lässt sich mit den Gleichungen (13) und (27) beantworten, wobei für den 

Schalldruckgradient die Gleichung (5) mit der Richtung 𝑛⃗  eingesetzt wird. Durch das 

Gleichsetzen der beiden Ausdrücke erhält man: 

∫ 𝐺(𝑥|𝑥′)
𝑑𝑝(𝑥′)

𝑑𝑛⃗ 

𝐿

0

𝑑𝑥′ − ∫
𝑑𝐺(𝑥|𝑥′)

𝑑𝑛⃗ 
𝑝(𝑥′)

𝐿

0

𝑑𝑥′ = −j𝜔𝜚∫ 𝐺N(𝑥|𝑥
′)𝑣(𝑥′)

𝐿

0

𝑑𝑥′. (93) 

Die Greensche Neumann-Funktion 𝐺N(𝑥|𝑥′) ist reell. Trotzdem lassen sich nach der linken 

Seite der Gleichung (93) Schallfelder beschreiben, die aus einer beliebigen Kombination von 

komplexen Schalldrücken und Schallschnellen am Rand resultieren. Das bedeutet, dass die 

komplexe Funktion 𝑣(𝑥′) die vollständigen Randbedingungen enthält. Eine solche 

Randbedingung nennt sich nach (Marburg 2005) Robin-Randbedingung und beinhaltet die 

Überlagerung einer Schallschnelle 𝑣S(𝑥′) aus der Schwingung einer Oberfläche mit einer 
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Schallschnelle 𝑣A(𝑥′), die z. B. aus der Oberflächenbeschaffenheit resultieren kann. Mit dem 

Modell der Oberflächenadmittanz 𝑌 ist 𝑣A(𝑥′) keine aktive Energiequelle, sondern eine passiv 

induzierte Wirkung auf das Schallfeld. Demnach ergibt sich die Schallschnelle zur 

Multiplikation mit der Greenschen Neumann-Funktion auf der rechten Seite in der Gleichung 

(93) zu: 

𝑣(𝑥′) = 𝑣S(𝑥′) − 𝑌𝑝(𝑥′)⏟  
𝑣A(𝑥′)

. 
(94) 

Eine eindeutige Aufteilung der rekonstruierten Schallschnelle ist nur dann möglich, wenn eine 

der beiden Komponenten 𝑣A oder 𝑣S bekannt ist. Dieser Ansatz wird z. B. in (Anderssohn und 

Marburg 2007) zur Rekonstruktion einer akustischen Randadmittanz verfolgt. 𝑣S(𝑥′) ist hierbei 

gegeben. Daraus folgt für die Fragestellung nach der rekonstruierten Randbedingung als 

Ergebnis einer inversen Rechnung, dass immer die Schallschnelle als Term einer komplexen 

Randadmittanz rekonstruiert wird. Bei der Rekonstruktion der Schallschnelle auf einer 

annähernd glatten schwingenden Oberfläche entspricht das der Amplitude, die auch mit einem 

Laser-Doppler-Vibrometer messbar ist, weil 𝑣A(𝑥′) ≈ 0 ist. Bei der Rekonstruktion der 

Schallschnelle z. B. über einer schallabsorbierenden Isoliermatte kann der Admittanzterm auf 

der Oberfläche mit 𝑣A(𝑥′) ≫ 𝑣S(𝑥′) dominieren. Zu der rekonstruierten Schallschnelle ist über 

die Beziehung 

𝑝(𝑥) = j𝜔𝜚∫ 𝐺N(𝑥|𝑥
′)𝑣(𝑥′)

𝐿

0

𝑑𝑥′ , mit x ∈ Π, x' ∈ Π (95) 

ein Schalldruck eindeutig zugeordnet. Sobald beide Schallfeldgrößen am Rand bekannt sind, 

lassen sich anschließend Energiegrößen und die Randimpedanz berechnen. Eine 

weiterführende Diskussion zu den Konsequenzen für die Anwendbarkeit des modalen Ansatzes 

auf gedämpfte Systeme mit erhöhter Kopplung zwischen akustischen Moden findet sich im 

Kapitel 8.4.2 in (Fahy 2000). An dieser Stelle soll darauf hingewiesen werden, dass das 

Rekonstruktionsergebnis anhand der realen physikalischen Randbedingungen auf seine 

Plausibilität geprüft werden muss. 

3.2 Inverse Formulierung des modalen Ansatzes 

Bei der inversen Formulierung des modalen Ansatzes erfolgt eine Rückprojektion von 

gegebenen Schalldrücken in einem Bereich Ω mit den Aufpunktkoordinaten 𝐫m auf die 

Schallschnelle an Randkoordinaten 𝐫b als Ursache auf Π. Dazu wird die Gleichung (45) als 

Basis verwendet. Diese Gleichung liefert die Übertragungsfunktion zwischen den 𝑀 bekannten 

Schalldrücken 𝐩 ∈ ℂ𝑀×1 in Ω und den 𝐵 unbekannten Schallschnellen 𝐯 ∈ ℂ𝐵×1 auf dem Rand 

Π. Mit der örtlichen Abtastung von Ω und Π gelangt man zu der Standardform aus der 

Gleichung (92). Dieses Gleichungssystem zur inversen Berechnung der Schallschnelle am 

Rand nennt sich mathematisch schlecht gestellt. Man erhält nach (Hadamard 1923) ein 

mathematisch schlecht gestelltes Problem, wenn mindestens eine der Anforderungen „Existenz 

der Lösung“, „Eindeutigkeit der Lösung“ sowie die „kontinuierliche Abhängigkeit der Lösung 

von einer Funktion“ nicht erfüllt sind. Bei inversen Problemen ergeben sich demnach 

Fehlerursachen wie: 

• eine schlecht konditionierte Matrix 𝐙, 

• Rundungs- bzw. Messfehler in 𝐩, 

• oder eine unzureichende Detektion abklingender Wellenanteile, 
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die sich auch gegenseitig beeinflussen können. Weiterhin führen Resonanz oder eine zu geringe 

Menge berücksichtigter akustischer Moden zu Fehlern im modalen Ansatz für die Vorwärts- 

und für die Rückwärtsrechnung. Deshalb werden Fehlerursachen in den folgenden 

Unterkapiteln nacheinander anhand einfacher Beispiele getrennt untersucht. Sie werden im 

Rahmen der Arbeitsschritte zur Berechnung eines inversen Problems erläutert. Zu diesen 

Schritten zählen das Aufstellen des mathematischen Modells, die Positionierung von 

Aufpunkten (Messpositionen), die Anwendung von Regularisierungsverfahren und die damit 

verbundenen SVD sowie das Aufsuchen eines geeigneten Regularisierungsparameters. 

3.2.1 Einfluss der Matrixkondition 

Ein Maß für die Fehlerverstärkung bei schlecht gestellten Problemen ist die Kondition 𝜅 der 

akustischen Transfermatrix 𝐙. Diese wird nach (Rosanoff und Ginsburg 1966) hier anhand der 

2-Norm von 𝐙 mit 

𝜅 = ‖𝐙‖‖𝐙−1‖ (96) 

definiert. Die Verstärkung der Fehler in Eingangsdaten ist nach (Nelson und Yoon 2000) 

proportional zu 𝜅. Lineare Abhängigkeiten von Spalten oder Zeilen in 𝐙 lassen 𝜅 ansteigen. Das 

Eintreten dieses Falls wird anhand des eindimensionalen Beispiels in der Gleichung (12) durch 

Auswertung an den Positionen 𝑥 = 𝑥a und 𝑥 = 𝑥a + 𝜋 𝑘⁄  deutlich. Durch Vereinfachung der 

Gleichung (12) gelangt man zu: 

[
𝑝(𝑥 = 𝑥a)

𝑝(𝑥 = 𝑥a + 𝜋 𝑘⁄ )
] =

𝑐𝜚

j sin(𝑘𝐿)
[

cos(𝑘(𝐿 − 𝑥a)) cos(𝑘𝑥a)

cos(𝑘(𝐿 − 𝑥a − 𝜋 𝑘⁄ )) cos(𝑘(𝑥a + 𝜋 𝑘⁄ ))
] [
𝑣1
𝑣2
] . (97) 

Aufgrund der Periodizität der Kosinusfunktion weißt 𝐙 linear abhängige Spalten auf. Hierbei 

gilt 0 < 𝑥a < 𝐿 und 0 < 𝑥a + 𝜋 𝑘⁄ < 𝐿. Damit wird die Kondition in der Gleichung (96) 

unendlich groß. Auf die Vorwärtsberechnung der Schalldrücke aus der gegebenen Erregung 

haben die linearen Abhängigkeiten in 𝐙 keinen Einfluss. Es existiert allerdings keine inverse 

Lösung für das Problem. Auch für den Fall, dass die Wellenzahl 𝑘 ganzzahlige Vielfache von 

𝜋/𝐿 annimmt, existiert keine inverse Lösung, da der Nenner im ersten Term in der Gleichung 

(97) zu null wird. Dieser Resonanzfall, in dem die akustische Wellenzahl einem Neumann-

Eigenwert entspricht, unterscheidet sich vom vorherigen Beispiel dadurch, dass auch die 

Vorwärtsberechnung durch die auftretende Singularität beeinflusst wird und im ungedämpften 

Fall zu unendlich großen Schalldrücken führt. 

3.2.2 Singulärwertzerlegung 

Eine allgemeinere Formulierung zur Bildung der Inversen von 𝐙 ∈ ℂ𝑀×𝐵 basiert auf der SVD 

nach (Golub und Reinsch 1970). Diese ist gegeben mit 

𝐙 = 𝐔𝚺𝐕H (98) 

und ist geeignet für unter- sowie überbestimmte Gleichungssysteme. Der Operator (… )H 

bezeichnet eine transponierte, konjugiert-komplexe Matrix. Mit 𝑀 Aufpunkten für den 

Schalldruck und 𝐵 Randpunkten bezeichnen 𝐔 ∈ ℂ𝑀×𝑀 und 𝐕H ∈ ℂ𝐵×𝐵 unitäre Matrizen deren 

Spalten die sogenannten Singulärmoden beinhalten. Die zugehörigen Singulärwerte befinden 

sich auf der Hauptdiagonalen von 𝚺 ∈ ℝ𝑀×𝐵. Für den oben genannten Fall mit 𝑀 = 𝐵 

entsprechen die Singulärwerte auf der Hauptdiagonalen von 𝚺 den Quadratwurzeln der 

Eigenwerte von 𝐙𝐙H bzw. 𝐙H𝐙. Die Singulärwerte 𝑠𝑖, mit 𝑖 = 1…𝐵 bzw. mit 𝑖 = 1…𝑀, in 
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𝚺 = [

𝑠1 0 ⋯ 0
0 𝑠2 0 ⋮
⋮ 0 ⋱ 0
0 ⋯ 0 𝑠𝑖

] (99) 

sind ihrer Größe nach geordnet mit 𝑠1 > 𝑠2 > ⋯ > 𝑠𝐵 oder 𝑠𝑀. Wenn 𝐙 keine quadratische 

Matrix ist, nutzt man die SVD, um für unter- oder überbestimmte Gleichungssysteme 

pseudoinverse Matrizen zu bilden und um deren Kondition zu bewerten. Die Konditionszahl 

lässt sich analog zur Gleichung (96) aus dem Verhältnis des größten zu dem kleinsten 

Singulärwert in 𝚺 z. B. für überbestimmte Systeme definieren mit: 

𝜅 =
𝑠1
𝑠𝐵

. (100) 

Die SVD wird im Folgenden zur Lösung aller inversen Probleme verwendet. Deshalb soll an 

dieser Stelle näher auf die Erstellung der inversen der akustischen Transfermatrix und auf die 

physikalische Bedeutung der Paare von Singulärwerten und Singulärmoden eingegangen 

werden. Zu diesem Zweck bietet es sich an, das eindimensionale Beispiel in der Abbildung 1 

analytisch mit dem modalen Ansatz in der Gleichung (39) zu untersuchen. Das Modell enthält 

in dem gewählten Beispiel fünf gleichmäßig verteilte Punkte (siehe Abbildung 8). Wichtig ist, 

dass alle Punkte als Erregungs- oder Aufpunkte definiert sein können. Ein Unterschied zu der 

Vorwärtsrechnung ist nun, dass die Erregungspositionen unbekannt sind. Die zugehörigen 

Spaltenmatrizen der Punktkoordinaten für 𝑀 = 𝐵 = 5 sind definiert als: 

𝐱 = 𝐱′ = [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4]
T. (101) 

Damit ergibt sich nach der Gleichung (39) die akustische Transfermatrix zwischen allen fünf 

Punkten zu: 

𝐙 = −j𝜔𝜚∑
𝜀𝑟 cos (

𝑟𝜋𝐱
𝐿 )⨂cos

(
𝑟𝜋𝐱′

𝐿
)

𝑘2 − 𝑘𝑟
2

∞

𝑟=0

 , mit 𝐙 ∈ ℂ5×5. (102) 

Das Symbol ⨂ bezeichnet das äußere Produkt. Zur Berechnung der Inversen von 𝐙 können die 

Eigenschaften der unitären Matrizen aus der SVD 

𝐔H𝐔 = 𝐈 (103) 

und 

𝐕H𝐕 = 𝐈 (104) 

verwendet werden, um die Pseudoinverse zu bestimmen. Für ein überbestimmtes 

Gleichungssystem entspricht die Pseudoinverse z. B. nach (Greville 1959) dem Ergebnis einer 

Fehlerquadratminimierung: 

𝐙+ = (𝐙H𝐙)−1𝐙H. (105) 

Durch Einsetzen der Gleichung (98) gelangt man zu: 

𝐙+ = 𝐕(𝚺T𝚺)−1𝚺T𝐔H. (106) 
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Für ein unterbestimmtes System entspricht die Pseudoinverse von 𝐙 dem Minimum 

𝐙+ = 𝐕𝚺T(𝚺𝚺T)−1𝐔H (107) 

und für ein bestimmtes Gleichungssystem entspricht sie exakt der Inversen von 𝐙: 

𝐙+ = 𝐕𝚺−1𝐔H. (108) 

Zu beachten ist, dass die SVD einen zusätzlichen Rechenschritt im Rahmen von inversen 

Verfahren zur Schallquellenlokalisation bildet, der für große Systeme sehr aufwendig sein 

kann. Das gilt insbesondere bei höheren Frequenzen, die eine höhere Abtastung durch Rand- 

und Aufpunkte erfordern. Dass die SVD dabei einer Koordinatentransformation entspricht, 

erkennt man z. B. auch beim Vergleich mit dem Basiswechsel zu generalisierten Koordinaten 

bei der Vorwärtsrechnung mit finiten Elementen in der Gleichung (85). Diese lässt sich mit der 

Gleichung (86) umformulieren zu: 

𝚿T𝐌𝐩̅ = (𝛀2 − 𝐈𝜔2)−1𝚿T𝐪̅. (109) 

Mit der SVD ergibt sich nach (Nelson und Yoon 2000) das Gleichungssystem: 

𝐩 =  𝐔𝚺𝐕H𝐯. (110) 

Multipliziert man die unitäre Matrix 𝐔H von links entsteht der Ausdruck 

𝐔H𝐩 =  𝚺𝐕H𝐯, (111) 

wobei 𝐔H𝐩 und 𝚿T𝐌𝐩̅ jeweils transformierte Schalldrücke sowie 𝐕H𝐯 und 𝚿T𝐪̅ transformierte 

Schallschnellen darstellen. Die Diagonalmatrix 𝚺 verknüpft die transformierten Ausdrücke über 

die Singulärwerte auf deren Hauptdiagonalen, analog zur Verstärkungsfunktion (𝛀2 − 𝐈𝜔2)−1 

in der Abbildung 3. Die Singulärwerte sind hierbei immer reell und positiv. 𝐔H und 𝐕H 

enthalten orthogonale Basisfunktionen. Im Vergleich dazu sind 𝚿 und 𝚿T nicht orthogonal, 

sondern nach Kapitel 9 in (Bathe und Zimmermann 2002) 𝐌- oder 𝐊-orthogonal. Kleinen 

Werten in 𝚺 werden nach Kapitel 2.3 in (Hansen 2010) Zeilen in 𝐔H oder 𝐕H zugeordnet, die 

häufige Vorzeichenwechsel aufweisen. In Anwendung auf das Beispiel in der Abbildung 8, mit 

einer betrachteten Wellenzahl 𝑘 = 𝑘2(1 + 0,002), nahe des zweiten Eigenwertes in der 

Abbildung 10, ergibt sich die Singulärwertmatrix aus der Gleichung (98) zu: 

𝚺 =

[
 
 
 
 
2 × 105 0 0 0 0
0 605 0 0 0
0 0 304 0 0
0 0 0 137 0
0 0 0 0 95]

 
 
 
 

. (112) 

Die zugehörigen Singulärmoden (Spalten 𝐮𝟏 − 𝐮𝟓 in 𝐔 und Spalten 𝐯𝟏 − 𝐯𝟓 in 𝐕H) sind in 

der Abbildung 14 dargestellt. Es soll an dieser Stelle hervorgehoben werden, dass bei diesem 

und allen folgenden Zahlenbeispielen gerundete Werte dargestellt sind. Die am stärksten 

gewichteten Singulärmoden befinden sich in den ersten Spalten von 𝐔 und 𝐕H. Diese ähneln 

der physikalisch bedeutsamen zweiten akustischen Mode in der Abbildung 10 aufgrund der 

Nähe die betrachteten Wellenzahl zum zweiten Eigenwert 𝑘2. Anhand der restlichen 

Singulärwerte lässt sich ablesen, dass die übrigen Singulärmoden dazu im Vergleich nur sehr 

wenig zum resultierenden Schallfeld bei dieser Wellenzahl beitragen. Ihre Form ähnelt 
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ebenfalls den akustischen Moden aus der Abbildung 10. Es sei darauf hingewiesen, dass die 

Singulärmoden der Matrix 𝐙 nicht mit deren Eigenvektoren übereinstimmen und deshalb keine 

weitere Deutung zulassen. Es besteht jedoch eine Abhängigkeit zwischen der Gewichtung der 

Singulärmoden und der betrachteten Wellenzahl. Singulärwerte gewichten die Basisfunktionen 

und sind deshalb ein Indikator für deren Abstrahlfähigkeit. Dieses Verhalten ist auch 

vergleichbar mit der Amplitudenverstärkung in der Abbildung 3, denn beim Vergleich der 

beiden Gleichungen (109) und (111) entspricht die Gewichtung durch die Singulärwerte in 𝚺 

der Rolle des Resonanzterms in der Gleichung (46). Mit dieser Erkenntnis lassen sich 

abklingende bzw. nicht ausbreitungsfähige Wellenanteile kleinen Singulärwerten zuordnen. 

Mit der SVD erhält man also Zugriff auf nicht strahlungsfähige Schallfeldanteile, die sich 

besonders negativ auf inverse Problemstellungen auswirken können. Dieser Fakt ist von 

entscheidender Bedeutung für später folgende Regularisierungsverfahren. Der Einfluss einer 

großen Spanne zwischen dem maximalen und dem minimalen quadrierten Singulärwert in 𝚺𝚺T 

aus den Gleichungen (106) und (107) wird hierbei deutlich. Deren Inverse 

(𝚺T𝚺)−1 = (𝚺𝚺T)−1 =

[
 
 
 
 
3 × 10−11 0 0 0 0

0 3 × 10−6 0 0 0
0 0 1 × 10−5 0 0
0 0 0 5 × 10−5 0
0 0 0 0 1 × 10−4]

 
 
 
 

 (113) 

gewichtet nicht ausbreitungsfähige Schallfeldanteile stärker. Wenn die Eingangsdaten des 

Schalldrucks mit Fehlern, z. B. durch eine begrenzte Messdynamik, verfälscht werden, kann 

das resultierende Signalrauschen als Wellenkomponenten interpretiert und verstärkt werden. 

Dieser Fakt bildet den Kern des mathematisch schlecht gestellten Problems. 

Regularisierungsverfahren können den Einfluss der Fehlerverstärkung senken. Zu beachten ist, 

dass abgestrahlter Schall, der aufgrund seines Abklingverhaltens nicht detektierbar ist, auch 

nicht durch Regularisierung rekonstruiert werden kann. 

 

Abbildung 14: Darstellung der ersten fünf Singulärmoden aus der SVD in Realteil und 

Imaginärteil (gestrichelt); die axiale Koordinate in jedem Teilbild entspricht der 

Längskoordinate des eindimensionalen Schallfeldes; alle Amplituden sind auf eins normiert 
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3.2.3 Regularisierung 

Fehlerverstärkung durch den Invertierungsprozess tritt beim eindimensionalen Schallfeld ein, 

wenn 𝑘 sehr nahe an einem Eigenwert 𝑘𝑟 liegt oder der Abstand zwischen Aufpunkten 𝜋/𝑘 

beträgt. Allgemein führt das Invertieren schlecht konditionierter Übertragungsmatrizen mittels 

SVD in Verbindung mit Ungenauigkeiten in den Eingangsdaten dazu, dass kleine 

Singulärwerte Fehler verstärken und damit das Ergebnis einer inversen Rechnung verzerren. 

Mathematisch schlecht gestellte Probleme mit hohen Konditionszahlen sind dann mit dem 

Gaußschen Eliminationsverfahren oder mit dem Bilden der Pseudoinversen nach den 

Gleichungen (106) und (107) nicht lösbar. Deshalb wendet man sogenannte 

Regularisierungsverfahren an, um den Einfluss von sehr kleinen bzw. sehr großen 

Singulärwerten zu verringern. Im Umkehrschluss erzeugt man dadurch allerdings auch immer 

einen Informationsverlust. Regularisierungsmethoden erzeugen einen Kompromiss zwischen 

Ergebnisglättung und Ergebnisverfälschung. Beispielhaft soll der Ausgleich zwischen Fehlern 

durch schlecht konditionierte Matrizen und Fehlern durch Glättung erneut am eindimensionalen 

Beispiel aus der Abbildung 8 gezeigt werden. Nun tritt der Fall auf, dass die Schallschnellen 

am Rand auf Basis der Schalldrücke im Inneren rekonstruiert werden sollen. Wo die Erregung 

mit welcher Amplitude und Phase stattfindet, ist unbekannt. Für die inversen Berechnungen der 

Schallschnelle sind nur die Schalldrücke an Aufpunkten bekannt. Sie resultieren z. B. aus der 

streng formulierten Vorwärtsrechnung in der Gleichung (7) mit einer Schallschnelle als 

Randbedingung links und einem starren Abschluss rechts. Die gewählte Unterteilung des 

Beispiels mit fünf Punkten in zwei Rand- und drei Aufpunkten ist in der Abbildung 8 

aufgezeigt. Die Erregungspunkte könnten auch im Volumen im Bereich 𝑥1 − 𝑥3 positioniert 

sein. Es wird allerdings davon ausgegangen, dass sich Schallquellen nur auf dem Rand befinden 

und dass das Volumen Ω frei von Quellen und Senken ist. Demnach ist die Lastspaltenmatrix 

mit 𝐯 = [1,0]T (Einheit [m/s]) definiert. 

Die Spaltenmatrix für die 𝐵 = 2 Randpunkte ist definiert als: 

𝐱′ = [𝑥0, 𝑥4]
T (114) 

Die Spaltenmatrix für die 𝑀 = 3 Aufpunkte ist definiert als: 

𝐱 = [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3]
T. (115) 

Damit ergibt sich nach der Gleichung (39) die akustische Transfermatrix 𝐙 zwischen Rand- 

und Aufpunkten zu: 

𝐙 = j𝜔𝜚∑
𝜀𝑟 cos (

𝑟𝜋𝐱
𝐿
)⨂cos (

𝑟𝜋𝐱′

𝐿
)

𝑘2 − 𝑘𝑟2
, mit 𝐙 ∈ ℂ3×2.

∞

𝑟=0

 (116) 

Die betrachtete Wellenzahl wird mit 𝑘 = 𝑘2(1 + 0,002) erneut bewusst nah an dem zweiten 

Eigenwert aus der Abbildung 10 gewählt. Es soll hierbei hervorgehoben werden, dass die 

akustische Transfermatrix 𝐙 unabhängig von der Erregung ist. Durch Multiplikation einer 

beliebigen Erregung am Rand 𝐱′ ∈ Π können die Schalldrücke an den gewählten Aufpunkten 

𝐱 ∈ 𝛀 berechnet werden. Das Integral in der Gleichung (39) wird hierbei durch die Summe der 

Beiträge von Einzelstrahlern ersetzt. Daraus ergibt sich der Nachteil, dass ortsabhängige 

Erregungsfunktionen abgetastet werden müssen. Die Abtastung muss dabei mindestens so fein 

sein, dass die Einzelstrahlergröße kleiner als die halbe Erregungswellenlänge ist, um das 
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Nyquist-Shannon-Abtasttheorem nicht zu verletzen. Für den hier betrachteten 

eindimensionalen Fall ist der dadurch zu erwartende Fehler null, weil die Erregung von einem 

Punkt ausgehend angenommen wird. Aus 𝐙 produziert die SVD in der Gleichung (98) die 

Singulärwertmatrix: 

𝚺 = [
9 × 104 0
0 413
0 0

] . (117) 

Dabei ist zu erkennen, dass erneut ein Singulärwert deutlich höher als die restlichen ist. Da nur 

zwei Randpunkte festgelegt sind, enthält 𝚺 auch nur zwei Singulärwerte und der Matrixrang ist 

durch 𝐵 definiert. Unter Verwendung der Pseudoinversen aus der Gleichung (106) ergibt sich 

für die rekonstruierte Schallschnelle: 

𝐯 = 𝐙̃+𝐩 = 𝐕(𝚺T𝚺)−1𝚺T𝐔H𝐩. (118) 

Mit den Eingangsdaten 𝐩 entsteht keine Fehlerverstärkung durch die Multiplikation mit 𝐙+, 

weil bisher keine Fehler außer Rundungsfehler durch die endliche Maschinengenauigkeit 

berücksichtigt werden. Aus diesem Grund erhält man auch als theoretische Lösung die exakten 

Werte in 𝐯. Die Annahme fehlerfreier Messdaten wird durch die begrenzte Messdynamik im 

realen Versuch sowie durch zufällige und systematische Messfehler verletzt. Unter diesen 

Umständen ist die in diesem Abschnitt hergeleitete inverse Lösung nicht auf reale Messdaten 

anwendbar. Deshalb sollen zufällige Messfehler in den Schalldruckeingangsdaten 𝐩 als 

Normalverteilung additiv mitberücksichtigt werden. Systematische Messfehler werden 

vernachlässigt. Die verwendete Messfehlernormalverteilung hat einen Mittelwert von null und 

eine Standardabweichung 𝜎 von 1 % der höchsten detektierten Schalldruckamplitude im 

Schallfeld in Ω. Damit weisen ca. 2/3 der Eingangswerte einen zufälligen Fehler von 1 % auf. 

Das definiert an dieser Stelle eine simulierte Messdynamik von 40 dB. 

Um reproduzierbare Ergebnisse des inversen modalen Ansatzes erzeugen zu können, werden 

direkte Regularisierungsverfahren angewendet. Eines dieser Verfahren ist die Tikhonov-

Regularisierung. Demnach ergibt sich die inverse Lösung für die Schallschnelle 𝐯̃ als 

Approximation der exakten Lösung 𝐯 anhand einer geglätteten Pseudoinversen für das 

überbestimmte Gleichungssystem: 

𝐯̃ =  𝐕𝚺tik
+ 𝐔H𝐩 (119) 

mit 

𝚺tik
+ = (𝚺T𝚺 + 𝜇2𝐈)−1𝚺T=([9 × 10

9 0
0 2 × 105

] + [
𝜇2 0

0 𝜇2
])
−1

[9 × 10
4 0 0

0 413 0
] . (120) 

Es werden bei der Invertierung nur die Kehrwerte von Einträgen ungleich null gebildet. Die 

Werte auf der Hauptdiagonalen in 𝚺T𝚺 bekommen den Regularisierungsparameter 𝜇2 

aufaddiert. Wie in der Abbildung 15 dargestellt, senkt das die Konditionszahl. Die Form der 

Entwicklung der Konditionszahl sowie die Darstellung des Zusammenhangs zwischen 

Singulärwerten und den Wellenzahlen in den Gleichungen (109) und (111) stützen die Aussage 

aus (Williams et al. 1996) und (Nelson und Yoon 2000), dass die Tikhonov-Regularisierung 

einer Tiefpassfilterung im Wellenzahlbereich entspricht. Dabei bleibt die Frage nach dem 

optimalen Regularisierungsparameter offen. Wenn man 𝜇 mithilfe der Konditionszahl 
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bestimmt, würde man diesen Wert anhand der Abbildung 15 mit unendlich wählen, weil 

dadurch die Matrixkondition minimiert wird. Das führt zu einer Glättung, die das Ergebnis 

verfälscht. Deshalb wird der relative Fehler 

𝑒 =
‖𝐯 − 𝐯̃(𝜇)‖2

‖𝐯‖2
 (121) 

zwischen den gesuchten Schallschnellen in 𝐯 am linken und am rechten Rand sowie dem 

Rekonstruktionsergebnis 𝐯̃(𝜇) in Abhängigkeit vom Regularisierungsparameter 𝜇 gebildet. In 

der Abbildung 16 ist 𝐯̃(𝜇) abgebildet, um die Frage nach der Lage des optimalen Wertes für 𝜇 

zu beantworten. Alle Ergebnisse sind Resultate einer Monte-Carlo-Simulation mit 1000 

Wiederholungen, da es sich beim synthetisierten Messfehler um ein stochastisches Modell 

handelt. Durch den zufälligen Fehler in den Eingangsdaten 𝐩 sind die Kurven der 

rekonstruierten Schallschnellen in der Abbildung 16 „verrauscht“. Mit steigendem 𝜇2 werden 

die Kurven zunehmend „glatter“. Der Bereich 𝜇2 < 104 repräsentiert hierbei das 

Rekonstruktionsergebnis ohne Regularisierung. Die linke Schallschnelle wird dabei gut 

rekonstruiert. Die Schallschnelle am rechten Rand müsste hierbei eigentlich null sein. 

Stattdessen wird mit dem unregularisierten Ergebnis eine Scheinschallschnelle von ca. 0,65 m/s 

am rechten Rand erzeugt. Der Rekonstruktionsfehler nach der Gleichung (121) in der 

Abbildung 17 liegt deshalb bei ca. 90 %. Mit steigendem Einfluss der Regularisierung ändern 

sich die Werte in 𝐯̃(𝜇), wodurch sich bei einem 𝜇2 von ca. 2×10
5
 ein Optimum ergibt. Die 

Glättung durch die Tikhonov-Regularisierung ändert das Rekonstruktionsergebnis und mindert 

den Einfluss des zufälligen Fehlers, sodass der Rekonstruktionsfehler um bis zu 40 % im 

Vergleich zur unregularisierten Lösung sinkt. Anhand der Abbildung 16 erkennt man, dass die 

Schallschnelle am linken Rand hierbei mit ca. 0,7 m/s im Vergleich zur Lösung des inversen 

Problems ohne Regularisierung ungenauer rekonstruiert wird. Dafür nähert sich der Wert am 

rechten Rand mit ca. 0,35 m/s dem Wert null an. 

3.2.4 Parametersuchverfahren 

Anhand der Abbildung 17 kann man mit dem in der Gleichung (121) definierten 

Fehlerkriterium den optimalen Regularisierungsparameter ablesen und für den 

Rekonstruktionsprozess verwenden. Hierbei sind weitere Fehlerkriterien zur Auswahl von 𝜇 

anwendbar. In einem realen Anwendungsfall versucht man nur anhand der Schalldruckmessung 

die Schallschnelle 𝐯̃(𝜇) zu rekonstruieren. Es wird in diesem Abschnitt angenommen, dass 

keine Vergleichswerte der Lösung 𝐯 vorliegen. Der Fehlerwert 𝑒 kann folglich nicht berechnet 

werden. Gründe dafür könnten unzugängliche Messpunkte oder nicht vorhandene Ressourcen 

zur Messdatenerfassung sein. Deshalb ist es wichtig, verlässliche Verfahren zum Auffinden des 

Regularisierungsparameters 𝜇 zur Verfügung zu haben. Ohne solche Verfahren ist die inverse 

Formulierung des modalen Ansatzes der Raumakustik nur für spezielle Messkonfigurationen 

anwendbar. Es existieren verschiedene Verfahren zum Auffinden eines 

Regularisierungsparameters. Diese Verfahren gliedern sich in direkte und in iterative Methoden 

bei denen nach Kapitel 7 in (Hansen 1998) entweder eine Annahme über den zu erwartenden 

Fehler in den Messdaten vorliegt oder nicht. Die Auswahl eines geeigneten Parameters ist, wie 

in (Chelliah et al. 2016) dargestellt, vom Anwendungsfall abhängig. Eine anwendbare Methode 

ist das LCM. Diese Technik soll auch hier für das Auffinden eines Regularisierungsparameters 

zum Einsatz kommen, weil die Auswahl von 𝜇 dabei reproduzierbar und anschaulich durch den 

Bezug zwischen Singulärwerten und Wellenzahlen visualisiert werden kann. Grundsätzlich 

geht man mit dem LCM davon aus, den optimalen Wert für 𝜇 anhand der tendenziellen 
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Entwicklung der Lösung für die Schallschnellen in der Abbildung 16 und deren Fehler in der 

Abbildung 17 berechnen zu können. Analog können anhand der Verläufe der rekonstruierten 

Schallschnellen in der Abbildung 16 Bereiche ohne Regularisierung und Bereiche mit 

ausgeprägter Glättung identifiziert werden. 

 

Abbildung 15: Änderung der Konditionszahl der akustischen Transfermatrix für ein eindimensionales 

Schallfeld in Abhängigkeit vom Einfluss des Regularisierungsparameters der Tikhonov-Regularisierung 

 

Abbildung 16: Rekonstruktionsergebnis der Schallschnelle für das eindimensionale Schallfeld in 

Abhängigkeit vom Regularisierungsparameter der Tikhonov-Regularisierung 
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Abbildung 17: Rekonstruktionsfehler der invers berechneten Schallschnellen für das eindimensionale 

Schallfeld in Abhängigkeit vom Regularisierungsparameter der Tikhonov-Regularisierung 

Der Übergang zwischen diesen beiden Bereichen wird beim LCM als optimal zur Auswahl von 

𝜇 definiert. Zum leichteren Auffinden des Übergangs werden die euklidischen Normen der 

Lösung 𝐯̃(𝜇) aus der Abbildung 16 und des Residuums aus der resultierenden 

Vorwärtsrechnung 𝐔𝚺𝐕H𝐯̃ −  𝐩 aus der Gleichung (110) gegeneinander logarithmisch 

aufgetragen. In Anwendung auf das eindimensionale Beispiel in der Abbildung 8 ergibt sich 

die Darstellung in der Abbildung 18. Der Übergangsbereich befindet sich um den Wert 1 × 106 

für 𝜇2. Nach der Abbildung 17 ergibt sich demnach ein Rekonstruktionsfehler von ca. 60 % 

und damit ein um 10 % höherer Wert als das Optimum, gemessen am relativen Fehler in der 

Gleichung (121). 

3.2.5 Einfluss abklingender Wellen im zweidimensionalen Schallfeld 

Wie bereits in der Abbildung 6 dargestellt, spielen abklingende Wellenanteile für das 

resultierende Schallfeld bei einer Vorwärtsrechnung nur eine untergeordnete Rolle. Vor allem 

nahe der schallabstrahlenden Struktur sind die Einflüsse höherer Wellenzahlen erkennbar. Auch 

wenn es auf den ersten Blick nicht deutlich wird, breiten sich diese Wellenzahlkomponenten 

mit geringer Amplitude im gesamten Volumen aus. Unter der Annahme einer idealen 

Messumgebung könnte man sie folglich an jeder Position detektieren. Da Messsysteme einer 

begrenzten Messdynamik unterliegen oder z. B. Nebengeräusche dem abgestrahlten Schallfeld 

überlagert sein können, unterschreiten abklingende Wellen in einem bestimmten Abstand von 

der schallabstrahlenden Struktur das Messrauschen. Dieser Unterschreitungsprozess ist 

abhängig von der Geometrie, von der Verteilung akustischer Quellen, von den erregten 

Wellenzahlen sowie von der Messdynamik. Daher ist eine allgemeingültige Formulierung nur 

für einfache Geometrien und unter der Annahme eines Freifeldes möglich. Auch dann können, 

wie in (Maynard et al. 1985) und (Williams et al. 1987) gezeigt, nur tendenzielle Aussagen über 

die Auflösung abklingender Wellen getroffen werden. 
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Abbildung 18: Ergebnis des LCM für das Aufsuchen des Regularisierungsparameters der Tikhonov-

Regularisierung für das eindimensionale Schallfeld; die Farbskalierung der eingetragenen Punkte 

entspricht der Amplitude 𝜇2; der Übergangsbereich zwischen starker und schwacher Glättung ist 

markiert 

Anhand des zweidimensionalen Beispiels in der Abbildung 4 kann man die Reichweite 

abklingender Wellenzahlkomponenten exemplarisch anhand einer gegebenen 

Erregungsfunktion in der Gleichung (47) bestimmen. In der Gleichung (54) summiert man dazu 

alle Wellenzahlkomponenten außerhalb des Erregungskreises (𝑘𝑟𝑠 ≥ 𝑘e > 𝑘) auf. 

Infolgedessen löschen sich die Kosinusterme außerhalb von 𝑘e im Messbereich Ω mit 

steigendem 𝑘𝑟𝑠 aus. Wie in der Abbildung 6 zu erkennen ist, konzentriert sich dabei die 

akustische Energie in der Näher der Erregung bei 𝑦 = 0. Die gestrichelte Linie markiert die 

Grenze an der das abklingende Schallfeld die untere Grenze der Messdynamik unterschreitet. 

Der Abstand zwischen der unteren Kante und der gestrichelten Linie wird im Folgenden als 

Abstrahlungsdistanz bezeichnet. Um die Unterschreitung der abklingenden Wellenanteile 

auswerten zu können, definiert man eine Messdynamik in Abhängigkeit vom maximalen 

Schalldruck |𝑝|max und vom minimalen Schalldruck |𝑝|min in Ω 

Messdynamik = 20log10
|𝑝|max

|𝑝|min
 (122) 

sowie einen Vergleichsmittelwert des Schalldrucks 𝑝vgl entlang der gestrichelten Linie in der 

Abbildung 6 in 𝑥-Richtung mit: 

𝑝vgl(𝑦) =
ℎ

𝑎
∑𝑝(𝑥, 𝑦),  für  𝑘𝑟𝑠 ≥ 𝑘e.

𝑎

𝑥=0

 (123) 

Bei vollständiger Dämpfung durch gegenseitige Auslöschung von akustischen Moden unter die 

Grenze |𝑝|min kann der Zusammenhang zwischen dem Schallfeld an Aufpunkten in Ω und den 

akustischen Quellen und Senken auf dem Rand Π gestört werden. Diese Situation tritt auf, wenn 
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ein abklingendes Schallfeld wie in der Abbildung 6 (c) unter das Messrauschen fällt bevor es 

die Hologrammebene Ω erreicht. Eine Unterschreitung von 𝑝vgl mit 

|𝑝|max

10
Messdynamik

20

< 𝑝vgl(𝑦) (124) 

ist definiert als Toleranzgrenze. Von dieser Grenze an dominiert numerisches Rauschen das 

Schallfeld im Wellenzahlbereich der abklingenden Wellen. Das Rauschen wird dann 

fälschlicherweise durch die Verwendung der Gleichung (119) als physikalisch sinnvoll 

interpretiert und anhand der Kehrwerte zugeordneter Singulärwerte im Term 𝚺𝚺T der 

Pseudoinversen aus der Gleichung (120) gewichtet. Dadurch können Messfehler verstärkt 

werden. Die Darstellung der Abstrahlungsdistanz abklingender Wellenzahlkomponenten bei 

unterschiedlichen Messdynamiken im zweidimensionalen Beispiel erfolgt in der Abbildung 19 

in Abhängigkeit von der Erregungswellenzahl 𝑘e. In dieser Abbildung ist ebenfalls der 

gewählte Abstand 𝑑 zwischen den Aufpunkten in der Hologrammebene Ω und dem unteren 

Rand der Erregung als dicke Linie eingezeichnet. Da es sich bei dem berücksichtigten Fehler 

um eine statistische Größe handelt, ist die Überschreitungsgrenze nur näherungsweise 

festlegbar. Der Überschreitungsbereich ist dementsprechend breit aufgetragen. Dargestellt sind 

Ergebnisse für drei Messdynamikwerte mit abnehmendem Grundrauschen von 20 dB auf 40 

dB. Es wird deutlich, dass sich angeregte Wellen mit Wellenlängen um den Strahlungskreis 

(𝑘e ≤ 𝑘) durch den gesamten Raum ausbreiten, während mit zunehmender 

Erregungswellenzahl destruktive Interferenzen auftreten, die dazu führen, dass abklingende 

Teile des Schallfeldes das Grundrauschen unterschreiten. Somit verringert sich bei einem hohen 

Rauschanteil die Abstrahlungsdistanz. Wenn die Abstrahlungsdistanz wiederum den Abstand 

zwischen der Hologrammebene Ω und dem Rand Π unterschreitet, kann das zu fehlerbelasteten 

Eingangsdaten für die inverse Rechnung führen, was sich nachteilig auf die Ergebnisgüte 

auswirkt. 

3.2.6 Rekonstruktionsfehler bei einer endlichen Messdynamik 

Um den Einfluss der hier aufgezeigten abklingenden Wellenanteile auf ein mathematisch 

schlecht gestelltes Gleichungssystem zu verdeutlichen, wird im zweidimensionalen Beispiel 

aus der Abbildung 4 mit ausgewerteten Schalldrücken in Ω auf den Rand der Erregung bei 𝑦 =

0 zurückgerechnet. Dafür setzt man die Erregungsfunktion aus der Gleichung (47) und das 

Rekonstruktionsergebnis aus der Gleichung (119) in die Gleichung (121) zur Berechnung des 

relativen Fehlers ein. Das Ergebnis der Gleichung (119) entsteht durch die Anwendung der 

SVD aus der Gleichung (98) auf die akustische Transfermatrix in der Gleichung (51). Hierbei 

ist zu beachten, dass die Eingangsdaten in 𝐩 aus der Abtastung des Schallfeldes in Ω mit der 

Schrittweite ℎ resultieren (siehe Abbildung 4). Als Bereich der Erregung sowie zur Auswertung 

wird ausschließlich der untere Rand bei 𝑦 = 0 betrachtet. Der optimale 

Regularisierungsparameter 𝜇o wird mit der Minimierung des relativen Fehlers aus der 

Gleichung (121) bestimmt mit: 

𝜇o = min
𝜇
𝑒(𝜇) . (125) 

Das spiegelt ein Szenario wider in dem bei Anwendungen in der Realität gemessene 

Vergleichsdaten der Schallschnelle am Rand der Kavität vorliegen. Ohne diese 

Vergleichsmessdaten muss der Regularisierungsparameter über andere 

Parametersuchverfahren ermittelt werden.  
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Abbildung 19: Abstrahlungsdistanz abklingender Wellen im zweidimensionalen Schallfeld in 

Abhängigkeit von der Erregungswellenzahl und der Messdynamik nach (Ungnad und Sachau 2019)  

Deshalb wird 𝜇o anschließend zusätzlich über das im Abschnitt 3.2.4 erläuterte LCM bestimmt. 

Die Synthese der Schalldrücke als Eingangsdaten im Bereich der Aufpunkte in Ω erfolgt als 

Zusammenspiel der Gleichung (54) mit der Messdynamik aus der Gleichung (122). Die Anzahl 

der dabei zu berücksichtigenden akustischen Moden in der akustischen Transfermatrix 𝐙 ergibt 

sich aus der Wahl der Grenze für die modale Wellenzahl 𝑘𝑟𝑠 (hier gewählt mit 12𝑘). Die 

Tikhonov-Regularisierung lässt sich als Glättung des Einflusses nicht detektierbarer 

Wellenkomponenten interpretieren. Real existierende Erregungswellen am Rand können sich 

aufgrund der physikalischen Gegebenheiten demnach nicht ausbreiten und werden mit kleiner 

Gewichtung nach der Koordinatentransformation durch die SVD versehen. Als 

Wellenkomponenten interpretierte Messfehler könnten anschließend durch die Bildung der 

Kehrwerte sehr kleiner Singulärwerte verstärkt werden. Die Regularisierung verhindert diese 

Verstärkung und stabilisiert das Gleichungssystem. 

Eine zusammenfassende Darstellung des relativen Fehlers in Abhängigkeit von der 

Erregungswellenzahl und der Anzahl berücksichtigter akustischer Moden in 𝐙 findet sich im 

Teil (a) der Abbildung 20. Die Messdynamik wird hierbei nach der Gleichung (122) mit 30 dB 

gewählt. Die Ermittlung des Regularisierungsparameters erfolgt nach der Gleichung (125). 

Zusätzlich ist die Funktion aus der Gleichung (47) zusammen mit Rekonstruktionsergebnissen 

in unterschiedlichen Wellenzahlbereichen dargestellt, um einen Eindruck über das erzielte 

Ergebnis zu vermitteln. Der Fehler ist hierbei in drei Bereiche unterteilt. Im ersten Bereich 

(𝑘e/𝑘 < 1) ist die inverse Lösung hoch aufgelöst. Da hierbei ausschließlich akustische Moden 

in der Nähe von 𝑘 erregt werden, erlangt man gute Ergebnisse mit nur wenig berücksichtigten 

Moden in der akustischen Transfermatrix. Die Anzahl muss allerdings mindestens so hoch sein, 

dass die höchste berücksichtigte modale Wellenzahl die Luftwellenzahl überschreitet 

(𝑘𝑟𝑠 > 𝑘). Ist das nicht der Fall, enthalten die im Invertierungsprozess verwendeten 

Singulärmoden nicht genug Information, um die Erregungsfunktion abzubilden. 
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Man erkennt weiterhin, dass auch bei niedrigen Erregungswellenzahlen ein Restfehler vor allem 

am Rand des Rekonstruktionsergebnisses entsteht. Der zweite Bereich (1 ≤ 𝑘e/𝑘 ≤ 2) 

repräsentiert eine Übergangszone, in der die Anzahl der abklingenden Wellen zunimmt und 

Moden außerhalb von 𝑘 stärker ins Gewicht fallen. Hier sollte das modale Wellenzahlspektrum 

die Erregungswellenzahlen höherer Ordnung umfassen. Dieser Fakt ist mit der Darstellung von 

𝑤 in der Abbildung 7 konsistent. Im betrachteten Beispiel sollte die höchste berücksichtigte 

modale Wellenzahl mindestens doppelt so hoch sein wie die höchste zu rekonstruierende 

Erregungswellenzahl (𝑘𝑟𝑠 ≥ 2𝑘e). Im dritten Bereich (2 ≤ 𝑘e/𝑘 ≤ 3) führt der Abstand 𝑑 im 

Zusammenspiel mit der endlichen Messdynamik und der diskreten Abtastung des Schallfeldes 

zu nicht detektierbaren Wellenkomponenten (Vergleich Abbildung 6) und damit zu relativen 

Fehlern über 50 %. Im Unterschied zum zweiten Bereich tritt dieser Effekt unabhängig von den 

in 𝐙 enthaltenen modalen Wellenzahlen auf. 

Es ist zu erwähnen, dass zwei Szenarien, welche die Fehleranfälligkeit im zweidimensionalen 

Rechenbeispiel zusätzlich erhöhen mit der Abbildung 20 nicht abgedeckt werden. Zum einen 

sind die geometrischen Parameter 𝑎 und 𝑏 so gewählt, dass der erste Term in der Gleichung 

(54) nicht unendlich groß wird (Resonanzfall). Zum anderen bewirkt eine Erregungswellenzahl 

𝑘e als ein Vielfaches von 𝜋
𝑎
, dass diese mit der modalen Wellenzahl 𝑘𝑟 übereinstimmt. In dem 

Fall gewichtet der zweite Term der Gleichung (54) die zugehörige Mode. Das wiederum führt 

ähnlich zum Resonanzfall zu einem erhöhten Fehler im Rekonstruktionsergebnis. Das 

mathematisch schlecht gestellte Problem ist außerhalb der genannten Spezialfälle durch 

abklingende Wellenzahlkomponenten dominiert. Der Einfluss der Abtastung der 

Erregungsfunktion am Rand wird hierbei unter der Annahme vernachlässigt, dass die 

Kantenlänge der Teilflächen mit ℎ = 𝜋 30𝑘⁄  klein genug gewählt ist, um deren Fehlereinfluss 

zu minimieren. Wie in der Abbildung 17 gezeigt, spielt die Wahl des 

Regularisierungsparameters eine wichtige Rolle. Je nach Sensitivität des Gleichungssystems 

kann der Bereich in dem der relative Fehler des Rekonstruktionsergebnisses minimal wird 

schmal sein. Zum Vergleich sind deshalb die Ergebnisse der rekonstruierten Schallschnelle auf 

Basis des durch das LCM ermittelten Regularisierungsparameters im Abbildungsteil (b) 

dargestellt. Hierbei ist zu erkennen, dass der dritte Bereich (2 ≤ 𝑘e/𝑘 ≤ 3) ebenfalls die 

Auflösungsgrenze markiert. Im Unterschied zu den Ergebnissen aus der 

Regularisierungsparametersuche nach der Gleichung (121) ändert sich die Abhängigkeit des 

Rekonstruktionsfehlers von den in der akustischen Transfermatrix berücksichtigten modalen 

Wellenzahlen. Es fällt vor allem auf, dass die Steigerung des Verhältnisses 𝑘𝑟𝑠/𝑘 nicht 

zwangsläufig zu einer Verbesserung der Ergebnisse führt. 

Im Teil (c) der Abbildung 20 sind die Fehlergrenzen von 35 % bei unterschiedlichen 

Messdynamiken eingezeichnet. Für den Abbildungsteil (a) entspricht das vom Ergebnis her der 

rekonstruierten Schallschnellefunktion im oberen rechten Beispielplot (35 % Fehler). Man 

erkennt aus den Graphen im Teil (c), dass mit steigender Messdynamik die Auflösungsgrenze 

der rekonstruierten Erregungsfunktion nach oben verschoben wird. Voraussetzung dabei ist, 

dass entsprechend hohe Wellenzahlen akustischer Moden der zweidimensionalen Kavität 𝑘𝑟𝑠 
bei der inversen Rechnung berücksichtigt werden. Die Abweichungen bei 12 % Fehler im 

Rekonstruktionsergebnis treten vorrangig am Rand bei 𝑥 = 0 und 𝑥 = 𝑎 auf. Bei 35 % Fehler 

sind sie über den gesamten Bereich der Erregung als Amplitudendifferenz erkennbar. Ein 

Fehler von 98 % lässt keine Ergebnisinterpretation zu. Da Rekonstruktionsfehler ebenfalls 

durch eine unzureichende Regularisierung erzeugt werden, lassen sich die Ergebnisse mit denen 
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der Rekonstruktion einer eindimensionalen schallhart umrandeten Welle im Freifeld im Kapitel 

3.5 in (Williams 1999) in Verbindung setzen. 

Die in diesem Abschnitt gezeigten Resultate legen nahe, in einem möglichst geringen Abstand 

zur schallabstrahlenden Struktur zu messen, während die modale Wellenzahlgrenze hoch genug 

bleiben sollte, um die Auflösung der physikalischen Sensoren (Mikrofone) voll auszunutzen. 

An dieser Stelle zeigt sich auch das Alleinstellungsmerkmal der NAH, die auf unterschiedlichen 

Methoden basieren kann. Durch das Messen des Schalldrucks im Nahfeld einer 

schallabstrahlenden Struktur erhöht sich die Auflösung des Rekonstruktionsergebnisses in 

Abhängigkeit vom Abstand der Hologrammebene zur Bildebene und der Messdynamik. 

 

Abbildung 20: Rekonstruktionsfehler der Erregungsfunktion des zweidimensionalen Schallfeldes; 

Amplitudenskala für (a) und (b) in [%]; angenommene Messdynamik 30 dB; jedes Viereck ist das 

Ergebnis einer Mittelung aus 100 Berechnungen; Beispiele Vergleichen die gegebene 

Erregungsfunktion (gestrichelt) mit den Rekonstruktionsergebnissen in Real- (oben) und Imaginärteil 

(unten); (a) Regularisierungsparameterauswahl mit relativem Fehler; (b) 

Regularisierungsparameterauswahl mit dem LCM; (c) Fehlergrenze von 35 % bei unterschiedlichen 

Messdynamiken 

3.2.7 Mikrofonpositionen 

Bisher wird die Abtastung des Schallfeldes durch voll besetzte Konfigurationen von 

Aufpunkten realisiert. Bei einem praktischen Anwendungsfall kann diese Methode bei größeren 

Räumen zu der Verwendung vieler Mikrofone führen. Die Gleichung (97) zeigt wiederum auf, 

dass ungünstig gewählte Sensorpositionen zu einer singulären akustischen Transfermatrix und 

 

 

b 

a 

c 



3 Rückwärtsrechnung 

73 

damit zu einer nicht vorhandenen inversen Lösung führen können. Die Mikrofonpositionierung 

ist folglich ein Optimierungsproblem bei dem man mit möglichst wenigen Sensoren ein 

hochaufgelöstes Ergebnis für die gesuchten Schallfeldgrößen am Rand erzielen möchte. 

Eine wichtige Feststellung kann man bereits aus dem eindimensionalen Beispiel im Abschnitt 

2.1 ableiten. Aus der Gleichung (28) ergibt sich das Schallfeld in einem umschlossenen 

Volumen ausschließlich aus den Schalldrücken als Erregung an dessen Rand. Diese Lösung ist 

äquivalent zum Neumann-Problem in der Gleichung (27) und der allgemeinen Lösung des 

Kirchhoff-Helmholtz-Integrals in der Gleichung (13). Dabei muss weiterhin gelten, dass die 

Kavität keine Quellen oder Senken enthält. Dieser Ansatz findet für zwei- und dreidimensionale 

Geometrien Verwendung z. B. in der Berechnung der Fernfeldabstrahlung aus gemessenen 

Schalldrücken in (Horton und Innis 1961) und (Ferris 1967) sowie bei der Schallfeldsynthese 

in (Ise 1999) und (Fazi und Nelson 2012). Daraus leitet sich die Reduktion des voll besetzten 

Aufpunkterasters in der Abbildung 4 auf eine Konfiguration ab, bei der nur die Aufpunkte am 

Rand verwendet werden. Die Schalldrücke auf so einem Randaufpunkteraster enthalten bei 

einer ausreichend hohen Abtastung und bei bekannter Geometrie die Informationen über das 

Schallfeld in dessen Inneren. Dieser Vorteil leitet sich aus der Verbindung zwischen der 

Schallfeldsynthese und dem inversen modalen Ansatz ab. Bei der Schallfeldsynthese wird ein 

gewünschtes Schallfeld in einem mit Mikrofonen abgegrenzten Bereich durch die aktive 

Beeinflussung der messbaren Schalldrücke durch Lautsprecher erzeugt. Dazu wird anhand der 

Formulierung eines Optimierungsproblems der Schallfluss jedes Lautsprechers errechnet. 

Ersetzt man den Schallfluss der Lautsprecher durch die Schallschnellen einer in Teilstrahler 

aufgegliederten schwingenden Struktur, gelangt man zum inversen modalen Ansatz. Die 

Auswertung bezieht sich dann nicht auf das resultierende Schallfeld innerhalb des 

Mikrofonrings, sondern auf die invers berechneten Schallflüsse der Teilstrahler auf der 

Struktur. Der Unterschied beider Ansätze besteht darin, dass Lautsprecher unabhängig 

voneinander angesteuert werden können, wohingegen Schallschnellen der schwingenden 

Struktur einer vorgegebenen Phasenbeziehung unterliegen. 

Durch die Reduktion des Messpunkterasters entsteht ein durch bekannte Schalldrücke 

umschlossenes Luftvolumen. Daraus resultieren im Abschnitt 3.2.1 neben den betrachteten 

Singularitäten des Neumann-Problems weitere singuläre Wellenzahlen. Diese treten für den 

eindimensionalen Fall der Schallfeldauswertung bei einem Aufpunkteabstand von 𝜋 𝑘⁄  auf. Mit 

diesem Abstand von einer halben akustischen Wellenlänge und den Vielfachen davon trifft man 

die Resonanz des Dirichlet-Problems des durch Schalldrücke umschlossenen Teilvolumens. 

Folglich ist in den Frequenzen der Neumann-Eigenwerte der starren Geometrie und der 

Dirichlet-Eigenwerte des umschlossenen Teilvolumens im ungedämpften Fall keine inverse 

Lösung vorhanden. Dieser Fakt muss bei der Reduktion eines Aufpunkterasters auf 

Randpositionen berücksichtigt werden. Wie beim eindimensionalen Fall, betreffen die 

Neumann-Resonanzen die Vorwärts- und die Rückwärtsrechnung. Dirichlet-Resonanzen eines 

Teilvolumens haben lediglich Einfluss auf die Rückwärtsrechnung in Form linearer 

Abhängigkeiten in der akustischen Transfermatrix. Deshalb spielt nicht nur der 

Informationsgehalt über das abgestrahlte Schallfeld eine Rolle bei der Positionierung von 

Mikrofonen, sondern auch die linearen Abhängigkeiten in der akustischen Transfermatrix. Ein 

beispielhaftes Verfahren zur Bewertung der linearen Abhängigkeiten ist in (Kammer 1991) 

dokumentiert und wird in (Kim und Ih 1996) auf akustische Transfermatrizen angewendet. 

Hierbei wird jeder Punkt anhand seines Beitrages zur linearen Unabhängigkeit mit einem Faktor 

𝑓 zwischen 0 (linear abhängig) und 1 (linear unabhängig) bewertet. Grundlage für die 
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Berechnung des Bewertungsfaktors ist die Auswertung der Einträge auf der Hauptdiagonalen 

des Ausdrucks: 

𝐟 = diag(𝐙(𝐙H𝐙)−1𝐙H). (126) 

Zur Interpretation kann die Gleichung (98) in die Gleichung (126) eingesetzt werden: 

𝐟 = diag (𝐔𝚺(𝚺T𝚺)+𝚺T⏟      
𝐅

𝐔H) . (127) 

Hierbei ist 𝐅 eine Einheitsmatrix, die bis zum Wert des Ranges der Matrix 𝐙 besetzt ist und den 

Bezug zur maximalen Anzahl linear unabhängiger Zeilen bzw. Spalten herstellt: 

𝐅 = diag ( 1,1,…  ,1⏟      
Anzahl=rang(𝐙)

,0,0,… ,0) . (128) 

Man erhält mit 𝐟 den Beitrag jeder Sensorposition zum Rang der akustischen Transfermatrix 𝐙 

und ein Bewertungsmaß der linearen Unabhängigkeit einer Sensorposition. Die Darstellung des 

Bewertungsmaßes 𝐟 des zweidimensionalen Beispiels in der Abbildung 4 als Konturplot in der 

Abbildung 21 für alle Positionen innerhalb vom Rand Π zeigt, dass die lineare Unabhängigkeit 

zum Rand hin steigt. 

 

Abbildung 21: Lineare Unabhängigkeiten von Aufpunkten anhand der EFI-Methode; ein hoher 

Wert für 𝑓 [dB re 1] auf der Farbskala entspricht einer verhältnismäßig linear unabhängigen 

Position im Schallfeld  

Anhand dieser Ergebnisse und mit Beachtung der Abstrahlungsdistanz abklingender 

Wellenzahlkomponenten in der Abbildung 19 lässt sich die Aussage treffen, dass ein 

Mikrofonraster möglichst fein aufgelöst nah am Kavitätsrand positioniert sein sollte. Eine 

solche Konfiguration kann ein voll besetztes Raster von Mikrofonen bei einer entsprechend 

feinen Abtastung vollständig ersetzen. Das führt zu einer Reduktion des Ressourcenaufwandes 

bei der praktischen Umsetzung von NAH-Methoden in Räumen. 
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4 Experiment 

Ziel dieses Abschnittes ist die Anwendung des inversen modalen Ansatzes zur 

Schallquellenidentifikation aus dem Kapitel 3 auf eine reale Versuchsumgebung. Im Kontext 

des Standes der Technik aus Abschnitt 1.4 handelt es sich um die Anwendung der FEM-

basierten NAH für eine beliebig geformte Kavität zur Rekonstruktion der Randschallschnelle 

auf Basis von Schalldruckmessungen in deren Inneren. Der zur Verfügung stehende Aufbau ist 

der Airbus A400M-Rumpf der Helmut-Schmidt-Universität - Universität der Bundeswehr 

Hamburg. 

Für die Darstellung von Schallquellen werden am Rand einer Kavität die Informationen über 

den Schalldruck und Informationen über die Normalkomponente der Schallschnelle benötigt. 

Um die Impedanz am Rand der Kavität des A400M direkt zu bestimmen, müsste man beide 

Größen im direkten Nahfeld der Außenhaut nach (Prezelj et al. 2013) messen. Das erfordert 

einen unverhältnismäßig großen Ressourcenaufwand. Zusätzlich ändern sich die vibro-

akustischen Eigenschaften der Versuchsumgebung über die Zeit z. B. durch 

Temperaturänderungen. Deshalb soll für den inversen modalen Ansatz das stationäre Schallfeld 

im Inneren des Rumpfes in möglichst kurzer Zeit erfasst werden, um die Schallschnelle sowie 

den Schalldruck am Rand der Kavität invers zu berechnen. Im Vergleich zu Verfahren zur 

Messung der Strukturschnelle z. B. über Laser-Doppler-Vibrometrie ist die 

Schalldruckmessung weniger anfällig gegenüber der Vibrationskopplung zwischen Sensoren 

und dem Rumpf über verschiedene Körperschallpfade. Eingangsdaten für die inverse Rechnung 

sind Frequenzgänge zwischen den Schalldrücken an Mikrofonpositionen und der Ansteuerung 

der äußeren Erregung durch Lautsprecher. Bei der inversen Berechnung der Schallschnelle am 

Rand des A400M wird davon ausgegangen, dass die Normalkomponente der Schallschnelle auf 

der Oberfläche der Außenhaut der Strukturschnelle entspricht. Der Anteil 𝑣A in der Gleichung 

(94) wird folglich mit null angenommen. Ferner wird festgelegt, dass die akustische Impedanz 

der Luft geringer als die akustische Eingangsimpedanz der Struktur ist. Es handelt sich folglich 

nach (Dowell et al. 1977) um ein schwach gekoppeltes System in dem die Struktur frei von 

Lasten durch die enthaltene Luft schwingen kann. 

4.1 Beschreibung der Versuchsumgebung des Airbus A400M Atlas 

Die in der Abbildung 22 schematisch dargestellte Versuchsumgebung befindet sich in einer 

Wetterschutzhalle und ist an Pendelstützen aufgehängt. Am vorderen Ende ist der Rumpf durch 

eine annähernd schallharte Wand mit einem Schalldämpferaufsatz abgeschlossen. Der Abstand 

zwischen dem Schalldämpfer und dem Rumpf beträgt ca. 5 cm. Am hinteren Ende verschließen 

eine Laderampe und ein Frachttor den Rumpf. Die Gesamtlänge des Rumpfes beträgt 30 m 

wobei ca. 15 m als Mikrofonmessbereich zur Verfügung stehen. Ein Foto vom Innenraum 

findet sich in der Abbildung 23. Der Verfahrweg des Mikrofongestells ist in der Abbildung 24 

schematisch abgebildet. Der Außendurchmesser des zylindrischen Teils oberhalb der 

Bodenplatten beträgt ca. 5,6 m. Das Luftvolumen der A400M-Kavität beträgt ca. 500 m³. Für 

Schalldruckmessungen wird das in der Abbildung 23 dargestellte und über einen Schrittmotor 

automatisch positionierbare Mikrofonarray mit insgesamt 279 möglichen Mikrofonpositionen 

verwendet. Im Ausgangszustand sind alle Mikrofone mittig angeordnet und haben in der y- und 

in der 𝑧-Richtung einen Abstand von 25 cm zueinander. Diese Anordnung entspricht einem voll 

besetzten Aufpunkte- bzw. Mikrofonraster wie dem in der Abbildung 4 und ist Basis für die 

Untersuchungen im Abschnitt 4.3. Auf dem Foto sind zusätzlich Mikrofonpositionen konform  
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Abbildung 22: Schematische Darstellung der Versuchsumgebung 

zur Außenhaut und zum Boden des A400M-Rumpfes abgebildet. Diese werden im Abschnitt 

4.4 verwendet. 

4.2 Messprozedur zur Erfassung der Eingangsdaten für die inverse 

Rechnung 

Betrachtet man den Rumpfdurchmesser von ca. 5,6 m als charakteristische Ausdehnung der 

Kavität, ergibt sich eine Grenzfrequenz für den inversen modalen Ansatz von 183 Hz. Die 

getroffene Annahme einer maximalen Helmholtz-Zahl von drei stammt dabei aus dem Kapitel 

9 in (Morse und Ingard 1968) und wird ebenfalls in den Kapiteln 2 und 3 der vorliegenden 

Arbeit verwendet. Das Mikrofongestell wird mit einer beliebigen Schrittweite entlang des 

Verfahrweges in der Abbildung 24 automatisch durch den Rumpf bewegt. An jeder Position in 

der 𝑥-Richtung werden die Schalldrücke an allen Mikrofonen gemessen. Die Mittelungsdauer 

bei jeder Messung beträgt 8 Sekunden. Die Erregung erfolgt durch ein Rauschsignal, welches 

durch das Lautsprecherarray in der Abbildung 22 außerhalb des Rumpfes wiedergegeben wird. 

Von der Startposition an, bei 𝑥 = 1,05 m, wird das Schallfeld an vorher festgelegten 

Messpositionen über eine Gesamtlänge von maximal 14 m gemessen. Für die Berechnung des 

Rekonstruktionsfehlers nach der Gleichung (121) wird die Strukturschnelle auf einem 

begrenzten Bereich des Rumpfes mit einem Laser-Scanning-Vibrometer gemessen. Hier dient 

erneut das Lautsprecherarray außerhalb des Rumpfes als Erregung. Eine Entkopplung des 

Laser-Scanning-Vibrometers vom Körperschall wird durch Schaumstoffunterlagen realisiert. 

Die Messdauer beträgt ebenfalls pro Messpunkt 8 Sekunden. 
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Abbildung 23: Foto vom Innenraum des A400M-Rumpfes; im Hintergrund ist das verfahrbare 

Messgestell zu sehen; der Vibrometermessbereich ist schraffiert; Platten aus Holz bedecken den Boden 

 

Abbildung 24: Schematische Darstellung des Verfahrweges des Mikrofongestells; alle 

Verbindungskabel zur Schrittmotorsteuerung befinden sich in der Energieführungskette; der Abstand 

zwischen der Null-Position des Messgestells und dem Koordinatenursprung in 𝑥-Richtung beträgt 

1,05 m 

Gemessen werden folglich Zeitdaten der Strukturschnelle, der Schalldrücke und des 

Erregungssignals der Lautsprecher als Referenzsignal. Die Abtastfrequenz beträgt dabei 

1024 Hz. Alle Zeitdatenblöcke werden mit 95% Überlappung anschließend über ein Hann-

Fenster nach Kapitel 5 in (Meyer 2017) gefiltert und in den Frequenzbereich durch eine FFT 

überführt. Die Berechnung der Frequenzgänge erfolgt nach (Veit 1976) mit dem 

Ansteuerungssignal der Lautsprecher als Referenz. Damit liegen Schalldrücke als 

Eingangsdaten und Strukturschnellen für den Rekonstruktionsfehler vor. 
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4.3 Reduktion auf eine Ringmikrofonkonfiguration 

Im ersten Schritt werden die Ergebnisse der Voruntersuchungen zur Positionierung der 

Mikrofone in einer Ringkonfiguration zur Schalldruckmessung am realen Versuchsaufbau 

überprüft. Basis für diese Untersuchungen ist die Frage nach der Auflösung des bestehenden 

voll besetzten Mikrofonrasters. Wenn die Schallabstrahlung von Strukturwellen rekonstruiert 

werden soll, die bei der Kopplung mit einem Fluid schnell abklingt (siehe Abbildung 6), müssen 

die Auflösung mit Sensoren sowie die maximale berücksichtigte modale Wellenzahl in der 

akustischen Transfermatrix so hoch bzw. so groß wie möglich sein (Vergleich Abbildung 20). 

Deshalb ist es das Ziel dieses Abschnittes das bestehende Mikrofonmessraster durch eine 

Mikrofonkonfiguration zu ersetzen, die mit so wenig wie möglich Mikrofonen eine maximale 

Auflösung für das in Kapitel 3 vorgestellte inverse Verfahren in Anwendung auf die 

Versuchsumgebung Airbus A400M erzielt. Dazu sollen nach den Vorüberlegungen im 

Abschnitt 3.2.7 nur Mikrofone am Rand verwendet werden. Die in diesem Abschnitt 

verwendeten Mikrofonpositionen sind zusammen mit allen Mikrofonseriennummern in der 

Abbildung 25 dargestellt. Das Mikrofongestell wird mit einer Schrittweite von 25 cm entlang 

des Verfahrweges in der Abbildung 24 automatisch durch den Rumpf bewegt. Das Schallfeld 

wird folglich an 55 Messpositionen in 𝑥-Richtung über eine Gesamtlänge von 13,5 m 

gemessen. In den experimentellen Voruntersuchungen zum Messraster in diesem Abschnitt soll 

sich auf einen Frequenzbereich von 40 Hz bis 120 Hz begrenzt werden. Basis für diese 

Begrenzung ist die Annahme, dass das Schallfeld mit einem Zwölftel der akustischen 

Wellenlänge abgetastet wird. Die genaue Grenzfrequenz liegt mit einem Mikrofonabstand von 

25 cm bei 114 Hz. Die höchste zu betrachtende Frequenz ist damit bekannt. 

4.3.1 Dreidimensionales Finite-Elemente-Modell der A400M-Kavität 

Bei der gewählten Abtastung des zweidimensionalen Rechenbeispiels in der Abbildung 4 

würde sich für die A400M-Kavität eine Anzahl von ca. 12 Mio Freiheitsgraden ergeben. Die 

daraus resultierenden Systemmatrizen sind zu groß. Da die Wellenlängen auf der gesamten 

Struktur unbekannt sind, ist auch die zu berücksichtigende Anzahl der akustischen Moden der 

A400M-Kavität für die inverse Rechnung unbekannt. Man könnte nun z. B. nach Kapitel 8 in 

(Zienkiewicz und Taylor 2000) eine Daumenregel von 10 finiten Elementen pro akustischer 

Wellenlänge festlegen. Diese Regel gilt allerdings für Vorwärtsrechnungen bei denen 

abklingende Wellen im Fluid gedämpft werden und, wie z. B. in Abbildung 6 dargestellt, das 

Schallfeld nur geringfügig beeinflussen. 

Die Kavität im A400M-Rumpf ist nach (Estorff 2003) vereinfacht als eine Geometrie ohne 

Aussparungen durch Versteifungselemente modelliert. Es wird ein vollständiges 

dreidimensionales Modell verwendet, um Fehler durch weitere Vereinfachungen, wie sie im 

Abschnitt 2.7 vorgenommen werden, zu vermeiden. Das verwendete Finite-Elemente-Netz 

besteht nach den Untersuchungen im Abschnitt 2.5 aus Tetraederelementen mit linearen 

Ansatzfunktionen. Da die gesamte Kavität des A400M-Rumpfes vernetzt werden muss (siehe 

Abbildung 26), ergibt sich die Herausforderung der Bewältigung eines Modells mit vielen 

Freiheitsgraden. Die Elementkantenlänge wird analog zum Mikrofonabstand auf ein Zwölftel 

der höchsten zu betrachtenden akustischen Wellenlänge bei 120 Hz festgelegt. Das entspricht 

einer Helmholtz-Zahl der Elementkantenlänge von 𝑘𝐿̅ =
𝜋

18
 bei der Untergrenze von 40 Hz und 

𝑘𝐿̅ =
𝜋

6
 bei der Obergrenze von 120 Hz. Da dasselbe Finite-Elemente-Modell und Messdaten 

aus einer Messung verwendet werden, wird davon ausgegangen, dass die Ergebnisse im 

Verhältnis zueinander korrekt sind. Die Auflösungsoptimierung erfolgt im nächsten Abschnitt. 
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Abbildung 25: Positionen und Seriennummern von Mikrofonen der Voruntersuchungen zur 

Positionsoptimierung; die Positionen entsprechen den mittig angeordneten Mikrofonen 

4.3.2 Vergleich einer voll mit einer nur am Rand besetzten Mikrofonkonfiguration 

Mit den Voruntersuchungen in den Abschnitten 3.2.6 und 3.2.7 kann festgestellt werden, dass 

Mikrofone möglichst nah am Rand positioniert werden sollten und dass ein Mikrofonring ein 

voll besetztes Mikrofonraster ersetzen kann. Dazu werden die Mikrofonpositionen auf dem 

Mikrofonarray in die zwei Konfigurationen aus der Abbildung 26 unterteilt. Die erste 

Konfiguration (Konfiguration I) nutzt alle Mikrofonpositionen im Messbereich aus der 

Abbildung 26 als Eingangsdaten für die inverse Rekonstruktion der Schallschnelle am Rand 

des A400M-Rumpfes. Die zweite Konfiguration (Konfiguration II) verwendet nur die schwarz 

umrandeten 48 Mikrofonpositionen am Rand des rot markierten Messbereiches. Die Auswahl 

der Farben orientiert sich an der Abbildung 8 und dem Abschnitt 3.2.3. 

Nach der Gleichung (119) kann aus den Eingangsdaten und der akustischen Transfermatrix 

zwischen Rand- und Messknoten aus dem Finite-Elemente-Modell der A400M-Kavität die 

Schallschnelle auf der Oberfläche der Außenhaut des Rumpfes rekonstruiert werden. 

Anschließend erfolgt der Vergleich der rekonstruierten Schallschnelle mit der gemessenen 

Strukturschnelle im Vibrometermessbereich nach der Gleichung (121). Der optimale 

Regularisierungsparameter 𝜇o wird anhand der Gleichung (125) ausgewählt. Die Darstellung 

des relativen Fehlers über den Frequenzbereich von 40 Hz bis 120 Hz erfolgt in der Abbildung 

27. Zusätzlich sind die Ergebnisse der rekonstruierten Schallschnelle und die der gemessenen 

Strukturschnelle für die gewählten Frequenzen 80 Hz und 110 Hz in der Abbildung 28 

abgebildet. Unabhängig von der Amplitude des relativen Fehlers zeigt sich, dass 

Konfiguration I und Konfiguration II vergleichbare Ergebnisse erzeugen. Das bestätigt die 

Vorüberlegungen aus dem Abschnitt 3.2.7. Die Ergebnisse sind gültig für eine Abtastung von 

bis zu einem Zwölftel der akustischen Wellenlänge am Rand des Mikrofonarrays. Es ist zu 
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erwarten, dass mit steigender Frequenz die Konfiguration II im Vergleich zur Konfiguration I 

schlechter abschneidet, weil das Verhältnis von Mikrofonabstand zur akustischen Wellenlänge 

wächst und damit die Schalldrücke am Rand nach der Gleichung (28) nicht die Informationen 

über das Schallfeld in der Mitte abbilden können. 

4.4 Rekonstruktion der Schallschnelle mit einem optimierten Messraster 

Mit den Ergebnissen aus dem Abschnitt 4.3 ergeben sich zwei Aspekte, die im Folgenden näher 

betrachtet werden sollen. Zum einen zeigen die Ergebnisse, dass das Mikrofonraster mit 

Mikrofonen am Rand ein voll besetztes Mikrofonraster bei einer ausreichend hohen Abtastung 

des Schallfeldes ersetzen kann. Deshalb sollen Ergebnisse für die rekonstruierte Schallschnelle 

am Rand der A400M-Kavität mit einem optimierten Mikrofonraster erstellt werden. Weiterhin 

zeigt sich, dass die Größe des zu erstellenden Systems aus Steifigkeits- und Massenmatrix den 

Bereich der berücksichtigten modalen Wellenzahlen begrenzt. Da die Auswirkung eines 

erweiterten modalen Wellenzahlspektrums auf das Rekonstruktionsergebnis für die 

Anwendung am A400M-Rumpf unbekannt ist, sollte die Zahl der berücksichtigten akustischen 

Moden in der akustischen Transfermatrix in der Gleichung (85) maximiert werden. 

Anschließend kann geprüft werden, ob das Rekonstruktionsergebnis mit anwachsender modaler 

Wellenzahl konvergiert. Zu diesem Zweck wird nach Abschnitt 2.7 das Gleichungssystem auf 

Basis eines zweidimensionalen numerischen Modells im Zusammenspiel mit einem 

eindimensionalen analytischen Modell erzeugt. Dadurch wird ein anwendungsrelevanter 

Ausgleich zwischen dem Berechnungsaufwand zur Lösung des Eigenwertproblems in der 

Gleichung (78) und der Möglichkeit zur Maximierung der Anzahl von approximierten 

Eigenformen in der akustischen Transfermatrix geschaffen. Die hierbei getroffene Annahme 

lautet, dass sich der Querschnitt der A400M-Kavität über die Koordinate x nicht ändert. Eine 

analytische Lösung für Eigenfunktionen, welche die homogene Neumann-Randbedingung in 

der Gleichung (41) für den Querschnitt in der Abbildung 26 erfüllt, steht nicht zur Verfügung. 

Deshalb werden Paare aus Eigenwerten und Eigenvektoren für den Querschnitt in der 

Abbildung 29 numerisch mit der Gleichung (78) bestimmt. Mikrofonpositionen sind hierbei 

erneut als Messknoten im Finite-Elemente-Modell enthalten.  

Das optimierte Raster aus Mikrofonen ist am Rand des Gestells mit insgesamt 93 Mikrofonen 

auf umlaufenden Rundrohren in einem Abstand von 10 cm zueinander befestigt. Die 

Schrittweite des Messgestells beträgt ebenfalls 10 cm. Der Abstand zur Außenhaut beträgt in 

Abhängigkeit von der x-Position des Mikrofonarrays 30–50 cm. Im oberen Bereich ist das 

Mikrofonraster abgeflacht, weil es an der Flügelaufnahme vorbei passen soll. Alle 

Mikrofonpositionen sind in der Abbildung 30 zusammen mit allen 93 Seriennummern 

abgebildet. Die Eigenfunktionen in der 𝑥-Richtung entsprechen denen des starr 

abgeschlossenen eindimensionalen Modells aus der Gleichung (29). Mit diesen Informationen 

lässt sich die akustische Transferfunktion des dreidimensionalen Modells als Extrusion der 

Kavität in der Abbildung 29 über die gewählte Länge 𝐿 = 20 m berechnen. Dafür werden im 

ersten Schritt Eigenwerte aus beiden Modellen vorsortiert. Das Vorgehen aus dem Abschnitt 

2.7 wird hierbei angewendet. Die Eigenkreisfrequenzen 𝜔̅2D des zweidimensionalen Modells 

sind als Einträge auf der Hauptdiagonalen von 𝛀2D gegeben mit: 

𝛀2D = √𝚿2DT𝐊2D𝚿2D. (129) 
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Abbildung 26: Vereinfachtes Finite-Elemente-Modell der A400M-Kavität bei einer Frequenz von 

120 Hz; Darstellung Gesamtmodell (oben); Querschnittsdarstellung (unten); Mikrofonkonfiguration I 

(rot); Mikrofonkonfiguration II (rot mit schwarzer Umrandung); Randknoten (grün); Randmessknoten 

des Vibrometermessbereiches (grün mit schwarzer Umrandung); Randknoten sind oben nicht abgebildet 
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Abbildung 27: Relative Fehlerabweichung zwischen der gemessenen Strukturschnelle im 

Vibrometermessbereich und der dort rekonstruierten Schallschnelle 

𝐊2D ∈  ℝ𝐷×𝐷 und 𝚿2D ∈ ℝ𝐷×𝐸 sind hierbei die Steifigkeitsmatrix sowie die Projektionsmatrix 

des zweidimensionalen Modells in der Abbildung 29. Die Wellenzahlen 𝑘̅𝑛 ergeben sich 

folglich zu: 

𝑘̅𝑛 = √
(𝜔̅𝑙

2D)2

𝑐2
+ (
𝑚𝜋

𝐿
)
2

. (130) 

Die Indizes 𝑙 und 𝑚 werden so gewählt, dass die 𝑙-te Eigenkreisfrequenz des 

zweidimensionalen numerischen Modells und der 𝑚-te analytische Eigenwert einer 

eindimensionalen stehenden Welle auf den Einzelindex 𝑛 der Gesamtwellenzahl 𝑘̅𝑛(𝑙,𝑚) 
projiziert werden. Es gilt hierbei, dass die Wellenzahlen in aufsteigender Reihenfolge 

vorliegen: 0 ≤ 𝑘̅1(𝑙,𝑚) ≤ 𝑘̅2(𝑙,𝑚) ≤ ⋯ ≤ 𝑘̅𝑛(𝑙, 𝑚). Auf diese Weise lassen sich Paare von 

Eigenwerten und Eigenmoden für das dreidimensionale Modell erzeugen. Für die Gleichung 

(130) muss das Eigenwertproblem des zweidimensionalen Modells in der Gleichung (78) nur 

einmal gelöst werden. Dazu sollte das Finite-Elemente-Netz fein genug sein, um das Schallfeld 

in der höchsten zu betrachtenden Frequenz berechnen zu können. Wie bereits im Abschnitt 

3.2.3 erläutert, muss die Auflösung der Elementknoten am Rand dabei mindestens so hoch sein, 

dass die Einzelstrahlergröße kleiner als die halbe Erregungswellenlänge ist. Die 

Einzelstrahlergröße ergibt sich aus der mittleren Kantenlänge der Elemente mit Randknoten. 

Die Erregungswellenlänge ist unbekannt. Deshalb sollte das Finite-Elemente-Netz so fein wie 

möglich gewählt werden. Dank der Reduzierung auf ein zweidimensionales Modell kann die 

Elementlänge auf 𝐿̅ =  𝜋 6𝑘max⁄  gesetzt werden.   
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Abbildung 28: Gemessene Strukturschnelle (a) 80 Hz, (d) 110 Hz; rekonstruierte Schallschnelle mit der 

Konfiguration I (b) 80 Hz, (e) 110 Hz; rekonstruierte Schallschnelle mit der Konfiguration II (c) 80 Hz, 

(f) 110 Hz; Einheit [m/Vs] 
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Das entspricht einem Zwölftel der akustischen Wellenlänge bei einer Grenzfrequenz von 

180 Hz. Die Helmholtz-Zahl der Elementkantenlänge liegt damit zwischen 
𝜋

54
 bei der 

Untergrenze von 40 Hz und 
𝜋

6
 bei der Obergrenze von 180 Hz. Um die Gleichung (119) zur 

Berechnung einer inversen Lösung anzuwenden, werden noch die Eigenmoden 𝛙𝑛 ∈  ℝ𝐷
𝐿

𝐿̅
×1

 

der akustischen Transfermatrix benötigt. Diese ergeben sich aus 

𝛙𝑛(𝑙,𝑚) = 𝚿𝑙
2D⨂cos (

𝑚𝜋𝐱̅

𝐿
) . (131) 

Der Index 𝑛 ergibt sich wie in den Gleichungen (50) und (130) durch nach der Größe sortierte 

Wellenzahlen des dreidimensionalen Modells 𝑘̅𝑛. Analog zu der Gleichung (78) enthält 𝚿2D in 

den Spalten Eigenmoden. Der Index 𝑙 markiert die 𝑙-te Spalte in 𝚿2D. Die Spaltenmatrix 

𝐱̅ ∈ ℝ
𝐿

𝐿̅
×1

 enthält die mit der Schrittweite 𝐿̅ abgetasteten Werte bis 𝐿 mit 

𝐱̅ = [0, 𝐿̅, 2𝐿̅,…  , 𝐿 − 𝐿̅, 𝐿]T. (132) 

Mit der Gleichung (131) ist sichergestellt, dass die Auflösung in der 𝑥-Richtung zu der 

Elementkantenlänge des zweidimensionalen Modells in der Abbildung 29 passt. Damit erhält 

man gleichmäßig abgetastete akustische Moden des Gesamtmodells 𝛙𝑛. Analog zur Gleichung 

(116) ergibt sich durch die Auswahl der Mess- und Randknoten die akustische Transfermatrix 

zwischen allen Mess- und Randpunkten mit: 

𝐙 = −j𝜔𝜚∑
𝜀𝑛𝛙̂𝑛𝛙̌𝑛

T

(𝑘2 − 𝑘̅𝑛2)

𝐸

𝑛=1

. (133) 

Die über die FEM approximierten Werte der Eigenmoden an Mess- und Randknoten werden 

mit 𝛙̂𝑛 und 𝛙̌𝑛
T bezeichnet. Der Normalisierungsfaktor 𝜀𝑛 nimmt für alle Moden mit einer 

axialen Wellenzahl von null den Wert 1/𝐿 an. Für alle anderen Moden ist 𝜀𝑛 = 2/𝐿. Mit der 

Gleichung (119) kann anschließend die Schallschnelle an allen Randknoten invers errechnet 

werden. Der Rekonstruktionsfehler ergibt sich mit der Gleichung (121) aus gemessenen Werten 

der Strukturschnelle im Vibrometermessbereich und der Normalkomponente der dort 

rekonstruierten Schallschnellen. Analog zu den Ergebnissen des zweidimensionalen Beispiels 

in der Abbildung 20, werden die mit dem LCM erzeugten Ergebnisse als Resultat eines 

Szenarios ohne Vorhandensein von Messdaten der Strukturschnelle zum Vergleich erzeugt. 

Die Abbildung 31 zeigt den auf der Basis von Schalldruckmessungen rekonstruierten Realteil 

der Schallschnelle zusammen mit dem durch ein Laser-Doppler-Vibrometer gemessenen 

Realteil der Strukturschnelle im Vibrometermessbereich. Die Auflösung wird dabei der zu 

betrachtenden Frequenz angepasst, um Rechenzeit für die Singulärwertzerlegung zu sparen. 

Übereinstimmungen in den gewählten Frequenzen sind zu erkennen. Der Rekonstruktionsfehler 

ist von der Frequenz abhängig. Ähnlich zum Verhalten des Fehlers beim analytischen Beispiel 

in der Abbildung 20, existiert eine Abhängigkeit zwischen dem Rekonstruktionsfehler und den 

berücksichtigten Wellenzahlen in der akustischen Transfermatrix. Es fällt auf, dass im 

Frequenzbereich unter 90 Hz die höchsten Wellenzahlen der berücksichtigten Moden in der 

akustischen Transfermatrix mindestens doppelt so groß wie die akustische Wellenzahl sein 

müssen, um den Rekonstruktionsfehler unter 50 % zu halten. In diesem Bereich ist das 

mathematische Modell sensitiver aufgrund der verhältnismäßig geringen modalen Dichte. 
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Beispielsweise werden bei einer Frequenz von 55 Hz und einer maximalen modalen Wellenzahl 

von 𝑘̅𝑛 = 1,4𝑘 nur 37 Moden in der inversen Lösung berücksichtigt. Bei 90 Hz sind es bereits 

127 Moden, die zum Ergebnis beitragen. Dieser Sachverhalt findet sich im Beispiel (b) in der 

Abbildung 31 wieder. Das Rekonstruktionsergebnis weist hierbei weniger Vorzeichenwechsel 

als die gemessene Strukturschnelleverteilung auf, weil bei dieser Wellenzahl keine Mode die 

Messdaten repräsentieren kann. Erst mit steigender modaler Wellenzahl 𝑘̅𝑛 im Beipiel (c) kann 

das Rekonstruktionsergebnis die gemessenen Daten widerspiegeln. Im Bereich um 90 Hz 

beträgt der Rekonstruktionsfehler zwischen 40 % und 50 %, da die inverse Rechnung für die 

Schallschnelle am linken Rand bei x < 4 m falsche Werte berechnet. Im Bereich über 90 Hz 

konvergiert der Rekonstruktionsfehler zwischen 𝑘̅𝑛 = 1,5𝑘 und 𝑘̅𝑛 = 2𝑘. 
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5 Zusammenfassung 

In der vorliegenden Arbeit wird ein FEM-basiertes inverses Verfahren zur 

Schallfeldrekonstruktion vorgestellt. Die Zielgröße bei der Methode ist die Schallschnelle am 

Rand einer beliebig geformten Kavität. Eingangsdaten sind gemessene Schalldrücke eines 

stationären Schallfeldes. Der Anwendungsbereich wird durch die Raumdimensionen des 

betreffenden Falls begrenzt. Betrachtet werden Räume deren Dimensionen nicht unter einem 

Drittel und nicht über dem Dreifachen der akustischen Wellenlänge liegen. Jedes inverse 

Verfahren (Rückwärtsrechnung) basiert auf einem dazu passenden direkten Problem 

(Vorwärtsrechnung). Im ersten Teil werden deshalb analytische Methoden der Raumakustik für 

den vorher festgelegten Helmholtz-Zahl-Bereich anhand eines eindimensionalen Schallfeldes 

verglichen und diskutiert. 

Als Ergebnis daraus erfolgt die Auswahl des wohlbekannten modalen Ansatzes für die inverse 

Formulierung. Dieser wird auch Methode der Greenschen Funktionen genannt. Die FEM ist 

eine dazu passende Methode der numerischen Umsetzung für nicht analytisch beschreibbare 

Geometrien. Möglichst einfache Rechenbeispiel werden gewählt, um die wichtigsten 

Einflussfaktoren auf die Vorwärtsrechnung aufzuzeigen und um benötigte Gleichungen für die 

anschließende Rückwärtsrechnung zusammenzufassen. Die Beschreibung der direkten 

Problemstellung wird durch die Vorstellung eines aus der Literatur bekannten semi-

analytischen Verfahrens abgeschlossen, welches den Rechenaufwand für große Systeme auch 

bei der Rückwärtsrechnung reduzieren kann. Nach Abschluss der Vorwärtsrechnung wird die 

inverse Formulierung hergeleitet. Diese erzeugt ein mathematisch schlecht gestelltes Problem 

und damit Einflussfaktoren, die bei der Vorwärtsrechnung keine Rolle spielen. Die 

Einflussfaktoren werden anhand der bereits für das direkte Problem verwendeten einfachen 

Rechenbeispiele aufgezeigt. In diesem Zusammenhang wird eine mögliche Methode zur 

Lösung des schlecht gestellten Problems über die Singulärwertzerlegung in Verbindung mit der 

Tikhonov-Regularisierung aufgezeigt. Eine wichtige Feststellung ist, dass die maximalen 

Wellenzahlen der berücksichtigten Eigenlösungen für die akustische Kavität einen Einfluss auf 

invers berechnete Schallfeldgrößen haben. Eine experimentelle Überprüfung der vorgestellten 

Methode erfolgt durch die Rekonstruktion der Schallschnelle am Rand eines Airbus A400M-

Rumpfes. Basis dafür sind Schalldruckmessungen in dessen Inneren. Ergebnisse werden mit 

Messdaten aus einer Strukturschnellemessung mittels Laser-Doppler-Vibrometer verglichen. 
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Abbildung 29: Zweidimensionales Finite-Elemente-Modell der A400M-Kavität bei einer Frequenz von 

180 Hz; Mikrofonpositionen bzw. Messknoten (rot); Randknoten (grün) 

 

Abbildung 30: Positionen und Seriennummern von Mikrofonen des optimierten Messrasters; die 

Positionen entsprechen den am Rand angeordneten Mikrofonen  
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Abbildung 31: Rekonstruktionsfehler der Schallschnelle im Vibrometermessbereich des A400M-

Rumpfes; Amplitudenskala (a) in [%]; Amplitudenskala des Realteils der rekonstruierten (jeweils 

rechts) und der gemessenen (jeweils links) Strukturschnelle der Beispiele (b) – (h) in [m/Vs 10-3]; 𝑥-

Koordinate [m]; (b) 55 Hz, 𝑘̅𝑛 = 1,4𝑘; (c) 55 Hz, 𝑘̅𝑛 = 4𝑘; (d) 90 Hz, 𝑘̅𝑛 = 4𝑘; (e) 110 Hz, 𝑘̅𝑛 = 3,3𝑘; 

(f) 130 Hz, 𝑘̅𝑛 = 3,3𝑘; (g) 155 Hz, 𝑘̅𝑛 = 2,5𝑘; (h) 180 Hz, 𝑘̅𝑛 = 2𝑘 
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6 Ausblick 

6.1 Robustes Parametersuchverfahren 

Die Beschränkung der Ergebnisse auf das gewählte Parametersuchverfahren anhand von 

Strukturschnellemessungen wird beim Vergleich der Ergebnisse der rekonstruierten 

Schallschnelle in der Abbildung 31 mit Ergebnissen aus der LCM in der Abbildung 32 deutlich. 

Man erkennt, dass ohne eine Messung der Strukturschnelle die Schallfeldrekonstruktion in der 

gewählten Versuchsumgebung des Airbus A400M auf Basis von Schalldruckmessungen in 

dessen Inneren nur mit der Begrenzung auf bestimmte Frequenzbereiche möglich wäre. Daraus 

leitet sich die Nachfrage nach robusten Parametersuchverfahren ab. 

6.2 Gekoppeltes Finite-Elemente-Modell 

Grundlage für die Vorwärts- und Rückwärtsrechnung sind Basisfunktionen (akustische 

Moden). Diese bilden einen sogenannten vollständigen Satz orthogonaler Funktionen, aus 

deren Summe sich ein beliebiges Schallfeld zusammensetzt. Das zugrundeliegende 

mathematische Modell für die inverse Schallfeldrekonstruktion basiert dabei auf der Annahme, 

dass Akustik- und Strukturmoden nicht gekoppelt sind. Das entspricht in Abhängigkeit von der 

Versuchsumgebung nur näherungsweise der Realität. Die Erweiterung auf ein vollständig 

gekoppeltes Modell ist eine Möglichkeit die Basisfunktionen für die inverse Rechnung an den 

realen Versuch anzunähern, um mit einer geringeren Anzahl berücksichtigter Moden in der 

akustischen Transfermatrix Berechnungen durchführen zu können. Diese Erweiterung kann 

ebenfalls positive Auswirkungen auf das unter 6.1 erwähnte Parametersuchverfahren haben. 

Alternativ kann die Anpassung der Eigenvektoren und der Eigenfrequenzen in der Gleichung 

(133) anhand von gemessenen Modaldaten das vorgestellte inverse Verfahren verbessern. 

6.3 Wellenzahlanalyse 

Das in der vorliegenden Arbeit gewählte Fehlerkriterium ist der relative Fehler zwischen dem 

Rekonstruktionsergebnis und der gegebenen Schnelleverteilung. Wie im Abschnitt 3.2.5 

gezeigt, hängt der Erfolg der Schallfeldrekonstruktion von der Detektion abklingender 

Wellenanteile ab. Um deren Anteil in Messdaten bestimmen zu können, ist eine 

Wellenzahlanalyse nötig. Mit diesem Analyseverfahren können die Wellenzahlen in den 

Eingangsdaten der Strukturschnelle- und der Schalldruckmessung sowie im 

Rekonstruktionsergebnis ermittelt und verglichen werden. Damit erlangt man eine Erweiterung 

des Fehlerkriteriums, welches auch zum Auffinden eines Regularisierungsparameters genutzt 

werden kann. Die Ergänzung dieser Methode ist ebenfalls Grundlage für die Auswertung der 

Strukturschnelleänderung bei der Anwendung aktiver Maßnahmen zur Schwingungs- und 

Schallreduktion. 

6.4 Akustische Transfermatrix auf Basis analytischer Gleichungen 

Ein erhöhter Rechenaufwand entsteht bei der Anwendung des vorgestellten inversen 

Verfahrens auf die Versuchsumgebung des Airbus A400M-Rumpfes durch das Erstellen des 

Finite-Elemente-Modells sowie der Lösung des Eigenwertproblems. Wie im Stand der Technik 

erläutert existieren analytische Methoden mit denen man die Verwendung numerischer 

Methoden wie der FEM vermeiden kann. Dies ist z. B. durch Kombination von analytisch 

beschreibbaren Subkavitäten zu irregulären Geometrien möglich. 
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Abbildung 32: Rekonstruktionsfehler der Schallschnelle im Vibrometermessbereich des A400M-

Rumpfes; Parametersuchverfahren LCM; Amplitudenskala in [%] 

6.5 Vorfilterung der Eingangsdaten 

Wie in der im Abschnitt 1.4 erwähnten Literatur zur Überschallintensität erläutert, kann ein 

Schallfeld analog zur Abbildung 6 in abstrahlungsfähige und nicht abstrahlungsfähige Anteile 

zerlegt werden. Letztere treten als abklingende Wellen auf und haben nach Abschnitt 3.2.5 

einen erheblichen Einfluss auf die Schallfeldrekonstruktion. Wie bereits im Abschnitt 2.4 

erwähnt, wäre es möglich, diese Anteile im Vorfeld einer Rückwärtsrechnung durch 

Vernachlässigung der zugehörigen Wellenzahlen in der akustischen Transfermatrix, 

herauszufiltern. Damit würde sich das inverse Berechnungsverfahren schneller durchführen 

lassen. Zusätzlich würde sich der negative Einfluss abklingender Wellenanteile auf das 

resultierende Gleichungssystem verringern. 
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7 Symbolverzeichnis 

𝑎 Kantenlänge 

𝑎̃ beliebige Funktion 

𝐴 beliebige Gewichtungsfunktion 

𝑏 Kantenlänge 

𝑏̃ beliebige Funktion 

𝐵 Anzahl Randpunkte 

𝑐 Schallgeschwindigkeit in Luft 

𝑑 Abstand zw. Rand- und Aufpunktebereich 

𝐷 Anzahl Freiheitsgrade 

𝑒 relativer Fehler 

𝐸 Anzahl berücksichtigter akustischer Moden 

𝑓 Bewertungsmaß linearer Unabhängigkeit 

𝐟 Bewertungsspaltenmatrix linearer Unabhängigkeit 

𝐅 Gewichtungsmatrix linearer Unabhängigkeit 

𝐺 Greensche Funktion 

ℎ Auflösungsschrittweite 

𝐈 Einheitsmatrix 

j komplexe Einheit 

𝑘 akustische Wellenzahl 

𝑘̅ akustische Wellenzahl aus FEM und analytischer Rechnung 

𝐊 Steifigkeitsmatrix 

𝐿 Länge 

𝐿̅ Kantenlänge eines finiten Elements 

𝑚̅ Parameter einer Geradengleichung 

𝑀 Anzahl Aufpunkte 

𝐌 Massenmatrix 

𝑛⃗  Normalenrichtung 

𝑛̅ Parameter einer Geradengleichung 

𝐧 Normalenvektor 

𝑁 Ansatzfunktion 

𝑝 Schallwechseldruck 

𝑝̂ Schallwechseldruckamplitude 

𝛿𝑝̂ virtueller Schallwechseldruck 

𝑝̅ Schallwechseldruck an Finite-Elemente-Knoten 
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𝑝vgl Schallwechseldruckschwellwert 

𝐩 Schallwechseldruckspaltenmatrix 

𝐩̅ Finite-Elemente-Schallwechseldruckspaltenmatrix 

𝐪̅ Finite-Elemente-Lastspaltenmatrix 

𝐫 Ortsvektor 

𝑠 Singulärwert 

𝑆 Fläche 

𝑡 Zeit 

𝐔 linke Singulärmodenmatrix 

𝑣 Schallschnelle 

𝐯 Schallschnellenspaltenmatrix 

𝐯̃ invers berechnete Schallschnellenspaltenmatrix 

V Volumen 

𝐕 rechte Singulärmodenmatrix 

𝑤 normierten Summe der Betragsquadrate des Schalldrucks im Messbereich 

𝑥 kartesische Koordinate 

𝐱 Koordinatenspaltenmatrix 

𝐱̅ Finite-Elemente-Koordinatenspaltenmatrix 

𝑦 kartesische Koordinate 

𝑌 Oberflächenadmittanz 

𝑧 kartesische Koordinate 

𝑍 akustische Übertragungsfunktion 

𝐙 akustische Transfermatrix 

𝛿 Dirac-Funktion 

Δ Laplace-Operator 

𝜀 modaler Normalisierungsfaktor 

𝛈 generalisierte Schalldruckspaltenmatrix 

𝜅 Konditionszahl 

𝜇 Regularisierungsparameter 

𝜇o gewählter Regularisierungsparameter 

Π Randdomäne 

𝜚 Dichte von Luft 

𝜎 Standardabweichung 

𝚺 Singulärwertmatrix 

𝜑 Eigenfunktion 

𝛙 Spalte der Projektionsmatrix (über FEM approximierte Eigenmoden) 
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𝛙̂ Eigenmoden ausgewertet an Messknotenpunkten 

𝛙̌ Eigenmoden ausgewertet an Randpunkten 

𝚿 Projektionsmatrix 

𝜔 Kreisfrequenz  

Ω Mess- oder Innendomäne 

𝛀 Eigenkreisfrequenzmatrix 

⨂ äußeres Produkt 

× Multiplikationszeichen (nur bei Zeilenumbruch) 

(⋯ )1D betrifft ein eindimensionales Finite-Elemente-Modell 

(⋯ )2D betrifft ein zweidimensionales Finite-Elemente-Modell 

(⋯ )a Auswertungsposition 

(⋯ )A resultiert aus Oberflächenadmittanz 

(⋯ )b Randbereich 

(⋯ )Di Dirichlet 

(⋯ )𝑒 Elementkoordinatenindex 

(⋯ )e Erregungsterm 

(⋯ )𝑖 Zählindex 

(⋯ )𝑗 Zählindex 

(⋯ )𝑙 Zählindex 

(⋯ )𝑚 Zählindex 

(⋯ )m Messbereich 

(⋯ )max Maximalwert 

(⋯ )min Minimalwert 

(⋯ )𝑛 Zählindex 

(⋯ )N Neumann 

(⋯ )𝑟 Zählindex 

(⋯ )𝑠 Zählindex 

(⋯ )S Größe resultiert aus Strukturbewegung 

(⋯ )tik Resultat einer Tikhonov-Regularisierung 

(⋯ )T transponiert 

(⋯ )H hermitisch 

(⋯ )′ Erregungsposition 

(⋯ )' Ableitung 

(⋯ )+ Pseudoinverse 
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8 Abkürzungsverzeichnis 

ATM Acoustic Transfer Matrix 

BEM Boundary Element Method 

EFI Effective Independence 

ESM Elementarstrahlermethode 

FDM Finite Differences Method 

FEM Finite Element Method 

FFT Fast Fourier Transform 

FSM Field Separation Method 

GCV Generalized Cross Validation 

GENAH Generalized Near-field Acoustical Holography 

HELS Helmholtz Equation Least Squares 

IBEM Inverse Boundary Element Method 

IFEM Inverse Finite Element Method 

INA Inverse Numerical Analysis 

IFRF Inverse Frequency Response Function 

IPTF Inverse Patch Transfer Function 

LCM L-Curve Method 

MAC Modal Assurance Criteria 

NAH Near-field Acoustical Holography 

OTPA Operational Transfer Path Analysis 

PNAH Planar Near-field Acoustical Holography 

PNCA Panel Noise Contribution Analysis 

SONAH Statistically Optimized Near-field Acoustical Holography 

STSF Spatial Transformation of Sound Fields 

SVD Singular Value Decomposition 

TPA Transfer Path Analysis 

TSVD Truncated Singular Value Decomposition 

VAIM Volumetric Acoustic Vector Intensity Imager 
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