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Kurzfassung 

Die Dissertation beschäftigt sich mit der Frage, wie sich ein Entscheider optimal verhalten 

sollte, wenn die Höhe von Energienebenkosten in Verbindung mit einem Modell variiert. 

Ausgangspunkt bildet der Koalitionsvertrag der rot-grünen Regierung aus dem Jahr 1998, der 

indirekt dazu geführt hat, dass Abgaben auf Energie unter bestimmten Voraussetzungen 

gesenkt wurden, um mehr Arbeitsplätze zu schaffen. In der vorliegenden Arbeit wird die 

Annahme getroffen, dass mehr Beschäftigung durch höhere Investitionsfreudigkeit erzeugt 

wird, die durch niedrigere Energienebenkosten ausgelöst wird. 

Die Arbeit stellt zu Beginn die rechtlichen Entscheidungen, die zur Liberalisierung des 

europäischen und insbesondere des deutschen Strom- und Gasmarkt geführt haben, dar. Für 

die beiden genannten Energieträger werden die einzelnen Nebenkostenarten genannt, 

erläutert und deren Befreiungsmöglichkeit herausgestellt. Anschließend findet eine 

Unterteilung in 4 Beispiel-Unternehmen statt, die sich insbesondere durch ihren 

Energieverbrauch unterscheiden. Für diese Unternehmen kommen die genannten 

Befreiungsmöglichkeiten zur Anwendung und es werden die individuellen Energiekosten 

berechnet. Die klare Spezifizierung von Beispiel-Unternehmen unterscheidet sich somit von 

den sonst üblichen Veröffentlichungen, die bevorzugt Bandbreiten angeben, um so einer 

breiten Leserschaft gerecht zu werden, aber auch gleichzeitig eine gewisse Unschärfe in Kauf 

nehmen. 

Im weiteren Verlauf der Arbeit werden verschiedene Aspekte der Variationsrechnung und 

des darauf aufbauenden Maximalprinzips erarbeitet. Die Modifikation des Modells von 

Hritonenko und Yatsenko (2013) bildet die Grundlage für die mathematische Herleitung zur 

Optimierung. Im Nachgang wird von der exakten mathematischen auf eine näherungsweise 

Berechnungsmethode gewechselt, so dass schließlich ein Programm das Optimum 

berechnet. Die Ergebnisse werden diskutiert und die notwendigen Erweiterungen des 

Modells erläutert, so dass zukünftige Arbeiten darauf aufbauen können.  
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Abstract 

The dissertation deals with the situation of how a decision-maker should behave optimally 

when the level of energy costs in connection with a vintage capital model varies. The starting 

point is the coalition agreement of the German government in 1998, which has indirectly 

reduced taxes on energy under certain conditions in order to create more jobs. In the present 

paper it is assumed that more employment is generated by higher investment willingness, 

which is triggered by lower energy costs. 

At the beginning, the work represents the legal decisions which have led to the liberalization 

of the European and in particular of the German electricity and gas market. For the two 

named energy sources, the individual ancillary cost types are mentioned, explained and their 

exemption possibilities are highlighted. Subsequently, a subdivision into 4 example 

companies takes place, which differ in particular by their energy consumption. For these 

companies, the above exemption options are applied and the individual energy costs are 

calculated. The clear specification of example companies thus differs from the usual 

publications, which give preference bandwidths, so as to meet a wide readership, but at the 

same time take a certain blur in purchasing. 

In the further course of the work, various aspects of the calculus of variations and the 

maximum principle based on it are worked out. The modification of the model of Hritonenko 

and Yatsenko (2013) forms the basis for the mathematical derivation of optimization. 

Afterwards, the exact mathematical changes to an approximate calculation method, so that 

finally a program calculates the optimum. The results are discussed and the necessary 

extensions of the model are explained so that future work can build on them. 
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MW - Megawatt 

MWh - Megawattstunde 

ÖPNV - Öffentlicher Personennahverkehr 

StromNEV - Verordnung über die Entgelte für den Zugang zu 

Elektrizitätsversorgungsnetzen 

StromStG  - Stromsteuergesetz  

TWh - Terawattstunden 
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1 Einleitung 

Im Jahr 1998 veränderte sich aufgrund der Liberalisierung des deutschen Strom- und 

Gasmarkts die Situation der deutschen Energielandschaft erheblich. Die bis dato 

monopolistisch organisierten Märkte wurden vor die Herausforderungen des Wettbewerbs 

gestellt, wodurch sich für die Erzeuger, Verbraucher, Politiker und die Wirtschaft allgemein 

deutlich mehr Gestaltungsspielräume eröffneten. Im selben Jahr wurde die erste rot-grüne 

Regierung gewählt, die es sich als oberstes Ziel auf die Fahnen geschrieben hatte die 

Arbeitslosigkeit zu bekämpfen. Durch die Senkung der Lohnnebenkosten für Unternehmen 

sollte Arbeitskraft wieder günstiger und damit attraktiver werden. Das dann entstehende 

Finanzloch der Sozialkassen sollte über eine Steuer auf dem Energiemarkt wieder 

ausgeglichen werden. Somit entschieden sich die Koalitionspartner aus SPD und Bündnis 

90/Die GRÜNEN für die Einführung einer ökologischen Steuer- und Abgabenreform. Diese 

führte zu einer stärkeren Besteuerung des Energieverbrauchs in Deutschland. Der Vorteil der 

Lohnnebenkostenreduktion hätte in energieintensiven Unternehmen allerdings nicht 

ausgereicht, die Zusatzbelastung für Strom und Gas auszugleichen. Im Gegenteil: In Summe 

hätte dies sogar zu höheren Belastungen und folglich zu einem möglichen Abbau von 

Arbeitsplätzen führen können. Um das zu verhindern, räumt bis heute die deutsche 

Bundesregierung diesen Unternehmen Befreiungsmöglichkeiten auf die Energiesteuer ein. 

Unter bestimmten Umständen können für energieintensive Unternehmen die gesamten 

Lohn- und Energienebenkosten niedriger sein, als vor der Steuer- und Abgabenreform. Dieser 

Effekt wirkt sich positiv auf deren Wirtschaftlichkeitsberechnungen von 

Investitionsprojekten aus und zahlt auf die mögliche Schaffung weiterer Arbeitsplätze ein. 

Die ursprünglich erwartete Lenkungswirkung aufgrund der Steuer bleibt dann aus. 

Die vorherigen Ausführungen lassen darauf schließen, dass die Bundesregierung davon 

ausging durch die Senkung der Energiesteuer die Investitionen insbesondere von 

energieintensiven Unternehmen zu fördern und damit Arbeitsplätze zu generieren. Diese 

Behauptung findet Unterstützung in der Tatsache, dass die Bundesregierungen seit 1998 

nicht nur Ausnahmeregelungen für die Energie- und Stromsteuer, sondern beispielsweise bei 

der Feststellung der EEG-Umlage (EEG = Deutsches Gesetz für den Ausbau erneuerbarer 

Energien) oder bei der Ermittlung der Netzentgelte schufen. Es gibt nahezu keine 

Energienebenostenposition für Strom oder Gas, bei der industrielle Verbraucher keine 

Entlastung erhalten können. 
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Die vorliegende Arbeit greift die erörterte Annahme auf. Es wird untersucht, in welchem 

Umfang sich eine Reduktion der Energienebenkosten auf die Investitionen von Unternehmen 

auswirkt und daraus abgeleitet, ob sich die Vorgehensweise als wirtschaftspolitisches 

Instrument eignet. 

Für die deutsche Wirtschaft ist Strom und Erdgas von größter Bedeutung. Die Arbeit legt 

ihren Fokus auf die Nebenkosten dieser beiden Energieträger. Weitere zur Energieerzeugung 

nutzbare Materialien, wie beispielsweise Kohle, Heizöle etc. werden nicht untersucht. 

Veranschaulicht wird der Einfluss von Strom- und Erdgasnebenkosten auf die 

Investitionsfreudigkeit von Unternehmen mit Hilfe eines Vintage-Capital-Modells (VC-

Modell). Neben der in dieser Arbeit modellgestützten Analyse, könnten in einer - auf dieser 

aufbauenden - empirischen Arbeit, die Auswirkungen von sinkenden Energienebenkosten 

auf die Beschäftigungssituation in Deutschland untersucht werden. Das wäre insofern von 

Interesse, dass zukünftige Politiker sich über die Effizienz ihrer energiepolitischen Maßnahme 

bewusst wären. Das in der vorliegenden Arbeit angewendete Modell berücksichtigt 

ausschließlich Inputfaktoren, die entweder mit Energienebenkosten oder der 

Investitionsrechnung in Verbindung stehen. Weitere Einflussgrößen, wie. z.B. 

steuerpolitische Aspekte, die nicht in direktem Zusammenhang mit dem Energieverbrauch 

stehen, sowie konjunkturelle und andere externe Einflussfaktoren bleiben unberücksichtigt, 

weil Ursache und Wirkung sonst nicht konkret zugeordnet werden könnten. 

In Kapitel 2 werden die Grundlagen der deutschen Energiemärkte erläutert. Im Speziellen 

sind das die EG-Richtlinie zum Energiebinnenmarkt und das Energiewirtschaftsgesetz, deren 

relevante Passagen wiedergegeben werden. Es folgt die Analyse der Energienebenkosten für 

Strom und Erdgas. Konzessionsabgaben sowie die Ökosteuer betreffen die beiden genannten 

Energieträger gleichermaßen und werden daher zu Beginn gemeinsam beleuchtet. Es folgt 

die Beschreibung der einzelnen Strompreiskomponenten mit einem Exkurs zur 

Berechnungsmethode der Erzeugungskosten. Die Nebenkosten werden allesamt aufgeführt 

und deren jeweiligen Voraussetzungen zur (Teil-)Entlastung beschrieben. Es folgt die 

Beschreibung der Erdgaskomponenten und deren Befreiungsmöglichkeiten. Im Anschluss 

wird gezeigt, dass der Energieverbrauch eine wesentliche Rolle bei der Reduktion von Strom- 

und Erdgasnebenkosten spielt. Die gesetzlichen Barrieren sind absichtlich so hoch gesetzt, 

dass fast nur Unternehmen die Rabatte in Anspruch nehmen können. Hervorzuheben ist 

bereits an dieser Stelle, dass die energieintensive Industrie ungleich mehr von den 
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Befreiungsmöglichkeiten profitieren als Unternehmen anderer Bereiche. Im allgemeinen 

Sprachgebrauch wird daher häufig von „Industrierabatten“ gesprochen. Der Nachweis über 

die Bevorzugung der Großindustrie basiert auf der Analyse von vier frei definierten 

Unternehmen. Diese unterscheiden sich zum einen durch ihren Energieverbrauch deutlich 

voneinander, so dass sie jeweils eine  Größenklasse repräsentieren, und zum anderen durch 

ihre Branchenzugehörigkeit. Die Arbeit bietet Falllösungen zur Beurteilung der 

Energienebenkosten einer Schreinerei, einer Bäckerei, einem chemischen Betrieb und einem 

metallverarbeitenden Unternehmen an, wobei die Energiekosten unter Berücksichtigung 

deren jeweiligen Rahmenbedingungen individuell berechnet werden. In dieser 

Vorgehensweise besteht die Abgrenzung zu anderen Arbeiten, die in der Regel Bandbreiten 

für den Energieverbrauch angeben sowie keine konkreten Betriebstypen betrachten und 

damit sehr unspezifisch sind. Für alle vier Unternehmenstypen werden die jeweiligen 

Energienebenkosten pro Megawattstunde (MWh) berechnet, die sich aus den jeweiligen 

Gesetzestexten ableiten. Die daraus folgende Übersicht erlaubt einen transparenten 

Vergleich der Unternehmen und zeigt zudem die relative Belastung der Energiekosten in 

Abhängigkeit der Größenklasse. Kapitel 2 ist für sich genommen nicht aussagekräftig genug, 

um einen Bezug zwischen den Energienebenkosten und der Investitionsfreudigkeit von 

Unternehmen in Deutschland herzustellen. Um dies zu beantworten ist ein geeignetes 

mathematisches Modell notwendig. 

In Kapitel 3 finden sich mathematische Grundsätze zur Optimalitätsberechnung. Die 

Ursprünge der Optimalitätsrechnung dienen als Einführung für das Kapitel. Das stetige sowie 

das diskrete Maximumprinzip werden voneinander abgegrenzt. Die diskrete Anwendung hat 

insbesondere durch den Einsatz in numerischen Simulationsmodellen bzw. dem allgemeinen 

Einsatz in digitalen Systemen an Bedeutung gewonnen und bildet die Basis des entwickelten 

Investitionsmodells dieser Arbeit. 

Kapitel 4 beginnt mit einem Überblick der relevanten Literatur in Bezug auf den Ersatz von 

Produktionsgütern. Diese Übersicht findet Eingang in die spätere Optimalitätsberechnung. 

Im Anschluss wird die Problemstellung aus mathematischer Sicht dargelegt. Als Basis für das 

genutzte VCM dient die Vorarbeit von Hritonenko und Yatsenko (2013). Die vorgenommenen 

Modifikationen werden beschrieben und begründet.  

Im darauf folgenden Kapitel 5 wird das Optimalitätsmodell in eine Matlab-Routine 

übertragen. Die dazugehörigen Rahmenbedingungen sowie die festgelegten Parameter 
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werden diskutiert und festgelegt. Die energiewirtschaftliche Vorarbeit aus Kapitel 2 und die 

mathematischen Herleitung aus Kapitel 4 werden in diesem Kapitel vereint. Die hier 

angewendete Methode stellt ein Novum dar. Insbesondere die dezidierte Darstellung von 

Beispielunternehmen steigert die Attraktivität der angewendeten Methode. Die vorher 

entwickelten Rahmenparameter werden genutzt, um die Investitionsfreudigkeit einer jeden 

Unternehmensgröße zu bestimmen und miteinander vergleichen zu können. Das entwickelte 

Modell nutzt einen Solver, der den Barwert für jede definierte Größenklasse näherungsweise 

optimieren soll. Anschließend wird diskutiert, wie sich das Modell noch erweitern lässt und 

worauf bei der Verwendung des VCM zu verzichten ist. Zusätzlich gilt es zu klären, ob ein 

optimales Ergebnis tatsächlich dem Verhalten in der Praxis entspricht, oder ob Gründe für 

die Entscheidungsträger bestehen entgegen der empfohlenen Vorgehensweise zu agieren. 
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Abbildung 1: Struktureller Aufbau der vorliegenden Arbeit 
Quelle: Eigene Darstellung  
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2 Aktuelle Entlastungen von Energiesteuern und -abgaben 

deutscher Verbraucher im Jahr 2018 

2.1 Grundlagen von Energiekosten 

Es gibt verschiedene Arten von Energieträgern mit unterschiedlichem Nutzen. In erster Linie 

gibt es die Primärenergieträger, wie Kohle, Erdgas, Erdöl, Kernenergie und erneuerbare 

Energien. Bis auf die letzten beiden kann durch die Verwertung der Brennstoffe Wärme 

erzeugt werden und somit in einem entsprechenden Kraftwerk Strom gewonnen werden. 

Die Kernenergie ist von den vorherigen Energieträgern dahingehend zu unterscheiden, dass 

die Nutzbarkeit nicht durch Verbrennen sondern durch radioaktiven Zerfall entsteht. Die 

erneuerbaren Energien, wie Wind, Wasser, Sonne und Biomasse unterscheiden sich ebenfalls 

in der Energiegewinnung. Bis auf Sonnenenergie wird im Allgemeinen mit Turbinen 

gearbeitet um Strom herzustellen. Mit Sonnenstrahlen lassen sich keine Turbinen antreiben, 

aber Solarzellen aktivieren, die wiederum zur Stromherstellung dienen. Die Umwandlung 

bzw. Veredelung von Primärenergieträgern zur letztendlich nutzbaren Sekundärenergie, wie 

z.B. Strom, Heizöl, Prozesswärme u.a., stellt eine der zentralen Aufgaben der 

Energiewirtschaft dar.  

Für die deutsche Industrie sind die Energieträger Strom und Erdgas von herausragender 

Bedeutung (Abbildung 2; AG Energiebilanzen 2018; BDEW 2018a). Der Verbrauch von Strom 

lag im Jahr 2016 bei 226 TWh, was in etwa 31,6% des Gesamtverbrauchs entsprochen hat. 

Bei Gasen sind es 251 TWh bzw. 35,0% gewesen. 
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Abbildung 2: Endenergieverbrauch 2016 nach Sektoren und Energieträgern 
Quelle: Eigene Darstellung vgl. AG Energiebilanzen 2018 und BDEW 2018a 

Die steigenden Energiekosten führen in Unternehmen zu höheren Investitionen in 

energieeffiziente Maßnahmen, um den Verbrauch zu reduzieren (Girbig et al. 2016), und zu 

verstärkter Aktivität auf der Seite der Kostenreduktion (Mieth et al. 2015). Unterscheiden 

lassen sich die beiden Alternativen durch deren Herangehensweise. Ersteres versucht auf der 

technischen Ebene weniger Energie zu verbrauchen, durch die Nutzung von Leuchtmitteln, 

die weniger Strom verbrauchen als bisher. Bei letzterem wird aus kaufmännischer Sicht 

eingespart, indem beim Energieeinkauf mittels einer überregionalen Ausschreibung aus 

einer Vielzahl an Anbietern der günstigste ausgewählt wird, anstatt die bestehenden 

Verträge zu verlängern. Die deutsche Industrie unternimmt große Anstrengungen, um für die 

benötigte Energie so wenig wie möglich aufzuwenden. Durch intensive Lobbyarbeit genießt 

vor allem das produzierende Gewerbe in Deutschland außerordentliche Privilegien bei der 

Berechnung der zu entrichtenden Energiesteuern und -abgaben (Würfel 2017). Etablierte 

Unternehmen, aber auch ausländische Investoren, profitieren von diesem Standortvorteil 

(Rosenberg et al. 2011). Aufgrund der herausragenden Stellung von Strom und Erdgas für das 

produzierende Gewerbe fokussiert sich die Analyse der Energienebenkosten auf diese beiden 

Energieträger. 
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Strom weist verschiedene Merkmale auf, die im weiteren Verlauf dieser Arbeit eine wichtige 

Rolle spielen werden. Hervorzuheben ist die Leitungsgebundenheit, da der Stromtransport 

im industriell nennenswerten Maßstab nur durch Stromtrassen/-netze wirtschaftlich ist. Des 

Weiteren ist Strom genormt, der Nutzen ergibt sich in Verbindung mit einem elektrisch 

betriebenen Gegenstand und ist in großen Mengen nicht speicherbar (Kramer 2011). 

Letzteres führt zu dem Umstand, dass Strom immer zu dem Zeitpunkt verbraucht werden 

muss, wenn dieser produziert wird, worin die wesentliche Herausforderung vieler 

ingenieurswissenschaftlicher Anstrengungen besteht (Ströbele et al. 2012). 

Wie Strom ist Erdgas im Allgemeinen ein leitungsgebundener Energieträger. Die große 

Ausnahme bildet innerhalb dieser Gruppe das Flüssiggas (Liquified Natural Gas = LNG), das 

mit Schiffen transportiert und an LNG-Terminals in das nationale Gasnetz eingeführt werden 

kann. Es besteht im Gegensatz zu Strom eine Speicherfähigkeit innerhalb des Netzes sowie 

in Kavernen und in einem kleineren Maßstab z.B. in (Kugel-)Gasbehältern. Erdgas kann direkt 

verbraucht werden, indem es durch Verbrennung der Wärmeversorgung dient bzw. in der 

chemischen Industrie als Grundstoff eingesetzt wird (Vennestrøm et al. 2011). Die indirekte 

Verwendung bezieht sich auf die Herstellung von Strom mit Hilfe von Erdgasturbinen. 

Die Struktur der Marktakteure von Erdgas und Strom sind sich vor der Liberalisierung des 

Energiemarkts 1998 sehr ähnlich gewesen. Es gab vertikal vollintegrierte 

Energieversorgungsunternehmen (EVU), die von der Förderung bis zum Absatz alle Bereiche 

in sich vereinigt hatten. Weitere Details zum Wandel der Energieunternehmen aufgrund der 

Marktliberalisierung in Deutschland sind ausführlich in Ströbele et al. (2012) nachzulesen. 

Mit Blick auf die nachfolgende Analyse der Energienebenkosten ist eine Sache 

herauszustellen. Durch die Zerschlagung der vollintegrierten Energieunternehmen mussten 

sich diese neu aufstellen und waren von nun an in mehrere wirtschaftlich unabhängige 

Unternehmen aufgeteilt. Die Neuorganisation hat i.V.m. dem §40 Abs. 1 EnWG dazu geführt, 

dass alle Nebenkostenpositionen auf den Energierechnungen transparent dargestellt werden 

müssen. Insbesondere die Netznutzungsentgelte wurden von nun an verbraucherfreundlich 

dargestellt. Die neue Transparenz hat Unternehmen auf den Plan gerufen, diese einzelnen 

Bestandteile intensiv mit den Rechnungsstellern und den Volksvertretern zu verhandeln. Der 

Tabelle 1 ist zu entnehmen, wie sich Energieunternehmen vor der Marktliberalisierung 

aufgestellt haben und dadurch sich einen Burggraben geschaffen haben, der ohne politische 

Einflussnahme nicht zu überwinden gewesen wäre. 
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Produzenten 

Inland Ausland 

 

Übertragungsnetz/Ferngasgesellschaft 

 

Weiterverteiler 

Regionalverteiler Stadtwerke Örtliche Versorger 

 

Endkunden 

Kraftwerke Haushalte Industrie Gewerbe Handel 

Tabelle 1: Struktur des Strom- und Erdgasmarktes vor der Liberalisierung 
Quelle: Eigene Darstellung vgl. Ströbele et al. (2012) 

Unternehmen aus dem Bereich hatten jeweils eine Erzeugungsebene, eine Transportebene 

und eine Vertriebsebene. Die Transportebene ist nicht selten in Übertragungsnetz (lange 

Wege) und Verteilnetz (lokale Verteilung) unterteilt worden. Im Fokus stand bis 1998 eine 

gesicherte Versorgung der Kunden. Diese Forderung des Gesetzgebers war verbunden mit 

einem Zugeständnis von Gebietsmonopolen, den so genannten Demarkationsverträgen. 

Diese besagten, dass ein EVU in einem bestimmten Gebiet Alleinversorger ist. Dieser 

Wesenszug in der deutschen Energiegeschichte hatte zur Folge, dass die Kunden für ihre 

sichere Versorgung mehr für ihre Stromversorgung zu entrichten hatten, als dies nach der 

Liberalisierung der Fall ist (Dratwa et al. 2010). 

2.2 Wegweisende energiewirtschaftliche Gesetze für den deutschen Raum 

2.2.1 EG-Richtlinie zum Energiebinnenmarkt 

Mit der Richtlinie zum Energiebinnenmarkt (96/92/EG) hat sich die damalige Europäische 

Gemeinschaft (EG) einen Rahmen für die Neuausrichtung der Energieversorgungslandschaft 

geschaffen. Vordergründige Ziele sind die Schaffung eines wettbewerbsorientierten 

Energiesektors, eine erhöhte Versorgungssicherheit durch die verstärkte Nutzung von 

vorhandenen Grenzkuppelstellen und deren Ausbau sowie die Einbeziehung des 

Umweltschutzes (vgl. Abbildung 3). Die Motivation rührt aus dem Umstand, dass vertikal 
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vollintegrierte EVU im Besitz eines natürlichen Monopols waren. Natürliche Monopole, in 

diesem Fall das Strom- bzw. Gasnetz, geben dem Besitzer die Möglichkeit hohe Preise für die 

Durchleitung zu verlangen, weil der Kunde keine Möglichkeit hat auf ein Substitut 

zurückzugreifen. Um Abhilfe zu schaffen wäre ein zweites alternatives Versorgungsnetz 

notwendig, das allerdings aufgrund hoher Markteintrittsbarrieren kaum realisierbar ist 

(Ströbele et al. 2012). 

 
Abbildung 3: Ziele der Richtlinie zum Energiebinnenmarkt (96/92/EG) 
Quelle: Eigene Darstellung 

EVU vereinigten bis zur Umsetzung der genannten Richtlinie die gesamte 

Wertschöpfungskette von der Erzeugung über die Durchleitung/Transport bis hin zum 

Vertrieb in sich. Durch die Richtlinie zum Energiebinnenmarkt hatten diese Unternehmen 

dieses Privileg aufzugeben und insbesondere den Unternehmensteil der Durchleitung bzw. 

des Transports in eine separierende Struktur zu überführen. Der Vorgang der 

Entflechtung/Zerschlagung war die Grundlage der Liberalisierung der deutschen 

Energielandschaft und wurde durch das Energiewirtschaftsgesetz 1998 genauer definiert, so 

dass es konform mit anderen nationalen Gesetzen ist. 

2.2.2 Energiewirtschaftsgesetz 

Die deutsche Energielandschaft wird maßgeblich durch das Gesetz über die Elektrizitäts- und 

Gasversorgung, kurz Energiewirtschaftsgesetz oder EnWG, geregelt. Seinen Ursprung hat es 

im Jahr 1935 und ist seitdem mehrmals angepasst worden. Es ist in erster Linie für die 

leitungsgebundenen Energieträger Strom und Gas geschaffen worden. Die vorerst 

intensivste Veränderung widerfuhr es durch das „Gesetz zur Neuregelung des 

Energiewirtschaftsrechts“ mit Inkrafttreten am 29. April 1998. 
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Die Ziele des neuen EnWG (1998) sind die „möglichst sichere, preisgünstige, 

verbraucherfreundliche, effiziente und umweltverträgliche“ Versorgung der Abnehmer. Des 

Weiteren die „Sicherstellung eines wirksamen und unverfälschten Wettbewerbs bei der 

Versorgung mit Elektrizität und Gas und der Sicherung eines langfristig angelegten 

leistungsfähigen und zuverlässigen Betriebs von Energieversorgungsnetzen“, was 

insbesondere für das produzierende Gewerbe eine herausragende strategische Rolle 

einnimmt.1 Zuletzt ist der gesetzte Rahmen des europäischen Energierechts in nationales 

Recht umzusetzen. Die Ziele sind sehr anspruchsvoll und stehen teilweise im Widerspruch 

zueinander. Daher obliegt es dem Gesetzgeber die Ausrichtung des gesetzlichen Rahmens 

auf diese Ziele abzustimmen und entsprechend zu gewichten. 

Das erste Ziel hat die Einführung der Liberalisierung des deutschen Energiemarktes sowie die 

Gründung der Bundesnetzagentur im Jahr 1998 nach sich gezogen. Durch die Entflechtung 

bzw. das Unbundling des Leitungsnetzes von den restlichen Unternehmensteilen der EVU 

konnte mehr Wettbewerb in den Markt transportiert werden. Aufgrund der Tatsache, dass 

das Leitungsnetz ein natürliches Monopol ist, haben deren Eigentümer die Situation 

ausgenutzt und die Durchleitung von Wettbewerbern verhindert.2 Kunden können aufgrund 

der Liberalisierung mit alternativen Energielieferanten Verträge schließen und müssen sich 

nicht mehr vom örtlichen EVU, der eben bis 1998 auch im Besitz des lokalen 

Versorgungsnetzes gewesen war, beliefern lassen. 

Das EnWG bildet zudem den gesetzlichen Rahmen für eine Vielzahl an nachgelagerten 

Gesetzen, die bestimmte Teilbereiche detailliert regeln.3 Insbesondere die Gesetze, die sich 

auf die Nebenkosten des Energiebezugs beziehen, haben zu Begünstigungen bestimmter 

Abnehmergruppen geführt. Im Nachgang werden die relevantesten Gesetze und die damit 

verknüpften Befreiungstatbestände4 dargelegt, um zu verstehen, wie Energieverbraucher 

von der gegenwärtigen Gesetzeslage profitieren können und wie stark diese sich im Einzelfall 

1 Das produzierende Gewerbe nimmt eine zentrale Rolle bei der ökologischen Steuerreform ein. Es 
verbraucht ca. 28,9% der erfassten Endenergie (AG Energiebilanzen 2018) und erwirtschaftet mit ca. 
einem Viertel der Bruttowertschöpfung von Deutschland den größten Anteil im Jahr 2017 
(Bundesministerium für Wirtschaft und Energie2018a). 
2 Ähnliche Umstände lassen sich heute noch im Bahnsektor beobachten (Haucap 2016). 
3 Vom Bundesministerium für Wirtschaft und Energie (2017) gibt es eine „Gesetzeskarte für das 
Energieversorgungssystem“, die einen Eindruck über die Komplexität der deutschen 
Energiegesetzgebung vermittelt. 
4 Der Begriff des „Befreiungstatbestands“ ist übliche Praxis in der deutschen Rechtsprechung und 
meint die Nichtbesteuerung in einer konkreten Situation. 
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auswirken. Im ersten Schritt werden die gesetzlichen Regelungen zur Ökosteuer und 

Konzessionsabgabe erläutert, weil diese für Strom und Gas gemeinsam maßgeblich sind. 

Danach werden für die jeweiligen Energieträger die spezifischen Regelungen detailliert 

dargestellt. 

2.3 Nebenkostenkomponenten für Strom und Erdgas 

2.3.1 Ökosteuer 

Die rot-grüne Koalition, die aus der Bundestagswahl vom 27. September 1998 

hervorgegangen ist, hat sich in ihrem Koalitionsvertrag bereits auf eine „Senkung der 

Lohnnebenkosten durch eine ökologische Steuer- und Abgabenreform“ festgelegt (SPD und 

Bündnis 90/Die GRÜNEN 1998).5 Das politisch bilaterale Ziel ist die Belebung des 

Arbeitsmarktes auf der einen Seite und die Stimulation von umweltfreundlichem 

nachhaltigem Handeln auf der anderen Seite. Ersteres wurde durch die Reduktion der 

Sozialabgaben des Arbeitgeberanteils für die Rentenversicherung um 0,8% umgesetzt. Diese 

Beitragslücke sollte durch die Einnahmen der Ökosteuer ausgeglichen werden. Die Absichten 

aus dem Koalitionsvertrag mündeten im „Gesetz zum Einstieg in die ökologische 

Steuerreform“ (BGBl. 1999 I, 14), welches am 01.04.99 in Kraft trat. Das Gesetz unterteilt sich 

in das damals neue Stromsteuergesetz (StromStG) und das Energiesteuergesetz (EnergieStG), 

dem Nachfolger des Mineralölsteuergesetzes (MinöStG), mit dem Ziel der „Ökologisierung 

des [deutschen] Steuerrechts“6 (siehe Abbildung 4). 

 

5 Das eingeführte Gesetz der damaligen Bundesregierung besteht in seinen Grundzügen heute noch 
und überstand damit eine Reihe an regierenden Koalitionsbündnissen im deutschen Bundestag. 
6 Der Begriff ist durch Schreder in (Nutzinger 1989) geprägt worden. 
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Abbildung 4: Verbindungen der Energie- und Stromsteuer zu ihren Energieträgern 
EEG = Deutsche Gesetz für den Ausbau erneuerbarer Energien; EEWärmeG = Gesetz zur Förderung Erneuerbarer 
Energien im Wärmebereich; EnergieStG = Energiesteuergesetz; EU-ETS = EU Emissions Trading System; KWK = 
Kraft-Wärme-Kopplung; KWKG = Kraft-Wärme-Kopplungsgesetz; MAP = Marktanreizprogramm; ÖPNV = 
Öffentlicher Personennahverkehr; StromStG = Stromsteuergesetz 
Quelle: Gawel und Purkus (2015) 

Der Begriff „Ökologisierung“ impliziert die Lenkungswirkung von Steuern, so dass 

Verhaltensweisen die nachteilig oder schädlich für die Umwelt sind, stärker besteuert 

werden, als deren umweltfreundlichere Substitute. Aus volkswirtschaftlicher Sicht wird 

durch die Einführung des Gesetzes und der damit verbundenen Steuern eine Internalisierung 

der Umweltverschmutzung (externer Effekt) ermöglicht, was allerdings aufgrund seiner 

Statik nicht zu einem sozialen Optimum führen kann (Pigou 2013).7 Die aus dem Gesetz 

hervorgehenden Maßnahmen werden im allgemeinen Sprachgebrauch als „Ökosteuer“8 

bezeichnet. Die Ökosteuer steht daher als Synonym für die eingeführten Neubelastungen für 

Strom sowie für Nebenkostenerhöhungen von Mineralöl, Erdgas und andere gasförmige 

7 Der Mechanismus passt sich einem veränderten Verbraucherverhalten nicht an, wie es bei der 
unentgeltlichen Ausgabe von CO2-Zertifikaten im Rahmen des EU-Emissionshandelssystems der Fall 
ist. 
8 Der Begriff geht auf Binswanger und Nutzinger (1988) zurück. 
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Kohlenwasserstoffe sowie Benzin bzw. leichtes Heizöl. Über die Zeit gab es immer wieder 

Anpassungen des Stromsteuer- bzw. Mineralölgesetztes. 

Der Prozess der Ökologisierung des deutschen Steuerrechts wurde zudem verstärkt, als 

Deutschland mit Beginn des Jahres 1999 die EU-Ratspräsidentschaft inne hatte und dies, wie 

im Koalitionsvertrag angekündigt, für eine Harmonisierung europäischer 

Energiebesteuerung nutzen wollte. Durch den Vorsitz im Europäischen Rat war es zudem 

möglich Richtlinie 2003/96/EG (Energiesteuerrichtlinie) ökologisch zu prägen. Die für diese 

Arbeit wichtigsten Bestandteile sind zum einen die Festlegung der Mindestbesteuerung von 

Energieträgern, welche u.a. in Kapitel 2.4.2ff diskutiert werden und zum anderen die 

Möglichkeit zur Steuerermäßigung für energieintensive Betriebe (Kapitel 2.6.4). 

Das MinöStG besteht seit 1. August 2006 in seiner ursprünglichen Form nicht mehr, sondern 

ist in das Energiesteuergesetz vom 15. Juli 2006 (BGBl. I, 1534) überführt worden. Somit 

bildet es heute, zusammen mit dem Stromsteuergesetz, den Rahmen für die teilweise oder 

vollständige Reduktion von Energienebenkosten. Mit den beiden Gesetzen wird eine Vielzahl 

von Energieträgern, siehe Abbildung 4, besteuert und die entsprechenden Begünstigungen, 

Ermäßigungen und Befreiungen werden juristisch definiert.  

Aus volkswirtschaftlicher Sicht diskutieren Gawel und Purkus (2015) die Strom- und 

Energiesteuer. Sie unterziehen deren Wirksamkeit auf einzelne Sektoren einer kritischen 

Würdigung, vor dem Hintergrund des Energiekonzepts der Bundesregierung (BMWi und 

BMU 2010) zur „langfristigen Umgestaltung des Energiesektors bis 2050“ (Gawel und Purkus 

2015). In ihrem Aufsatz schlagen die Autoren vor, den Nutzen der Ökosteuer einmal mehr zu 

definieren. Begründet wird diese Forderung damit, dass in der aktuellen Fassung die Strom-, 

wie auch die Energiesteuer keine geeigneten Instrumente für eine kosteneffiziente sowie 

effektive Steuerung der Energiewendeziele sind. Die Steuer hat zwar eine direkte 

Lenkungswirkung auf Energieträger, aber nur einen indirekten auf das in Europa gesetzte 

Klimaschutzziel. Daher wäre die Ökosteuer effektiver, wenn die Besteuerung den emittierten 

„CO2-Ausstoß von Energieerzeugnissen“ (Gawel und Purkus 2015) inkludiert. Diese 

Änderung unterstützt indirekt die Energieeffizienz zu steigern und den Ausbau der 

erneuerbaren Energien. 

Im weiteren Verlauf werden die für das produzierende Gewerbe relevanten Energieträger, 

namentlich Strom und Erdgas, diskutiert und auf ihre Steuerreduktionsmöglichkeiten 
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untersucht.9 Die Energiesteuer ergibt sich durch eine Mischkalkulation, induziert durch den 

Verbrauch der beiden genannten Energieträger. Daher ist es in einer Analyse wie der 

vorliegenden nicht möglich diese den Nebenkosten von Strom oder Erdgas exklusiv 

zuzuordnen und wird in der späteren Berechnung nicht berücksichtigt. 

2.3.2 Konzessionsabgabe 

Grundlage für die Erhebung der Konzessionsabgabe ist die „Verordnung über 

Konzessionsabgaben für Strom und Gas (Konzessionsabgabenverordnung - KAV)“. Städte und 

Gemeinden können Netzbetreibern das Recht einräumen, dass auf ihrem Terrain Leitungen 

für Strom und Gas gelegt und betrieben werden dürfen. Diese Erlaubnis lassen sich die 

Kommunen in Form der Konzessionsabgabe vergüten, die die Netzbetreiber an ihre Kunden 

weiterbelasten. Konzessionsabgaben werden auch für das Recht zur Verlegung und Nutzung 

von Wasserleitungen erhoben. Die Versorgung mit Wasser ist nicht Bestandteil der Arbeit 

und wird im Weiteren nicht näher analysiert. 

2.4 Strompreis 

Die Bestandteile des Strompreises umfassen insgesamt 9 bzw. 10 Einzelpositionen. Für 

Industrieunternehmen10 und Haushalte11 sind die aufgeschlüsselten Strompreise in 

Abbildung 5 grafisch aufbereitet. Die genutzten Daten, die der Abbildung zugrunde liegen, 

stammen aus einer Studie vom BDEW (2018b) und stehen stellvertretend für die genannten 

Verbrauchsgruppen. Die Werte ergeben sich aus den vom BDEW selbst festgelegten 

Rahmenparametern sowie die Anwendung der im Mai 2018 geltenden Gesetze auf die 

jeweilige Ausgangslage. Im weiteren Verlauf (Kapitel 2.6) wird die 

Strompreiszusammensetzung für die Gruppe der Unternehmen detaillierter 

herausgearbeitet. 

9 Begründet wird die Auswahl vor dem Hintergrund in Kapitel 2.1. 
10 Die Berechnung des durchschnittlichen Industriestrompreises wurde vom BDEW anhand folgender 
Kriterien durchgeführt: Jahresverbrauch 160 bis 20.000 MWh; Mittelspannungsseitige Versorgung; 
Abnahme 100_kW/1.600h bis 4.000 kW/5.000h. 
11 Da der durchschnittliche Strompreis erheblich vom Verbrauch abhängt, hat der BDEW die 
Berechnung auf Basis von 3.500 kWh bzw. 3,5 MWh durchgeführt.  
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Abbildung 5: Strompreisvergleich zwischen Haushalten und Industrieunternehmen 
EEG = Deutsches Gesetz für den Ausbau erneuerbarer Energien; KWKG= Kraft-Wärme-Kopplungsgesetz; StromNEV 
= Verordnung über die Entgelte für den Zugang zu Elektrizitätsversorgungsnetzen 
Quelle: Eigene Darstellung vgl. BDEW (2018b) 

Im Wesentlichen unterscheidet sich die Strompreiszusammensetzung der beiden 

dargestellten Abnahmegruppen in der Mehrwertsteuer12, der Beschaffung, den 

Netzentgelten und dem Vertrieb. Vergleicht man den gesamten Strompreis, so liegen die 

beiden Verbrauchsgruppen weit auseinander (294 €/MWh zu 172 €/MWh). Die Differenz 

rührt aus den geltenden Regeln zur Befreiung von Stromnebenkosten, die Haushalte 

schwerlich erfüllen können. Daher sind nachfolgende Befreiungsmöglichkeiten auf den 

unternehmerischen Sektor beschränkt. 

Die Studie des BDEW (2018b) bildet Durchschnitte, die eine breite Masse an Verbrauchern 

abbildet. Die vorliegende Arbeit erweitert die Studie, in dem vier Unternehmen mit 

unterschiedlichem Energieverbrauch definiert werden. Insbesondere energieintensive 

Unternehmen mit einem Jahresverbrauch von mehr als 500.000 MWh werden vom BDEW 

nicht explizit erwähnt. Diese Arbeit kommt dem nach und behandelt ein energieintensives 

Unternehmen in Kapitel 2.6.4. 

12 In Abbildung 4 ist aufgrund des Umsatzsteuerausgleichs die Umsatzsteuer mit 0 €/MWh angegeben. 
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Im Nachgang werden die einzelnen Strompreisbestandteile genannt, erläutert und deren 

Möglichkeit der vollständigen Befreiung bzw. deren teilweiser Reduktion dargelegt. Nach 

Abschluss der detaillierten Beschreibung folgen die angesprochenen Beispiele (Kapitel 2.6). 

Die Komponente „Beschaffung, Vertrieb, Netzentgelte“ aus Abbildung 5 bzw. aus der Studie 

vom BDEW (2018b) wird in der vorliegenden Arbeit aufgeteilt in „Energiepreis“ (2.4.1) und 

„Netznutzungsentgelt“ (2.4.5). Hintergrund ist der Fokus auf die Energienebenkosten, zu 

denen der Energiepreis für Strom nicht gezählt wird. 

2.4.1 Energiepreis 

Der Industriestrompreis ist eine frei verhandelbare Größe zwischen dem Stromanbieter und 

dem Stromverbraucher. Die wichtigsten Determinanten zur Bestimmung des Preises auf 

Seiten des Verbrauchers sind der Energiemix sowie das Lastprofil und die zu erzielende 

Verkaufsmarge beim Anbieter. Diese preisbestimmenden Faktoren führen im Allgemeinen 

zu einem Beschaffungspreis, der über dem Börsenpreis liegt.13 

Strom kann aus verschiedenen Energieträgern, wie z.B. Uran, Steinkohle u.a. (Ströbele et al. 

2012) hergestellt werden. Die verschiedenen Primärenergieträger und deren spezifisches 

Verfahren zur Stromerzeugung bilden die Grundlage für den Strompreis an der Leipziger 

Energiebörse. Der Preis wird über einen kurzfristigen Terminmarkt (Day-Ahead-Spotmarkt) 

an der Börse gebildet und folgt dem Prinzip der Merit-Order (Abbildung 6).  

13 Den Aufschlag in konkreten Zahlen zu fassen ist durch die Literatur nicht zu belegen. In der Praxis 
zeigen sich Aufschläge im einstelligen Prozentbereich für Großverbraucher mit einem ausgeglichenen 
Profil, bis zu Aufschlägen im niedrigen zweistelligen Prozentbereich bei volatilen Verbrauchern. Zu 
berücksichtigen sind zudem strategische Aufschläge, die die Kundengewinnung und nicht die 
Gewinnmaximierung im Vordergrund stellen - diese können mitunter auch negativ sein und sich somit 
unterhalb des Börsenpreises bewegen. 
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Abbildung 6: Merit-Order mit Stromnachfrage zu einem bestimmten Zeitpunkt mit einem Preis auf Steinkohlebasis 
MW = Megawatt; MWh = Megawattstunden;  
Quelle: Eigene Darstellung 

Dieses Konstrukt sortiert die Grenzkosten zur Herstellung einer MWh Strom in aufsteigender 

Reihenfolge. Es entsteht somit eine klassische Angebotsfunktion. Die Grenzkosten sind 

abhängig vom eingesetzten Primärenergieträger, dessen Erwerbskosten, eventuell dem 

Wechselkurs, dem zugrunde liegenden Herstellungsverfahren und dem damit verbundenen 

Wirkungsgrad, den spezifischen CO2-Kosten sowie den variablen Betriebskosten. Die 

Berechnungsformel lässt sich wie folgt formulieren (Roon und Huck 2010): 

𝐾𝐾grenz =
𝐾𝐾Brennstoff
𝐸𝐸 ∗ 𝑊𝑊

+ 𝐾𝐾Zertifikat ∗
𝐶𝐶
𝑊𝑊

+ 𝐾𝐾var (2.1) 

Für Formel (2.1) sind folgende Variablen definiert: 𝐾𝐾grenz = Grenzkosten einer beliebigen 

Stromerzeugungsanlage; 𝐾𝐾Brennstoff = Brennstoffkosten zur Herstellung einer Einheit Strom 

(bspw. kWh, MWh etc.); 𝐸𝐸 = Energieanteil; 𝑊𝑊 = Wirkungsgrad; 𝐾𝐾Zertifikat = Kosten für den Kauf 

eines Verschmutzungsrechts inklusive Transaktionskosten; 𝐶𝐶 = spezifische CO2-Emissionen 

je Energieträger; 𝐾𝐾var = weitere variable Kosten. Die weiteren variablen Kosten fluktuieren in 

(sehr) kurzen Abständen. Anzuführen sind hier die Transportkosten vom Überseehafen zum 

Kraftwerk, die auf jeden Fall nicht im Brennstoffpreis inkludiert sind. 

In Abbildung 6 sind mit negativen Grenzkosten die Must-run Kapazitäten dargestellt. Diese 

bestehen zum einen aus Kraftwerken, die aus technischer Sicht nötig sind das bestehende 

Stromnetz aufrechtzuerhalten (Wietschel et al. 2015) und zum anderen aus Kraftwerken die 

permanent am Netz sind, da Stromproduktionsschwankungen deren Betrieb unwirtschaftlich 
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machen würden (Ströbele et al. 2012). Eine weitere Besonderheit bilden die erneuerbaren 

Energien, die mit den geringsten positiven Grenzkosten dargestellt sind. Korrekterweise 

müssten diese, aufgrund ihrer geringen variablen Kosten, einen Preis nahe Null haben, was 

aber grafisch nicht darstellbar ist (Michaela Fürsch et al. 2012). Erneuerbare Energien Die 

Merit-Order wurde aufgrund gesetzlicher Eingriffe zweimal verändert. Der erste Eingriff 

basierte auf der neu eingeführten Vorrangsregelung von erneuerbaren Energien, die 

unabhängig ihrer tatsächlichen Grenzkosten immer eingespeist werden dürfen und somit zu 

Beginn einer Merit-Order stehen. Der zweite Eingriff geht auf die Verpflichtung zurück, dass 

CO2-Emissionen einzupreisen sind. Es wurde das Prinzip der Internalisierung 

(Verschmutzungsrechte) von negativen externen Effekten (Umweltverschmutzung) 

angewendet. Durch die höheren Preise hat sich die Reihenfolge innerhalb der Merit-Order 

geändert, so dass alte Kohlekraftwerke einen höheren Grenzkostenpreis hatten, als 

hocheffiziente Gas-und-Dampf-Kraftwerke.14 Ein dadurch verursachter brennstoffinduzierter 

Reihenfolgenwechsel innerhalb der Merit-Order wird als „Fuel-Switch“ bezeichnet. (Ströbele 

et al. 2012) 

Die Ausführungen verdeutlichen den Wettbewerbscharakter auf der 

Stromerzeugungsebene. Günstiger Primärenergie- und Zertifikateeinkauf sowie effiziente 

Produktionsverfahren verschaffen den Stromerzeugern einen Vorteil.  

Im Gegensatz zu den anderen Energiekostenpositionen ist der Energiepreis nicht direkt und 

auch nicht indirekt, wie bei den Netzentgelten, reguliert, was zur Folge hat, dass dieser 

Kostenblock durch gesetzliche Ausnahmeregelungen nicht reduziert werden kann. Es gibt 

allerdings zwei Möglichkeiten an dieser Stelle Kosten zu sparen.  

Zum einen können bei gegebenem Lastprofil, mit Hilfe von Portfoliomanagement, 

Stromprodukte (siehe Abbildung 7) zu einem günstigen Zeitpunkt eingekauft werden. 

14 In der Abbildung 5 wurde auf eine Vermischung von neuen und alten Kohlekraftwerken mit 
hocheffizienten GuD-Kraftwerken und normalen Gaskraftwerken aufgrund der Übersichtlichkeit 
verzichtet. 
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Abbildung 7: Unterteiltes Lastprofil in handelbare Stromprodukte 
MW = Megawatt 
Quelle: Eigene Darstellung 

Das Lastprofil wird entsprechend der an der Leipziger Strombörse gehandelten Produkte 

unterteilt. Das Portfoliomanagement ist angehalten, die einzelnen Produkte so günstig wie 

möglich durch den Stromhandel kaufen zu lassen. Dieses Vorgehen ist mit Risiko verbunden 

und beschert dem Unternehmen, relativ zu den Möglichkeiten der Nebenkostenbefreiung, 

kleine Ersparnisse. 

Zum anderen kann das Unternehmen versuchen sein Lastprofil zu glätten. Dies kann 

gelingen, wenn das Unternehmen verstärkt darauf setzt, dass es weniger Leistungsspitzen 

erzeugt und stattdessen einen sehr gleichmäßigen Stromverbrauch hat. Das dann passende 

Stromprodukt lautet Baseload. Der Kunde erhält ganzjährig zu jedem Zeitpunkt eine exakte 

Strommenge geliefert. Dieses Produkt ist gegenüber anderen an der Börse im 

Jahresdurchschnitt am Günstigsten (Leprich et al. 2010). Beide Vorgehensweisen setzen eine 

angemessene Verhandlungsführung voraus, so dass die Vertriebsmarge aus Sicht des Kunden 

so gering wie möglich gehalten wird. 
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Exkurs: Berechnung des Strompreises auf Basis von Steinkohle 

Am Beispiel Steinkohle wird die Berechnung der Grenzkosten im Folgenden transparent 

dargestellt. Eine Tonne Steinkohle (API#2; et 2018) kostet ca. 65 US-$15. Der Wechselkurs 

beträgt ca. 1,17 $/€. Entspricht somit ca. 55 €/t Steinkohle. In einer Tonne Steinkohle sind ca. 

8,141 MWh reine Energie enthalten. Aufgrund der Umwandlung von Steinkohle zu Wärme 

und dann zu Strom entstehen Wirkungsgradverluste durch Abrieb, Wärmeverluste u.a. Aus 

diesem Grund kann nicht die ganze Energie aus der Steinkohle in Strom umgewandelt 

werden, sondern lediglich ca. 45%. Es bleiben noch 3,7 MWh bzw. eine MWh kostet 15 €. Für 

jeden Primärenergieträger, der bei der Verbrennung Kohlenstoffdioxid freisetzt muss eine 

Lizenz in Form von CO2-Zertifikaten erworben werden. Der Besitzer hat somit das Recht eine 

Tonne CO2 zu emittieren. Der Zertifikatspreis von 17_€/Stück muss zu den Kosten pro MWh 

hinzugerechnet werden. Für Steinkohle ist der spezifische CO2-Emissionsfaktor je 

Brennstoffeinsatz 339 g/kWh. Unter Berücksichtigung des Wirkungsgrads von 0,45 erhält 

man den CO2-Emissionsfaktor bezogen auf den Stromverbrauch von 753 g/kWh bzw. 

0,753_t/MWh (Icha und Kuhs 2018). 

Die variablen Kosten setzen sich aus variablen Arbeitnehmerkosten, variablen Betriebskosten 

und Transportkosten zusammen. Diese sind sehr individuell und können daher nur allgemein 

mit 8 €/MWh geschätzt werden.16 Somit ergibt sich die Formel für die Grenzkosten von Strom 

auf Steinkohlebasis wie folgt: 

𝐾𝐾grenz =

65 $/𝑡𝑡
1,17 $/€

8,141 ∗ 0,45
+ 17 €/𝑡𝑡 ∗

0,339 𝑡𝑡/𝑀𝑀𝑀𝑀ℎ
0,45

+ 8 €/𝑀𝑀𝑀𝑀ℎ (2.2) 

𝐾𝐾grenz =
6,76 €/𝑀𝑀𝑀𝑀ℎ

0,45
+ 17 €/𝑡𝑡 ∗ 0,753 𝑡𝑡/𝑀𝑀𝑀𝑀ℎel + 8 €/𝑀𝑀𝑀𝑀ℎ (2.3) 

𝐾𝐾grenz = 15 €/𝑀𝑀𝑀𝑀ℎel + 12,80 €/𝑀𝑀𝑀𝑀ℎel + 8 €/𝑀𝑀𝑀𝑀ℎ (2.4) 

𝐾𝐾grenz = 35,80 €/𝑀𝑀𝑀𝑀ℎ (2.5) 

15 Der Preis für Steinkohle und die folgenden Indizes bzw. Werte stammen von der Webseite 
finanzen.de und sind am 20. Juli 2018 abgerufen worden. 
16 Aufschluss über die jeweiligen Kosten erhält man aus dem Controllingbericht. Sollte dieser nicht 
verfügbar sein, kann der Wert auch mithilfe eines frei verfügbaren Index berechnet werden. In der 
Praxis ist es üblich sich an denen vom Statistischen Bundesamt aus der Fachserie 17 Reihe 2 zu 
bedienen, um die Kosten für die gewerbliche Produktion zu ermitteln. Für die Kosten der variabel 
einsetzbaren Arbeitnehmer eignet sich die Fachserie 16 Reihe 2.1. Beide Indizes müssen mit einem 
Basiswert multipliziert werden, um eine vernünftige Berechnungsgrundlage zu haben. Für 
Transportkosten von Steinkohle eignet sich der Baltic Dry Index, der ebenfalls um einen Basiswert 
erweitert werden muss. 
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Mit dem errechneten Grenzpreis (2.5) bietet der Stromerzeuger seine Mengen an. Diese 

werden an der Merit Order abgetragen. Die Nachfrage der Stromverbraucher und deren 

Zahlungsbereitschaft bildet die Nachfragefunktion, so dass ein Schnittpunkt entsteht. Dieser 

Gleichgewichtspreis ist der Marktpreis für Strom. Das Kraftwerk mit den Grenzkosten in Höhe 

des Strompreises wird Grenzkraftwerk genannt. Alle Stromerzeuger mit einem geringeren 

Angebotspreis für Strom schöpfen eine Produzentenrente ab, womit die fixen Kosten bezahlt 

werden können.17 

2.4.2 Stromsteuer - Teil der Ökosteuer 

In Deutschland genutzter elektrischer Strom unterliegt der Stromsteuer. Diese ist eine 

Verbrauchsteuer im Sinne der Abgabenordnung (§ 1 StromStG). Die Stromsteuer ist unter 

anderem ein Teil der Ökosteuer, zu der ebenfalls die Mineralölsteuer gezählt wird. Der 

Bundeszollverwaltung obliegt es die Einnahmen zu sichern und leitet diese an den Bund 

weiter.  

Die ökologische Steuerreform aus dem Jahr 1998 wurde mit Lenkungswirkungscharakter 

versehen. Deren angestrebtes Ziel ist die Strom- und Mineralölsteuer zu nutzen, um die 

Sozialversicherungsbeiträge zu senken, so dass ein Anreiz geschaffen wird neue Arbeitsplätze 

zu generieren (Ewringmann und Kohlhaas 2004; Kumpfer 2007). Mit in Kraft treten des 

Stromsteuergesetzes am 01. April 1999 hat die Bundesregierung den Anteil der gesetzlichen 

Rentenversicherung für Beitragszahler herabgesetzt und die Differenz mit Geldern aus der 

Ökosteuer ausgeglichen. 

Steuerschuldner ist entweder der ansässige Versorger bzw. das ansässige EVU oder der 

Eigenversorger von Strom. Der Regelsatz liegt seit 2003 unverändert bei 2,05ct/kWh bzw. 

20,50€/MWh. Das Gesamtsteueraufkommen liegt bei ca. 6,6 Milliarden Euro p.a. 

(Bundesministerium der Finanzen 2018b). Es wurden mehrere Studien angefertigt, die zum 

Ergebnis kommen, dass die Steuer einen positiven Einfluss auf die Beschäftigung und keinen 

nennenswerten negativen auf das Wirtschaftswachstum hat (UBA 2012; Agnolucci 2009; 

Andersen 2010). Die Beschäftigung profitiert von der Steuer, da mehr Aufträge an das 

Baugewerbe und somit auch an die damit verbundenen vorgelagerten Branchen vergeben 

werden, mit dem Ziel eine energetische Effizienzverbesserung in diversen Sektoren 

herzustellen (UBA 2012). 

17 Finanzierung, fixe Arbeitnehmerentgelte, etc. 
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Der Staat räumt im StromStG weitreichende Möglichkeiten ein, die den Verbraucher in die 

Lage versetzen weit weniger als den Regelsatz zahlen zu müssen. Im Nachgang werden die 

Paragraphen 9 und 10 erläutert, aus deren die Befreiungsmöglichkeiten hervorgehen. 

2.4.2.1 §9 Steuerbefreiungen, Steuerermäßigungen StromStG 

Der „§9 Steuerbefreiungen, Steuerermäßigungen“ (StromStG) unterteilt sich in mehrere 

Abschnitte, die sich jeweils einer/einem anderen Verbrauchergruppe bzw. Prozess widmen. 

Diese Arbeit konzentriert sich auf Industrieunternehmen, so dass Befreiungen und 

Vergünstigungen nur im industriellen Umfeld genannt und beschrieben werden. 

Strom aus erneuerbaren Energien ist von der Stromsteuer befreit, wie es z.B. bei 

Photovoltaikanlagen auf Lagerhallen zweifelsfrei der Fall ist. Kraftwerksstrom wird zum einen 

ins öffentliche Netz gespeist und vermarktet, zum anderen hat das Kraftwerk einen 

Eigenbedarf um die innerbetrieblichen Prozesse, wie z.B. Kühlwasserpumpen, mit Strom zu 

versorgen. Der Eigenbedarf in Kraftwerken ist ebenfalls von der Stromsteuer befreit. Für 

Anlagen zur Stromerzeugung mit einer Nennleistung von weniger als 2 MW, wie es bei Kraft-

Wärme-Kopplungsanlagen der Fall ist, sowie für Notstromaggregate ist ebenfalls keine 

Steuer abzuführen. 

2.4.2.2 § 9a Erlass, Erstattung oder Vergütung der Steuer für bestimmte Prozesse und 

Verfahren StromStG 

In § 9a StromStG werden energieintensive Prozesse genannt, für die die Stromsteuer nicht 

zu entrichten ist. Diese staatliche Unterstützung ist als Erhaltungshilfe eingestuft und deren 

Daseinsberechtigung wird mit der internationalen Wettbewerbsfähigkeit des 

produzierenden Gewerbes (Level playing field) begründet (Bundesministerium der Finanzen 

(BMF) 2018a). Eine konkrete Unterscheidung, ob eine Vorwälzung der Steuer auf die Kunden 

möglich ist oder nicht, wird vom BMF nicht vorgenommen. Bei international 

börsengehandelten und damit homogenen Produkten, lässt sich maximal eine geringe 

Vorwälzung im Rahmen des Kostenvorteils realisieren.18 Einen Nachweis über den Grad der 

internationalen Aktivitäten muss der Antragsteller nicht nachweisen. Für alle Unternehmen 

wird vorausgesetzt, dass diese dem produzierenden Gewerbe angehören. Bei der Produktion 

von z.B. Kupfer oder Aluminium werden Elektrolysen eingesetzt, die von der Steuer befreit 

sind. Allerdings sind Prozesse, die im direkten Zusammenhang mit dem Prozess stehen, wie 

18 Eine tiefergehende Diskussion zu diesem Thema findet in der Literatur keine große Beachtung 
(Oepping 1995). 
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der Kran, der die Anoden bzw. Kathoden transportiert, nicht befreit. Spezielle 

Steuerbefreiungen gibt es für eine Reihe von Prozesse, die „für die Herstellung von Glas und 

Glaswaren, keramischen Erzeugnissen, keramischen Wand- und Bodenfliesen und -platten, 

Ziegeln und sonstiger Baukeramik, Zement, Kalk und gebranntem Gips, Erzeugnissen aus 

Beton, Zement und Gips, keramisch gebundenen Schleifkörpern, mineralischen 

Isoliermaterialien und Erzeugnissen daraus, Katalysatorenträgern aus mineralischen Stoffen, 

Waren aus Asphalt und bituminösen Erzeugnissen, Waren aus Graphit oder anderen 

Kohlenstoffen, Erzeugnissen aus Porenbetonerzeugnissen zum Trocknen, Kalzinieren, 

Brennen, Schmelzen, Erwärmen, Warmhalten, Entspannen, Tempern oder Sintern der 

vorgenannten Erzeugnisse oder der zu ihrer Herstellung verwendeten Vorprodukte“ 

(StromStG) benötigt werden. Ebenfalls privilegiert sind Verfahren in der „Metallerzeugung 

und -bearbeitung sowie im Rahmen der Herstellung von Metallerzeugnissen für die 

Herstellung von Schmiede-, Press-, Zieh- und Stanzteilen, gewalzten Ringen und 

pulvermetallurgischen Erzeugnissen und zur Oberflächenveredlung und Wärmebehandlung 

jeweils zum Schmelzen, Erwärmen, Warmhalten, Entspannen oder sonstigen 

Wärmebehandlung“ sowie von chemischen Reduktionsverfahren (StromStG). Letzteres 

bezieht sich u.a. auf die Aufladung von Akkumulatoren. 

2.4.2.3 § 9b Steuerentlastung für Unternehmen StromStG 

Der § 9b widmet sich der Steuerentlastung von Unternehmen des produzierenden Gewerbe, 

die ihren Strom für betriebliche Zwecke nutzen. Der Nachlass beträgt 5,13€/MWh von der 

allgemein gültigen Stromsteuer. Die Entlastung trifft nicht auf die Verbrauchsmenge zu, die 

dem § 9 Abs. 1 StromStG zugeordnet wird. Die Steuerreduktion bezieht sich auf die Prozesse, 

die der „Erzeugung von Licht, Wärme, Kälte, Druckluft und mechanischer Energie“ dienen. 

Der letztgenannte Prozess ist dann gegeben, wenn ein Unternehmen A elektrische Motoren 

zu einem reduzierten Stromsteuersatz betreibt und diese gewonnene mechanische Energie 

an ein Unternehmen B zur Produktion von beispielsweise Industriegasen weitergibt. Es 

besteht ein Sockelbetrag von 250€ pro Jahr, die die Entlastung übersteigen muss. 

2.4.2.4 §10 Erlass, Erstattung oder Vergütung in Sonderfällen StromStG 

Im § 10 des StromStG wird die Erstattung oder Vergütung der Steuer in Sonderfällen 

erläutert. Bekannt wurde dieser Abschnitt unter dem Namen „Spitzenausgleich“ und dient 

der Vermeidung von Wettbewerbsverzerrungen. Die im Sprachgebrauch gängige 

Bezeichnung „Spitzenausgleich“ leitet sich aus dem Berechnungsvorgang ab, der im § 10 
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StromStG erläutert wird. In Kapitel 2.3 wurde gezeigt, dass die Ökosteuer eingeführt wurde, 

um zum einen Arbeit günstiger zu machen und zum anderen Energie zu verteuern, so dass 

diese effizienter verbraucht wird (Lenkungswirkung). Energieintensive Unternehmen sparen 

auf der einen Seite, weil deren Rentenbeiträge sinken, aber haben verstärkt Stromsteuern 

abzuführen. Dieser Nachteil wird durch den Spitzenausgleich egalisiert. Ist der Steuerbetrag 

höher als die Einsparung bei der Rentenversicherung ergibt sich eine Stromsteuerspitze oder 

ein Stromsteuerüberhang. Die Lenkungswirkung wäre damit klar verfehlt, so dass § 10 

StromStG für diesen Sonderfall einen Ausweg einräumt. Die Stromsteuerspitze darf um 90% 

reduziert werden, so dass Unternehmen nicht über Gebühr belastet werden. 

Die Befreiung nach § 10 StromStG sieht noch weitere Bedingungen vor, denen die 

Antragsteller nachkommen müssen. Unternehmen, für die der beschriebene Sonderfall 

zutrifft, sind angehalten (DIW 2012; Küchler und Ruhbaum 2012) ihren Energieverbrauch zu 

senken, so dass sie in den Genuss der Reduktion kommen können. Nachzuweisen ist dies 

durch ein Energiemanagementsystem (EMS) nach EMAS oder eines nach DIN EN ISO 50001. 

Ein EMS bietet eine Plattform, um Stromverbräuche zu überwachen und weitere 

Applikationen zur Senkung jener zu integrieren (Luhmann et al. 2007). Für kleine und 

mittelständige Unternehmen ist die Voraussetzung etwas gemildert, so dass lediglich ein 

Energieaudit nach DIN EN 16247-1 bzw. ein alternatives System mit dem Ziel der 

verbesserten Energieeffizienz nachzuweisen ist (Gawel und Purkus 2015). Eine weitere 

Auflage obliegt der gesamten deutschen Wirtschaft. Diese muss laut § 10 Abs. 3 StromStG 

nachweisen, dass die Energieintensität19 Jahr für Jahr abnimmt. Überprüft wird dies durch 

ein unabhängiges Wirtschaftsinstitut und in deren Monitoringbericht veröffentlicht (RWI 

2017). Nur wenn die jeweils zutreffende Voraussetzung erfüllt wurde, kann der 

Spitzenausgleich gewährt werden. 

In der Literatur wird diskutiert, ob die Steuervergünstigungen der §§9f ihren Zweck erfüllen 

oder überdacht werden müssen (Gawel 2014; DIW 2012; Küchler und Ruhbaum 2012). Zu 

nennen ist an dieser Stelle, dass es Beispiele für einen erhöhten Energieverbrauch aufgrund 

des Spitzenausgleichs gibt (Böhringer und Schwager 2002; Rosenberg et al. 2011). Höherer 

Energieverbrauch erhöht die Energieintensität ceteris paribus, die zwar den Umfang der 

Entlastungen erhöht, aber dem Ziel der steigenden Energieeffizienz konträr gegenübersteht. 

19 Energieintensität ist der Quotient aus Energieeinsatz und Bruttoinlandsprodukt oder Energieeinsatz 
und Bruttowertschöpfung (RWI 2017). 
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2.4.2.5 Subventionsleistungen der Bundesregierungen in Bezug auf das Stromsteuergesetz 

Der Subventionsbericht schlüsselt die Erlasse, Erstattungen und Nachlässe aller Gesetze auf 

und versieht diese mit den tatsächlichen Beträgen bzw. den geschätzten Werten für die Jahre 

2017 und 2018 (siehe Auszüge in Tabelle 2). Abschließend zu diesem Kapitel soll eine 

Übersicht Aufschluss über die gegebenen Hilfen für das produzierende Gewerbe geben. 

Paragraph/Jahre 2015 2016 2017e 2018e
§ 9a - Begünstigung Prozesse 767 836 800 800
§ 9b - Begünstigung Unternehmen 1073 1052 1000 1000
§ 10 - Spitzenausgleich 1735 1614 1700 1700
Summe 3575 3502 3500 3500  

Tabelle 2: Aufschlüsselung der gewährten Reduktionen durch die deutsche Bundesregiering i.V.m. dem StromStG 
in Millionen € 
Quelle: Eigene Darstellung vgl. Bundesministerium für Finanzen. (23. August 2018a) 

2.4.3 EEG-Umlage 

In Deutschland verbrauchter Strom wird mit der EEG-Umlage belastet. Die Umlage ist Teil der 

Stromkosten und beträgt im Jahr 2018 für jede MWh 67,92€. Die EEG-Umlage ist die größte 

Position der staatlich auferlegten Nebenkosten des Gesamtpreises für Industriestrom, mit 

einem Anteil von ca. 40% (BDEW 2018b). Festgelegt werden die gesetzlichen Regelungen im 

Gesetz für den Ausbau erneuerbarer Energien (EEG 2017). Der Regelsatz der EEG-Umlage 

(Abbildung 8) hat sich seit Einführung im Jahr 2003 von damals 4,10 €/MWh auf 67,92 

€/MWh im Jahr 2018 erhöht. Der heutige Satz beträgt somit mehr als das 16-fache des 

ursprünglichen Werts. 

  

Abbildung 8: EEG-Umlage in €/MWh seit dem Jahr 2003 bis zum Jahr 2018 
EEG = Deutsches Gesetz für den Ausbau erneuerbarer Energien; MWh = Megawattstunde 
Quelle: Eigene Darstellung 
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Die deutsche Bundesregierung hat sich dazu bekannt den Anteil der erneuerbaren Energien 

an der Stromproduktion bis zum Jahr 2025 auf 40 – 45% und in Folge bis 2035 auf 55-60% zu 

erhöhen (§ 1 Abs. 2 EEG 2014). Letztendlich sollen im Jahr 2050 mindestens 80% des 

erzeugten Stroms aus erneuerbaren Energien gewonnen werden. Um dieses Ziel zu erreichen 

wurde im Jahr 2000 das Erneuerbare-Energien-Gesetz kurz EEG eingeführt. Unter anderem 

wurde darin festgelegt, dass Strom, der aus erneuerbaren Energien gewonnen wurde zwei 

wesentliche Vorteile eingeräumt bekommt. Auf der einen Seite darf dieser privilegiert 

vermarktet (Vorrangsregelung) werden und erhält auf der anderen Seite eine 

festgeschriebene Vergütung je kWh. Dieser Vergütungssatz ist Abhängigkeit vom 

Energieträger sowie von der Leistung und des Zeitpunkts der installierten Anlage. Die dafür 

aufzuwendenden Subventionen werden in einem Umlageverfahren bereitgestellt, an dem 

Privatpersonen, wie auch Unternehmen beteiligt sind. 

Unternehmen ist es erlaubt einen Antrag auf Minderung der EEG-Umlage zu stellen. Dass 

dieser Antrag positiv beschieden wird, hängt von den zu erfüllenden Voraussetzungen ab. 

Die nachfolgenden Möglichkeiten werden in der Reihenfolge der zugrunde liegenden 

Paragraphen beschrieben. 

2.4.3.1 EEG-Umlage für Letztverbraucher und Eigenversorger 

Als erstes ist die EEG-Umlage für Eigenversorger i.S.d. § 61 EEG 2017 i.V.m. dem § 61b EEG 

2017 zu nennen. Die Umlage wird für Stromerzeugungsanlagen des Eigenverbrauchs auf 40% 

reduziert. Eine vollständige Befreiung erhalten Anlagen,  

- mit einer Leistung kleiner 10kW und einer Arbeit von maximal 10.000 kWh/Jahr, oder 

- die sich selbst versorgen und deren Stromüberschuss zu Marktpreisen vergütet wird, 

oder 

- deren Anlagen nicht an das öffentliche Netz angeschlossen sind, oder 

- die dem Eigenverbrauch des Kraftwerks dienen, oder 

- bei denen es sich um Bestandsanlagen nach §61 c)-e) EEG 2017 handelt. 

2.4.3.2 Besondere Ausgleichsregelung 

Vielfach diskutiert in den Medien und Politik wurde die „Besondere Ausgleichregelung“, die 

in den §63ff EEG 2017 definiert wird. Diese Befreiungsmöglichkeit fußt auf der Annahme, 

dass energieintensive Unternehmen durch eine zu hohe EEG-Umlage wirtschaftlichen 

Nachteilen ausgesetzt sind. Anspruchsberechtigt sind Unternehmen, die laut Anlage 4 des 

EEG 2017 den stromkosten- und handelsintensiven Branchen zuzuordnen sind und durch die 
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volle EEG-Umlage motiviert würden, ihre Produktion ins Ausland zu verlagern. Die genannten 

Branchen werden in zwei Listen eingeteilt, die entsprechend der Umwelt- und 

Energiebeihilfeleitlinien der EU-Kommission definiert wurden. Begünstigt werden 

Unternehmen 

- mit einer Obergrenze von 15% an der EEG-Umlage, die der Liste 1 angehören und 

deren Stromkosten 17% oder mehr, gemessen an der Bruttowertschöpfung, 

betragen.20 

- mit einer Obergrenze von 15% an der EEG-Umlage, die der Liste 2 angehören und 

deren Stromkosten 20% oder mehr, gemessen an der Bruttowertschöpfung, 

betragen. 

- mit einer Obergrenze von 20% an der EEG-Umlage, die der Liste 1 angehören und 

deren Stromkosten zwischen 14% und 17%, gemessen an der Bruttowertschöpfung, 

betragen. 

Die deutsche Regierung hat sich dazu entschlossen im Rahmen des EEG weitere 

Begünstigungen einzuführen. Unternehmen des internationalen Wettbewerbs sollen nicht 

schlechter gestellt werden als ihre internationalen Wettbewerber (Level playing field). Sehr 

hohe EEG-Aufwendungen können auf 4% [0,5%] an der Bruttowertschöpfung gedeckelt 

werden, wenn deren Stromkostenanteil gemessen an der Bruttowertschöpfung kleiner als 

20% [größer als 20%] ist. Dieser Mechanismus wird Cap bzw. Super-Cap genannt. 

Des Weiteren müssen begünstigte Unternehmen einen Stromverbrauch von mehr als 1 GWh 

nachweisen, weil bis zu dieser Menge die volle EEG-Umlage zu zahlen ist (Selbstbehalt), und 

ein Energie- oder Umweltmanagementsystem (vgl. Kapitel 2.4.2.4) eingeführt haben. 

Der Gesetzgeber hat allerdings auch eine Mindestumlage für Unternehmen beider Listen, die 

in den Genuss des Caps bzw. Super-Caps kommen, eingeführt. Demnach müssen diese 

mindestens 0,1_ct/kWh oder 1 €/MWh der EEG-Umlage entrichten. Lobbyarbeit der 

Interessenvertretung der Nichteisenindustrie hat für einen gesonderten Mindestsatz 

gesorgt. Unternehmen der Zinn-, Zink-, Blei-, Kupfer- und Aluminiumerzeugung haben im 

günstigsten Fall 0,50_€/MWh zu zahlen. 

Der §103 legt die Härtefall- und Übergangsbestimmungen zur besonderen 

Ausgleichregelungen fest. Herauszuheben ist hier lediglich die Tatsache, dass Unternehmen 

20 Weitere Details sind dem Anhang A.1 Berechnung der Bruttowertschöpfung“ zu entnehmen. 
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maximal den doppelten Betrag, der für das Vorjahr aufgewendeten EEG-Umlage zu 

entrichten haben (§103 (3)). 
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Abbildung 9: Entlastung von der EEG-Umlage 
Quelle: Eigene Darstellung 
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2.4.4 Konzessionsabgabe 

Die Konzessionsabgabe wurde bereits im Allgemeinen in Kapitel 2.3.2 beschrieben, da diese 

bei Strom- sowie Gaslieferungen zum Tragen kommt. Im Nachgang werden die 

Besonderheiten der Konzessionsabgabe i.V.m. der Stromlieferung erläutert. 

Bei der Konzessionsabgabe wird zwischen Tarifkunden und Sondervertragskunden 

unterschieden. Ein Tarifkunde ist definiert nach §§ 36 und 38 sowie § 115 Abs. 2 und § 116 

des Energiewirtschaftsgesetzes. Zusammengefasst sind dies alle Haushaltskunden sowie 

Kleingewerbekunden, die einen Verbrauch von weniger als 10.000 kWh haben und sich in 

der Grundversorgung befinden. Alle anderen Kunden auf die diese Kriterien nicht zutreffen 

sind Sondervertragskunden. In dieser Arbeit werden ausschließlich Unternehmen 

untersucht, so dass im Weiteren die Situation von Sondervertragskunden behandelt wird. 

Der Regelsatz beträgt 1,10 €/MWh. Es besteht die Möglichkeit sich vollständig von den 

Konzessionsabgaben befreien zu lassen, sofern der durchschnittliche Abnahmepreis der 

Stromlieferung exklusive der Umsatzsteuer unterhalb des Grenzpreises für das vorletzte 

Kalenderjahr liegt (§2 (4) KAV).21 

2.4.5 Netznutzungsentgelt 

Unternehmen, die Strom aus dem öffentlichen Netz beziehen sind verpflichtet auf Basis der 

aktuell gültigen Verordnung über die Entgelte für den Zugang zu 

Elektrizitätsversorgungsnetzen (Stromnetzentgeltverordnung - StromNEV) vom 25. Juli 2005 

für deren Nutzung aufzukommen. Netzentgelte sind gesetzlich reguliert und werden vom 

jeweiligen örtlichen Netzbetreiber/ Verteilnetzbetreiber für das Kalenderjahr veröffentlicht. 

Die Kosten des Netzbetreibers setzen sich aus Neuinvestitionen und der Aufrechterhaltung 

des Stromnetzes zusammen (Elsenbast 2008). Zu Letzterem gehören auch jene Kosten, die 

durch Überkapazitäten im Stromnetz entstehen können. Konkret geht es um Strommengen 

aus erneuerbaren Energien, deren Einspeisung unterbunden werden kann, aber die aufgrund 

der Vorrangsregelung laut § 8 (1) EnWG dafür vom Netzbetreiber entschädigt werden 

müssen. All diese Kosten werden unter Berücksichtigung der Erlösobergrenze (§ 17 ARegV; 

revenue cap) auf die Netzkunden umgelegt. Die Höhe der Netzentgelte für den Netzkunden 

variiert. Die erste Unterscheidung basiert auf dem Nutzerverhalten. Es gibt 

Verbrauchergruppen, deren Lastprofil identisch ist. Dazu gehören z.B. Haushalte (siehe 

21 Für das Jahr 2018 beträgt der Grenzpreis 12,69 ct/kWh (Statistisches Bundesamt 2017). 
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Abbildung 10), die an einem Werktag (grüne Linie) nachts einen geringen Verbrauch haben, 

der über den Tag steigt und am Abend sein Maximum erreicht. 

 

Abbildung 10: Standartlastprofil eines Haushalts an einem beliebigen Wintertag 
Quelle: BDEW (2018c) 

So wie diesen gibt es noch zahlreiche weitere Standardlastprofile (SLP) für Bäckereien, Kinos, 

etc., die auf der Webseite des BDEW (2018c) veröffentlicht wurden. Diese Kunden haben 

einen Stromzähler, der entweder einmal im Jahr oder bei einem Versorgerwechsel abgelesen 

wird. Die Kosten für das Netzentgelt teilen sich auf in einen Arbeitspreis (Kosten für den 

Verbrauch) und einen Grundpreis. Im Gegensatz dazu gibt es Kunden, deren Verbrauch in 

kein SLP passt und somit werden diese als RLP-Kunden geführt. RLP steht für „registrierende 

Leistungsmessung“. Diese Kunden haben einen Stromverbrauch von mehr als 100 MWh und 

der installierte Stromzähler übermittelt die Verbrauchswerte innerhalb kürzester Zeit an den 

Netzbetreiber. Die Netzentgelte von RLP-Kunden werden anhand von mehreren Kriterien 

berechnet. Zuerst wird unterschieden nach der Benutzungsdauer des Kunden. Dazu werden 

die Volllaststunden oder Jahresbenutzungsstunden berechnet. 

𝑉𝑉𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜𝑜 =
𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉𝑉ℎ 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑀𝑀ℎ

𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿𝐿 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑀𝑀
 (2.6) 

Die Gesamtstunden eines Jahres betragen maximal 8760 Stunden bzw. 8784 Stunden in 

einem Schaltjahr. Bei Volllaststunden von weniger/mehr als 2500h ist der entsprechende 

Arbeits- und Leistungspreis in Abhängigkeit der Netzebene, über die der Kunde 

angeschlossen ist, zu zahlen. (BNetzA 2016). Die verschiedenen Netzebenen werden in 

Tabelle 3 dargestellt. 
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Netzebenen Elektrische Nennspannung 

Höchstspannung 220/380kV 

Umspannung Höchst-/Hochspannung zwischen Höchst- und Hochspannung 

Hochspannung 110 kV 

Umspannung Hoch-/Mittelspannung zwischen Hoch- und Mittelspannung 

Mittelspannung bis üblicherweise 35 kV 

Umspannung Mittel-/Niederspannung zwischen Mittel- und Niederspannung 

Niederspannung üblicherweise 230/400 V 

Tabelle 3: Netzebenen in Deutschland und deren elektrische Spannung 
Quelle: Eigene Darstellung vgl. Büdenbender (2009) 

Die einzelnen Verbrauchergruppen sind an unterschiedlichen Stromstärken interessiert. Das 

liegt hauptsächlich daran, dass bei einer Erweiterung des Anschlusses auf eine höhere 

Netzebene zusätzliche Kosten anfallen. Üblicherweise werden diese Kosten als 

Baukostenzuschuss bezeichnet (Mussaeus et al. 2014). 

  

Abbildung 11: Verbrauchergruppen und deren Netzebenen 
kV = Kilovolt; V = Volt 
Quelle: Main-Donau Netzgesellschaft (2018) 
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Auch hier haben Unternehmen die Möglichkeit einen geringeren Beitrag als den üblichen 

Satz durchzusetzen. Die Regelungen dafür sind im §19 StromNEV verfasst. Es gibt drei 

Möglichkeiten, auf die sich ein Antragsteller beziehen kann. 

2.4.5.1 Atypisches Netzentgelt - §19 (2) 1 StromNEV 

In §19 (2) 1 StromNEV wird festgelegt, dass Verbrauchern mit einem atypischen 

Verbrauchsprofil die Möglichkeit gegeben werden muss, das Netzentgelt zu reduzieren. 

Verschiedene Voraussetzungen müssen hierzu erfüllt werden. Der Verteilnetzbetreiber legt 

für jedes Quartal Hochlastzeitfenster fest, z.B. von 10:30 Uhr bis 20:00 Uhr. Der Verbraucher 

muss nachträglich darlegen, dass seine Leistungsspitze außerhalb dieses Hochlastzeitfensters 

gelegen hat. Ist dem so, wird die Differenz zwischen Leistungsspitze außerhalb und 

Leistungsspitze innerhalb des Hochleistungsfensters ermittelt. Diese muss zum einen größer 

als 100 kW sein und zum anderen die Erheblichkeitsschwelle (siehe Tabelle 4) übersteigen. 

  Netz-/Umspannebene Erheblichkeitsschwelle 

Höchstspannung 5% 

Höchstspannung/Hochspannung 10% 

Hochspannung 10% 

Hochspannung/Mittelspannung 20% 

Mittelspannung 20% 

Mittelspannung/Niederspannung 30% 

Niederspannung 30% 

Tabelle 4: Netz- bzw. Umspannebene in Deutschland und deren assoziierte Erheblichkeitsschwelle i.S.d. atypischen 
Netzentgelts 
Quelle: Eigene Darstellung vgl. Schneider (2009) 

Sind die obigen Voraussetzungen erfüllt, so ist der Verbraucher berechtigt lediglich den 

Leistungspreis auf Basis der niedrigeren Leistungsspitze innerhalb des Hochlastfensters zu 

zahlen. Die maximale Befreiung auf Basis des § 19 Abs. 2 Satz 1 beträgt 80%. 

2.4.5.2 Intensive Netznutzung - §19(2)2 StromNEV 

Bei dieser Befreiungsmöglichkeit steht der homogene Verbrauch im Mittelpunkt. Hier sind 

ebenfalls die Volllaststunden und zusätzlich ein Mindestverbrauch von 10 GWh 

entscheidend. Die Befreiung ist in 3 Stufen eingeteilt. Die Niedrigste beträgt mindestens 
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7.000 Volllaststunden und berechtigt zu einer Reduktion der Netzentgelte von 80%. Ab 7.500 

Volllaststunden ist der Antragssteller berechtigt nur noch 15% seiner Netzentgelte zu 

entrichten. Die maximale Reduktion beträgt 90% für Unternehmen, deren 

Benutzungsstundenzahl mindestens 8.000 Stunden im Jahr übersteigt. Diese 

Benutzungsstundenzahlen erreichen Unternehmen mit Prozessen, die zum einen das ganze 

Jahr über im Betrieb sind und zum anderen deren Leistung nahezu konstant ist. Typische 

Prozesse sind hier Elektrolysen und Serverparks. 

Volllaststunden Rabatt auf Netzentgelte 

x<7000h 0% 

7000h<x<7449h 80% 

7500h<x<7999h 85% 

8000h<x 90% 

Tabelle 5: Rabatt auf Netzentgelte nach §19(2)2 
h = Stunden 
Quelle: Eigene Darstellung  

2.4.5.3 Singuläre Netznutzung - § 19 (3) StromNEV 

Diese besondere Form der Netzversorgung liegt vor, wenn es nur einen einzigen Verbraucher 

auf einer bestimmten Netzebene gibt. Dies ist der Fall, wenn von einem Transformator ein 

Kabel exklusiv zu einem Unternehmen führt. Netzbetreiber und Unternehmen sind dann in 

der Lage ein individuelles Netzentgelt auf Basis der entstandenen Kosten, die sich aus den 

eingesetzten Betriebsmitteln ableiten, zu vereinbaren. 

Die Netzentgelte sind eine regulierte Position innerhalb des gesamten Strompreises. Durch 

die Gewährung von Rabatten, insbesondere für Industrieunternehmen, sind die 

Netzbetreiber verpflichtet, entgangene Erlöse auszugleichen. Dies wird mit einer weiteren 

Preiskomponente der §19-Umlage umgesetzt. 

2.4.6 §19-Umlage 

Unternehmungen haben die Möglichkeit aufgrund des § 19 StromNEV ein individuelles 

Netzentgelt zu beantragen bzw. zu vereinbaren. Die entgangenen Einnahmen werden durch 

die §19-Umlage ausgeglichen. Die Umlage ist von allen Letztverbrauchern zu entrichten, 

selbst wenn diese in den Genuss von Netzentgeltprivilegien, wie in Kapitel 2.4.5 beschrieben, 

kommen. 
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Nicht jeder Letztverbraucher hat die gleiche Umlage pro kWh zu entrichten. Es gibt drei 

Gruppen, die sich wie folgt unterscheiden: 

- Letztverbrauchergruppe A: 

Stromverbrauch an einer Abnahmestelle von weniger als 1.000.000 kWh (1.000 

MWh) haben eine Umlage i.H.v. 0,370 ct/kWh (3,70 €/MWh) zu entrichten. Dies gilt 

für alle Letztverbraucher. 

- Letztverbrauchergruppe B: 

Stromverbrauch an einer Abnahmestelle der über 1.000.000 kWh (1.000 MWh) liegt, 

wird mit 0,050 ct/kWh (0,50 €/MWh)beziffert. 

- Letztverbrauchergruppe C: 

Gehört der Letztverbraucher dem produzierenden Gewerbe, dem 

schienengebundenen Verkehr oder der Eisenbahninfrastruktur an und haben die 

Stromkosten im letzten Geschäftsjahr mehr als 4% des Umsatzes überstiegen, sind 

maximal 0,025 ct/kWh (0,25 €/MWh)für jede kWh über 1.000.000 kWh (1.000 MWh) 

zu zahlen. Abgesehen von den reduzierten Umlagebeträgen gibt es keine weiteren 

Möglichkeiten sich als Unternehmen von dieser Kostenposition zu befreien. 
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Letztverbraucher-

gruppe 
A B C 

Wirtschaftsgruppe - - 

produzierendes Gewerbe, 

schienengebundener Verkehr, 

Eisenbahninfrastruktur 

Stromkosten >4% 

vom Umsatz 
- - Nein Ja 

Umlage bei 

Stromverbrauch 

bis 1.000.000 kWh 

0,37 ct/kWh 0,37 ct/kWh 0,37 ct/kWh 0,37 ct/kWh 

Umlage bei 

Stromverbrauch 

ab 1.000.000 kWh 

- 0,05 ct/kWh 0,05 ct/kWh 0,025 ct/kWh 

Tabelle 6: Übersicht der unterschiedlichen Umlagesätze für die §19-Umlage 
ct = Eurocent; kWh = Kilowattstunde; Letztverbrauchergruppen (A, B, C) definieren sich durch ihre Anforderungen 
in der jeweiligen Spalte 
Quelle: Eigene Darstellung  

2.4.7 Offshore-Haftungsumlage 

In den letzten Jahren wurden vermehrt Windparks zur Stromproduktion auf hoher See 

errichtet. Diese Anlagen werden als Offshore (engl. vor der Küste) bezeichnet. Sie sind zu 

unterscheiden von Windparks an der Küste (engl. nearshore) und denen im Landesinneren 

(engl. onshore). Jeder Betreiber einer Energieerzeugungsanlage in Deutschland hat das Recht 

laut § 18 Abs. 1 EnWG an das deutsche Stromnetz angeschlossen zu werden. Es spielt keine 

Rolle, ob die Anlage sich innerhalb eines urbanen Umfelds befindet, oder ob sie sich 89 km 

nordwestlich von der Insel Borkum befindet.22 Es kann aufgrund technischer Zwänge dazu 

kommen, dass Anlagen nicht rechtzeitig ein Netzzugang gewährt werden kann, oder dass 

langanhaltende Netzunterbrechungen von mehr als 10 Tagen eine Einspeisung verhindern. 

Liegt dieser Fall vor, wird der Anlagenbetreiber über die Offshore-Haftungsumlage 

entschädigt.23 

22 Gemeint ist der Windpark BARD Offshore 1. 
23 Weitere Details zur Kostenstruktur von Übertragungsnetzbetreibern und deren Auflagen in 
Verbindung mit dem EEG sind Böttcher 2013 zu entnehmen. 
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Die gesetzliche Regelung zur Offshore-Haftungsumlage findet sich in § 17f EnWG wieder. 

Erstmalig wurde die Umlage im Jahr 2013 erhoben. Zur Zahlung ist jeder Stromabnehmer in 

Deutschland verpflichtet. Bei dieser Umlage werden, wie bei der §19-Umlage, 

unterschiedliche Kosten pro kWh in Abhängigkeit ihres Verbrauchs und Zuordnung ihrer 

Letztverbrauchergruppe angesetzt. Auch hier haben alle Verbraucher für die ersten 

1.000.000 kWh den gleichen Regelsatz von 0,037 ct/kWh zu zahlen. Der Verbrauch oberhalb 

des Schwellenwerts wird mit 0,049 ct/kWh versehen. Ausnahme bilden auch in diesem Fall 

die Unternehmen des produzierenden Gewerbes (0,024 ct/kWh), wenn deren Stromkosten 

höher als 4% des Umsatzes betragen haben. 

Letztverbraucher-

gruppe 
A B C 

Wirtschaftsgruppe - - 

produzierendes Gewerbe, 

schienengebundener Verkehr, 

Eisenbahninfrastruktur 

Stromkosten >4% 

vom Umsatz 
- - Nein Ja 

Umlage bei 

Stromverbrauch bis 

1.000.000 kWh 

0,37 ct/kWh 0,37 ct/kWh 0,37 ct/kWh 0,37 ct/kWh 

Umlage bei 

Stromverbrauch ab 

1.000.000 kWh 

- 0,049 ct/kWh 0,049 ct/kWh 0,024 ct/kWh 

Tabelle 7: Übersicht der Umlagesätze für die Offshore-Haftungsumlage 
ct = Eurocent; kWh = Kilowattstunde; Letztverbrauchergruppen (A, B, C) definieren sich durch ihre Anforderungen 
in der jeweiligen Spalte 
Quelle: Eigene Darstellung 

2.4.8 § 18 AbLaV 

Großverbrauchern wird die Möglichkeit eingeräumt auf Stromverbrauch zu verzichten, um 

im Gegenzug eine Vergütung für die dadurch verursachte Minderproduktion zu erhalten. 

Geregelt ist diese Vorgehensweise in der Verordnung über Vereinbarungen zu abschaltbaren 

Lasten (AbLaV) und steht in Verbindung zum § 13i EnWG. 

Aufgrund der Volatilität im deutschen/europäischen Stromnetz ist es gelegentlich notwendig 

sehr kurzfristig auf Lastschwankungen zu reagieren. In Kapitel 2.4.5 wurde bereits 
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thematisiert, dass Überkapazitäten durch die Abregelung von erneuerbaren Energien 

ausgeglichen werden können. Entsteht allerdings z.B. ein Kraftwerksausfall in 

Süddeutschland ist es wirkungsvoller die lokale Stromnachfrage zu reduzieren. In diesem Fall 

kommen Industrieunternehmen ins Spiel, die durch ihren Stromverzicht das Netz 

stabilisieren können, weil zum einen nicht zu jedem Zeitpunkt Erzeugungskapazitäten 

umliegender Kraftwerke zur Verfügung stehen und zum anderen die Transportkapazitäten 

von weiter entfernten Erzeugungsanlagen begrenzt sind.  

Die Vergütung teilt sich in zwei Bestandteile auf. Zum einen wird die Bereitschaft 

Stromverbrauch zu reduzieren mit bis zu 500 €/MW honoriert (Leistungspreis). Zum anderen 

wird beim tatsächlichen Ernstfall jede MWh mit maximal 400 € vergütet. Im Jahr 2016 

entstanden somit Zahlungen und Aufwendungen in Höhe von ca. 26 Millionen € (50Hertz 

Transmission GmbH 2017). 

Der Umlagebetrag ist im Strompreis inkludiert und beträgt für 2018 pro kWh 0,011 ct oder 

0,11_€/MWh. Eine Möglichkeit sich von der Kostenposition teilweise oder ganz befreien zu 

lassen, besteht nach heutiger Gesetzeslage nicht. 

2.4.9 KWKG-Aufschlag 

In thermischen Kraftwerken wird üblicherweise Wasserdampf zur Stromproduktion 

verwendet. Moderne Kraftwerke nutzen den Wasserdampf neben der Stromerzeugung auch 

als Prozesswärme in chemischen Betrieben oder speisen diesen in das Wärmenetz eines 

Wohngebiets ein. Dieser Verwendungszusatz erhöht den Wirkungsgrad eines Kraftwerks 

erheblich (Duckert 2016). Energieeffizienz ist eines der Ziele im Energiewirtschaftsgesetz (§ 

1 EnWG) und wird durch den § 1 (1) Kraft-Wärme-Kopplungsgesetz (KWKG) konkretisiert: 

„Dieses Gesetz dient der Erhöhung der Nettostromerzeugung aus Kraft-Wärme-

Kopplungsanlagen auf 110 Terawattstunden bis zum Jahr 2020 sowie auf 120 

Terawattstunden bis zum Jahr 2025 im Interesse der Energieeinsparung sowie des Umwelt- 

und Klimaschutzes.“ 

Zur Förderung von KWK-Anlagen wurde im Jahr 2005 die KWK-Umlage (§ 26 KWKG) 

eingeführt und ist für jeden Stromverbrauchenden in Deutschland zu zahlen. Analog zur §19-

Umlage und der Offshore-Haftungsumlage werden die Letztverbrauchergruppen in 3 

Kategorien unterteilt. Kategorie A zahlt bis 1.000.000 kWh den Selbstbehalt von 0,345 

ct/kWh für das Jahr 2018. Für die Kategorien B und C werden Unternehmen berücksichtigt, 
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die nicht unter die „Besondere Ausgleichregelung“ fallen. Kategorie B [C] zahlt in 2018 noch 

0,08 ct/kWh [0,06 ct/kWh] und im Folgejahr 0,16 ct/kWh [0,12_ct/kWh]. 

Reduktionsmöglichkeiten für Unternehmen, die unter die „Besondere Ausgleichregelung“ 

fallen, folgen der Logik der EEG-Umlage-Befreiung. Der Unterschied ist lediglich, dass die 

Mindestumlage von 0,03 ct/kWh nicht unterschritten werden darf und dass es keinen 

Sonderstatus für die Nicht-Eisen-Industrie gibt. 

Die Entlastungen für förderberechtigte Unternehmen belief sich im Jahr 2016 auf knapp 500 

Millionen € (Bundesministerium für Wirtschaft und Energie 2018b). 

Letztverbraucher-

gruppe 

A B C 

Qualifiziert für die 

besondere 

Ausgleichregelung 

- - Nein Ja 

Umlage bei 

Stromverbrauch bis 

1.000.000 kWh 

0,345 

ct/kWh 

0,345 ct/kWh 0,345 ct/kWh 0,345 ct/kWh 

Umlage bei 

Stromverbrauch ab 

1.000.000 kWh 

- 0,08 ct/kWh 0,08 ct/kWh 0,06 ct/kWh  

Tabelle 8: Übersicht der unterschiedlichen Umlagesätze für die KWKG-Umlage 
ct = Eurocent; kWh = Kilowattstunde; Letztverbrauchergruppen (A, B, C) definieren sich durch ihre Anforderungen 
in der jeweiligen Spalte 
Quelle: Eigene Darstellung 

2.4.10 Umsatzsteuer 

Nach § 12(1) Umsatzsteuergesetz werden steuerpflichtige Umsätze mit 19% besteuert. 

Niedrigere Steuersätze, wie z.B. der Halbwertsteuersatz von 7% (§ 12 Abs. 2 UStG) finden 

beim Strompreis keine Anwendung. Die Steuer bezieht sich auf alle im Vorhinein genannten 

Bestandteile des Strompreises. Aufgrund des „Allphasen-Nettosystems mit Vorsteuerabzug“ 

(Grieser 2016) sind Unternehmen berechtigt die Umsatzsteuer mit entstandenen Vorsteuern 

zu verrechnen, demzufolge wird dieser Kostenpositionen keinen großen Wert beigemessen. 
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2.5 Erdgaspreis 

2.5.1 Energiepreis 

Der Preis für den Rohstoff Erdgas wird durch verschiedene Parameter beeinflusst. Dazu 

gehören der Commoditypreis vom Erdgasförderer und die Art der Belieferung (Niggemann 

2012). Der Preis wurde früher nach dem Prinzip des anlegbaren Preises festgelegt (Ströbele 

et al. 2012). Mit Einführung der EU-Richtlinie 98/30/EG hat sich die Wettbewerbssituation 

auf dem Gasmarkt nachhaltig geändert. Seit 2007 wird Erdgas an der EEX in Leipzig 

gehandelt, der Preis ist nicht reguliert, so dass Angebot und Nachfrage gilt. Preisvorteile kann 

der Verbraucher auf Basis des Portfoliomanagements generieren, wobei eine langfristige 

Verbesserung gegenüber des durchschnittlichen Marktpreises nicht gesichert ist (vgl. Kapitel 

2.4.1). 

2.5.2 Netznutzungsentgelt 

Das Gasnetzentgelt ist als eine Gebühr zu verstehen, die jeder Gasbezieher an den 

Netzbetreiber zahlen muss (Bundesnetzagentur 2018). Das Gasnetz ähnelt, wie das 

Stromnetz, einem natürlichen Monopol und wird deshalb von der Bundesnetzagentur 

beaufsichtigt. Die erhobenen Netzentgelte müssen an dortiger Stelle von den Netzbetreibern 

angezeigt werden, so dass diese geprüft und freigegeben werden können (Rostankowski et 

al. 2011). Weitere Details zu den Bedingungen eines natürlichen Monopols im Kontext von 

Energiebelieferungen sind dem Kapitel 2.2.1 zu entnehmen. 

Unter der aktuell geltenden Gesetzeslage ist eine (teilweise) Befreiung der Netzentgelte für 

Erdgas, im Gegensatz zu Netzentgelten bei der Stromlieferung, nicht möglich. 

2.5.3 Energiesteuer 

Der Regelsatz für die Nutzung von Erdgas beträgt 0,55 ct/kWh. Unternehmen des 

produzierenden Gewerbes können sich laut § 54 EnergieStG teilweise von der Energiesteuer 

befreien lassen. Auf Antrag beim zuständigen Hauptzollamt ist es möglich, dass der Regelsatz 

um 0,138 ct/kWh auf dann 0,412 ct/kWh ermäßigt wird. Weitere Reduktionsmöglichkeiten 

sind im Zuge des § 55 EnergieStG, dem so genannten „Spitzenausgleich“ möglich. Die 

anfallende Energiesteuer auf Erdgas wird zusammen mit der Stromsteuer ins Verhältnis zu 

den Rentenversicherungsbeiträgen gesetzt (vgl. Kapitel 2.4.2). Sind die Steueraufwendungen 

höher als die Rentenversicherungsbeiträge vor der Ökosteuerreform, dann besteht die 

Möglichkeit eine Steuerreduktion herbeizuführen. Zwingende Voraussetzung ist auch hier 
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ein Energiemanagementsystem nach den gesetzlichen Regelungen. Analog zu der Befreiung 

bei der Stromsteuer sind bestimmte Prozesse von der Energiesteuer befreit. Die in § 51 Abs. 

1 EnergieStG genannten Prozesse sind vollumfänglich von der Energiesteuer befreit. Es 

gelten weitere Befreiungen bei der Verwendung von Erdgas in KWK-Anlagen, sofern deren 

Leistung unter 2 MW liegt und der produzierte Strom nicht schon von der Stromsteuer befreit 

ist (§ 53 ff. EnergieStG). 

Der Deutsche Bundestag hat in seinem sechsten Monitoring-Bericht „Energie der Zukunft“ 

(2018) mitgeteilt, dass sich die Entlastungen der Energiesteuer für das Jahr 2016 auf 878 

Millionen € belaufen. 

2.5.4 Konzessionsabgabe 

Die Konzessionsabgabe wird bereits in Kapitel 2.3.2 hinreichend diskutiert, so dass an dieser 

Stelle lediglich die Spezifitäten für Erdgas dargestellt werden sollen. Der Regelsatz beträgt 

0,03 ct/kWh für Sondervertragskunden. Diesen Status erhält ein Unternehmen, wenn es sich 

nicht in der Grund- oder Ersatzversorgung befindet. Bei einem Verbrauch von über 5.000 

MWh Erdgas pro Jahr oder einem in Rechnung gestellten Durchschnittspreis, der geringer ist 

als der Durchschnittserlös des Versorgers pro MWh, ist die Konzessionsabgabe nicht zu 

entrichten (§2 Abs. 5 KAV). 

2.5.5 Umsatzsteuer 

Die Umsatzsteuer beträgt aktuell 19% des Nettowarenwerts und bietet keine Möglichkeit zur 

Befreiung (vgl. Kapitel 2.4.10). 

2.6 Berechnung spezifischer Strom- und Gaskosten auf Basis 

unterschiedlicher Verbrauchsmerkmale 

Aus Sicht der Energienebenkostenbefreiung gibt es bestimmte Kriterien, die zu einer 

Minderung der Stromkosten führen. Die Einzelheiten sind den vorherigen Unterkapiteln zu 

entnehmen. In diesem Kapitel sollen beispielhaft Unternehmen definiert werden, deren 

unterschiedliche Rahmenparameter24 direkten Einfluss auf den jeweils spezifischen Strom- 

und Gaspreis haben.25 

24 Die Parameter sind vom Autor geschätzt. 
25 Übereinstimmungen mit tatsächlich bestehenden Unternehmen sind zufälliger Natur. 
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Die zu definierenden Unternehmen sollen sich in ihren Verbrauchsmerkmalen 

unterscheiden. Es gibt noch weitere, feingliedrigere Unterteilungen, die sich auf die 

Energiekostenbefreiungen auswirken (Rosenberg et al. 2011), in dieser Arbeit soll allerdings 

ein allgemeines Bild genügen. 

Verschiedene Parameter führen zu Reduktionen der Energienebenkosten, die in der 

nachfolgenden Beschreibung der jeweiligen Unternehmen definiert werden. Explizit 

ausgenommen sind an dieser Stelle die Energiepreise für Strom und Gas sowie die darin 

enthaltenen CO2-Kosten. Aufgrund vielfältiger Gründe, die insbesondere das Abnahmeprofil 

betreffen, unterscheiden sich die Energiekosten und können nicht verallgemeinert für die 

nachfolgend genannten Unternehmensbeispiele verwendet werden (Schumacher und 

Würfel 2015). Die hier verwendete Größeneinteilung (Tabelle 5) geht auf die Definition der 

Europäischen Kommission (2003/361/EG der Europäischen Kommission vom 6.5.2003) 

zurück. 

Größenklasse Beschäftigte Jahresumsatz
Kleinstunternehmen bis 9 und bis 2 Millionen €
Kleine Unternehmen bis 49 und bis 10 Millionen € und keine Kleinstunternehmen
Mittlere Unternehmen bis 249 und bis 50 Millionen € und kein kleines Unternehmen
Großunternehmen über 249 und über 50 Millionen €     

Tabelle 9: Größenklassen und deren Kriterien 
Quelle: Eigene Darstellung vgl. 2003/361/EG Europäische Kommission vom 6.5.2003 

2.6.1 Kleinstunternehmen am Beispiel einer Schreinerei 

Betrachtet wird eine Schreinerei mit 8 Mitarbeitern und einem Umsatz von ca. 1,5 Mill. €. 

Zur Produktion werden verschiedene Aggregate benötigt, wie z.B. Tischsägen, 

Absaugvorrichtungen, Heizung, Licht, Druckluft u.a. Der Stromverbrauch liegt in der Spitze 

bei 0,02 MW bzw. 60 MWh im Jahr. Es besteht kein Gasverbrauch, da die Heizung über eine 

Holzbefeuerungsanlage läuft. Der Strompreis lag im Vorjahr über dem Grenzpreis. Eine 

Befreiung/Reduktion der zu entrichtenden Netzentgelte ist nicht möglich. Die Schreinerei 

muss die örtlichen Netzentgelte für eine Benutzungsdauer von weniger als 2500 h/a auf der 

Niederspannungsebene entrichten.26 

Die Aufwendungen der Rentenversicherung auf Arbeitgeberseite betragen 25.000€ bei 

einem im Jahr 2018 gültigen Beitragssatz von 18,7%. 

26 Entsprechend dem Preisblatt von Stromnetz Hamburg (2018) betragen diese 17,41 €/kW*a und 4,10 
ct/kWh. 
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2.6.2 Kleines Unternehmen am Beispiel einer Bäckerei 

Beispiel für ein kleines Unternehmen ist eine Bäckerei. Diese hat 24 Mitarbeiter und einen 

Jahresumsatz von ca. 3 Mill. €. Die E-Öfen und andere Verbrauchseinheiten, wie 

Kühlaggregate, Licht, Warmwasseraufbereitung, Lüftungsanlage etc. haben einen 

Jahresstromverbrauch von 473 MWh und die Leistungsspitze beträgt 0,3 MW. Zudem kommt 

ein Gasverbrauch i.H.v. 434 MWh bei einer Leistung von 0,5 MW für Heizung, Warmwasser 

und den Backöfen.27 Der Strompreis und der Gaspreis lagen im Vorjahr über dem jeweiligen 

Grenzpreis. Eine Befreiung/Reduktion der zu entrichtenden Netzentgelte ist nicht möglich. 

Die Bäckerei muss die örtlichen Netzentgelte für eine Benutzungsdauer von weniger als 

2.500h/a auf der Mittelspannungsebene entrichten.28 

Die Aufwendungen der Rentenversicherung auf Arbeitgeberseite betragen 80.000 € bei 

einem im Jahr 2018 gültigen Beitragssatz von 18,7%. 

2.6.3 Mittelständiges Unternehmen am Beispiel eines Chemieunternehmens 

Ein klassisches mittelständiges Unternehmen des produzierenden Gewerbes ist eine 

Chemiefabrik. Dieses hat 75 Mitarbeiter und erwirtschaftet einen Jahresumsatz von 42 Mill. 

€. Zur Produktion benötigt es zum einen Strom (5 MW/20.000 MWh) und zum anderen Gas 

(10 MW/65.000 MWh). Vom Stromverbrauch sind 2.000 MWh dem § 9b StromStG und vom 

Gasverbrauch 50.000 MWh Prozessen i.S.d. §51 EnergieStG zuzuordnen. Der Strompreis und 

der Gaspreis lagen im Vorjahr unter dem jeweiligen Grenzpreis. Eine Befreiung/Reduktion 

der zu entrichtenden Netzentgelte ist nicht möglich. Das Chemieunternehmen muss die 

örtlichen Netzentgelte für eine Benutzungsdauer von mehr als 2.500h/a auf der 

Hochspannungsebene entrichten.29 Das Unternehmen besitzt ein zertifiziertes 

Umweltmanagementsystem nach DIN EN ISO 50001. 

Die Aufwendungen der Rentenversicherung auf Arbeitgeberseite betragen 360.000 € bei 

einem im Jahr 2018 gültigen Beitragssatz von 18,7%. 

27 Die Daten sind einem Leitfaden des Unternehmens ecostep (2014) entnommen worden. Der 
Verbrauch des Ofens ist dem Gasverbrauch hinzugezählt worden. 
28 Entsprechend dem Preisblatt von Stromnetz Hamburg (2018) betragen diese 20,38 €/kW*a und 2,42 
ct/kWh. 
29 Entsprechend dem Preisblatt von Stromnetz Hamburg (2018) betragen diese 37,02 €/kW*a und 1,05 
ct/kWh. 
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2.6.4 Großunternehmen am Beispiel eines Nichteisenmetall-verarbeitenden-

Betriebs 

Zu den Nichteisenmetall-Unternehmen gehören die der Kupfer-, Aluminiumbranche und 

andere. Beispielhaft hat das zu untersuchende Unternehmen 700 Mitarbeiter. Erzielt einen 

Jahresumsatz von 3 Mrd. €. Es werden ca. 680.000 MWh Strom verbraucht bei einer 

Leistungsspitze von 84 MW. Zwei Drittel des Stromverbrauchs sind dem §9a StromStG 

zuzuordnen. Der Verbrauch von Erdgas liegt bei 500.000 MWh und einer Leistungsspitze von 

73 MW. 400.000 MWh des Gasverbrauchs treffen auf die prozessbezogene Menge i.S.d. § 51 

EnergieStG zu. Der Strompreis und der Gaspreis lagen im Vorjahr über dem jeweiligen 

Grenzpreis. Eine Befreiung/Reduktion der zu entrichtenden Netzentgelte ist möglich. Das NE-

Metall-Unternehmen muss die örtlichen Netzentgelte für eine Benutzungsdauer von mehr 

als 2.500h/a auf der Hochspannungsebene entrichten.30 Das Unternehmen besitzt ein 

zertifiziertes Umweltmanagementsystem nach DIN EN ISO 50001. 

Für die Mitarbeiter müssen im Jahr 2018 insgesamt 3.000.000 € an 

Rentenversicherungsbeiträgen aufgewendet werden, was dem hälftigen Anteil der gesamten 

Beträge entspricht. Darüber hinaus bietet der Arbeitgeber weitere Möglichkeiten der 

Altersvorsorge an, die mit einem 100%-Arbeitgeberanteil an der Rentenversicherung 

einhergehen. Dieser Betrag summiert sich auf 350.000€. 

2.6.5 Analyse der Energienebenkosten 

Die Energienebenkosten ergeben sich aus verschiedenen Parametern, die in den vorherigen 

Kapiteln ausführlich erläutert wurden. In diesem Kapitel wird ein Vergleich der 

Energienebenkosten zwischen Unternehmen unterschiedlicher Größenklassen angestellt. 

Die Kosten für das jeweilige Commodity Strom bzw. Erdgas bleiben unberücksichtigt, da dies 

eine Vielzahl an weiteren Einflussfaktoren benötigen würde und zudem auch nicht der 

Beantwortung der Fragestellung dient. 

 

30 Siehe Netzentgelte Chemieunternehmen. 
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Abbildung 12: Aufteilung der Stromnebenkosten in €/MWh nach Größenklasse 
EEG = Deutsches Gesetz für den Ausbau erneuerbarer Energien; KWKG = Kraft-Wärme-Kopplungsgesetz; MWh = 
Megawattstunde 
Quelle: Eigene Darstellung 

Die obige Grafik (Abbildung 12) stellt beispielhaft die Unterschiede der Stromnebenkosten 

pro MWh für Unternehmen spezifischer Größenklassen dar. Berücksichtigt werden die EEG-

Umlage, Konzessionsabgabe, Netznutzungsentgelte, Offshore-Haftungsumlage, sowie die 

Abgaben nach dem KWK-Gesetz und §19. Nicht berücksichtigt wurde an dieser Stelle die 

Stromsteuer, da diese nicht eindeutig von der Energiesteuer zu trennen ist.31 

Die Grafik lässt vermuten, dass die Größenklasse signifikanten Einfluss auf die Nebenkosten 

hat. Allerdings ist der Stromverbrauch das entscheidende Kriterium, unabhängig von 

Mitarbeiterzahl, Umsatz o.ä.32 Der Vergleich zwischen einem Kleinst- und Kleinunternehmen 

zeigt bei den Stromnebenkosten einen Unterschied.33 Der Mehrverbrauch des 

31 Die Thematik wurde bereits in Kapitel 2.3.1 diskutiert. Im Anhang „A.4 Übersicht der 
Energienebenkosten nach Unternehmensgröße“ sind die Strom- bzw. Energiesteuer beispielhaft in 
Abhängigkeit des Verbrauchs in MWh aufgeteilt worden. Da dies eine pragmatische Vorgehensweise 
ist, wurden die beiden Steuerarten nicht weiter berücksichtigt. 
32 Im Folgenden werden die Unternehmensklassen synonym für ein Unternehmen mit den in Kapitel 
2.6.1ff genannten Kriterien verwendet. Dies bedeutet nicht, dass alle Unternehmen dieser 
Größenklasse auch in den Genuss der genannten Privilegien kommen können. 
33 Weitere Details sind dem Anhang „A.2 Übersicht Stromnebenkosten“ zu entnehmen. 
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Kleinunternehmens führt auf MWh-Ebene zu einer Reduktion von weniger als 10%. Der 

Vorteil entsteht insbesondere durch die geringeren Netznutzungsentgelte, die durch einen 

geringeren Arbeits- und Leistungspreis zustande kommen. Andere Nebenkostenpositionen 

bleiben identisch.  

Beim Vergleich zwischen einem Kleinunternehmen und dem des Mittelstands fällt auf, dass 

der Unterschied erheblich ist. Die Reduktion beträgt insgesamt mehr als drei Viertel der 

Nebenkosten und erstreckt sich über alle genannten Positionen. Am stärksten wirken sich 

die Reduktionsmöglichkeiten bei der Konzessionsabgabe (-100%) und der EEG-Umlage (-

94%) aus.  

In den vorherigen Kapiteln wurde bereits dargelegt, dass Unternehmen mit einem sehr 

ausgewogenen Verbrauchsprofil die Möglichkeit haben ihre Netznutzungsentgelte erheblich 

zu senken. Durch die Inanspruchnahme der gewährten Rabatte aufgrund intensiver 

Netznutzung (Kapitel 2.4.5.2) können energieintensive Unternehmen Vorteile von nahezu 

90% gegenüber dem Mittelstand realisieren. Dieser Kostenblock trägt in absoluten Zahlen 

dazu bei, dass energieintensive Unternehmen geringe Aufschläge bei dem Bezug von Strom 

zahlen müssen. Selbstverständlich führt im Umkehrschluss deren große Verbrauchsmenge, 

die schnell über einer TWh liegen kann, in absoluten Zahlen wiederum zu einer stattlichen 

Aufwandsposition. 

Die Erdgasnebenkosten eignen sich nicht zu einer tiefergreifenden Analyse. Das liegt 

insbesondere an dem Umstand, dass in den hier gewählten Beispielunternehmen lediglich 

die Netzentgelte zu vergleichen wären. Eine Übersicht der verschiedenen Größenklassen und 

deren spezifischen Erdgasnebenkosten pro MWh sind dem Anhang „A.3 Übersicht 

Erdgasnebenkosten“ zu entnehmen. Die Übersicht beschreibt ein reziprokes Verhalten der 

durchschnittlichen Nebenkosten zur Unternehmensgröße, wie es auch bei den 

Stromnebenkosten der Fall ist. 

Die Energie- und Stromsteuer setzt sich aus dem Verbrauch der beiden Energieträger Strom 

und Gas zusammen und wird in einer Mischkalkulation ausgegeben. Auch hier wird deutlich, 

dass Unternehmen aufgrund eines Mehrverbrauchs weniger an Steuern zu zahlen haben (vgl. 

Anhang A.2 Übersicht Stromnebenkosten). All diese Ausführungen lassen die Annahme zu, 

dass Unternehmen bei steigendem Verbrauch weniger Nebenkosten pro MWh zu entrichten 

haben. Diese Erkenntnis wird in der Optimalitätsberechnung in Kapitel 4 wieder aufgegriffen 
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und nutzt das Größenverhältnis der gesamten Nebenkosten pro MWh zwischen den 

einzelnen Unternehmensklassen.34 

2.7 Ergebnisse der energiewirtschaftlichen Auswertung 

Die Ergebnisse aus dem Vorherigen Kapitel zeigen, dass Unternehmen die Kosten für Strom 

und Erdgas im Wesentlichen von der Branchenzugehörigkeit, des Energieverbrauchs und der 

Verbrauchsstruktur abhängen. Energieintensive Unternehmen haben einen verschwindend 

geringen Aufschlag pro Energieeinheit im Vergleich zu einem Kleinstunternehmen. Letzteres 

zahlt gerne mehr für die Nebenkosten, als für das Commodity. Dieses Ungleichgewicht soll 

Eingang in ein Investitionsmodell finden. Vorab werden mathematische Grundlagen 

aufgezeigt, die notwendig sind, um das später angewendete VC-Modell umfänglich zu 

durchdringen. In dem angesprochenen Investitionsmodell wird der Vergleich zwischen den 

jeweiligen Unternehmensgrößen und deren individuellen Energienebenkosten angestellt. 

Das Ziel ist es nachzuweisen, ob die Politik sich richtig verhält, wenn es Unternehmen Rabatte 

auf Energie einräumt und damit Arbeitsplätze generiert.  

34 Siehe Anhang A.4 Übersicht der Energienebenkosten nach Unternehmensgröße. 
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3 Variationsrechnung - Dynamische Programmierung - 

Maximumprinzip 

3.1 Geschichte 

Die Dynamische Programmierung ist die Weiterentwicklung der Variationsrechnung, die 

ihren Ursprung bereits in der frühen Antike hat. Das prominenteste Beispiel ist das 

isoperimetrische Problem. Das Wort setzt sich zusammen aus den griechischen Worten „iso“ 

für gleich und „perimeter“ für Umfang. Die Problemstellung wurde das erste Mal in einer 

Geschichte aus dem heutigen Nordafrika erwähnt. Die phönizianische Prinzessin von Tyros, 

Elissa, musste 814 v. Chr. aus ihrer Heimat flüchten. An der Nordküste Afrikas wollte sie ein 

Stück Land kaufen. Der damalige numidische Häuptling Iarbas stimmte dem zu, mit der 

Bedingung, dass sie dieses Land mit einer Kuhhaut umspannen können muss. Sie schnitt die 

Haut in viele dünne Streifen und nähte diese aneinander. Sie sah sich nun dem Problem 

ausgesetzt, dass sie eine geometrische Form wählen musste, die die Fläche, unter den 

gegeben geografischen Voraussetzungen, maximal werden ließ. Ihre gewählte Fläche war im 

Endeffekt so groß, dass innerhalb dieser die Burg Karthagos errichtet werden konnte. Neben 

der ersten bekannten Optimierungsaufgabe hinterlässt die Geschichte der Neuzeit die 

Redewendung „das passt auf keine Kuhhaut“ (Gustav Schwab 2001). 

Einige hundert Jahre später hat Pierre de Fermat (1607-1665) sich eines anderen 

prominenten Problems angenommen. Er zeigte 1662, dass Licht zwischen zwei Punkten sich 

immer den Weg mit der kürzesten Lichtlaufzeit sucht. Darauf aufbauend hat Isaac Newton 

(1643-1727) im Jahr 1685 sich dem Problem der optimalen Gestalt eines Körpers 

angenommen. Nebenbedingung ist gewesen, dass der Körper sich bewegt und durch 

Verformung den geringstmöglichen Widerstand verursacht. 

Die in der Wissenschaft vermutlich bekannteste Problemstellung dürfte das Brachistochrone-

Problem (griechisch „brachystos“ kürzeste, „chronos“ Zeit) von Johann I. Bernoulli (1667 - 

1748) darstellen. 1696 forderte er in einem Aufsatz führende Wissenschaftler dazu auf, eine 

mathematische Lösung für die schnellste Strecke einer Kugel von einem höher gelegenen 

Punkt zu einem tiefer gelegenen Punkt zu finden. Im Grunde ging es um eine Kugel, die 

möglichst schnell von einem Punkt zu einem anderen etwas tiefer liegenden gelangen soll. 

Es ist nicht, wie intuitiv anzunehmen wäre, der direkte Weg, sondern eine nach unten 
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gewölbte (konvexe) Strecke, deren Tiefpunkt unterhalb des Endpunkts liegen kann (vgl. 

Abbildung 13; grüne Linie). 

 
Abbildung 13: Brachistochrone-Problem 
Quelle: Eigene Darstellung 

Die Lösung des Problems gilt als die Wiege der Variationsrechnung, der sich weitere Größen 

der Naturwissenschaften, wie Euler (1707 - 1783) und Lagrange (1736 - 1813) angenommen 

haben. Es gab weitere Anwendungsfälle hauptsächlich im Bereich der Physik und 

insbesondere in der Mechanik. Hamilton (1805 - 1865), Weierstrass (1815-1897) und Jacobi 

(1804 – 1851e) haben im 19. Jhd. die Variationsrechnung deutlich weiterentwickelt. 

Die erste ökonomische Anwendung kann auf Evans (1887 - 1973) zurückgeführt werden. 

Seine Fragestellung lautete, wie ein Monopolist sich verhalten muss, wenn das 

Nachfrageverhalten der Kunden sich über die Zeit ändert, er aber nach wie vor maximale 

Gewinne erzielen möchte (Evans 1924). Eine weitere nennenswerte Arbeit stammt von 

Ramsey (1903 - 1930), der mit Hilfe der Variationsrechnung ein neoklassisches 

Kapitalakkumulationsmodell (1928) entwickelt hat (Ramsey 1928). Im Jahre 1931 wurde ein 

Aufsatz veröffentlicht, der allerdings erst Jahre später auf breites Interesse gestoßen ist 

(Hotelling). Harold Hotelling (1895 - 1973) hat das Problem analysiert, das ein Besitzer einer 

endlichen Ressource hat. Dieser kann sich zu jedem Zeitpunkt entscheiden, ob er der 

Ressource etwas entnimmt und die Einnahmen verzinslich anlegt, oder darauf verzichtet und 

erst später, wenn die Ressource weniger verfügbar ist etwas entnimmt und somit einen 

höheren Preis dafür erzielen kann. Sein Aufsatz fand in den 1970er Jahren große Beachtung, 

als die erste Ölkrise ausbrach. Allerdings ist konkret zu diesem Zeitpunkt anzumerken, dass 

die Erdölunternehmen, die die Krise verursachten, gegen die Hotelling-Regel verstoßen 

haben, weil sie das Erdöl als politisches Druckmittel eingesetzt haben. Entsprechend der 

Startpunkt 

Ziel 

Verlauf der optimalen Strecke 

Direkte (langsamere) Strecke 
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Regel, hätten diese die Förderung erhöhen müssen, weil dir Rendite des Erdöls im Boden 

höher als der Kapitalmarktzins gewesen ist. (Siebert 1988) 

Durch die Arbeit von Wissenschaftlern um Lew Semjonowitsch Pontrjagin (1908 - 1988) 

wurde der Übergang zur modernen Kontrolltheorie vollzogen. Neu war hier, dass der Begriff 

der Steuervariablen eingeführt wurde und gleichzeitig der erste Beweis des 

Maximierungsprinzips geliefert wurde. Nahezu zeitgleich entwickelte Richard Bellman (1953, 

1957) die dynamische Programmierung. Er war damit der Erste, der zeigte, wie ein 

Ersatzproblem unter Berücksichtigung von technischem Fortschritt mathematisch gelöst 

werden kann. Seine Idee basiert auf einem Aufsatz (Bellman 1955) in dem er das optimale 

Ersatzregime anhand eines Entscheidungsbaums mit „halten“- und „ersetzen“-Verzeigungen 

berechnet. Dieses Verfahren ähnelt im erweiterten Sinne dem Branch-and-Bound Verfahren 

(Dakin 1965; Land und Doig 1960). Dreyfus (1960) entwickelte Bellmans Verfahren weiter. 

Mit seiner Methode war es möglich für jeden endlichen Zeitraum einen optimalen 

Ersatzzeitpunkt zu berechnen und nicht nur, wie bei Bellman, für das im Moment genutzte 

Produktionsgut. Die Verfahren von Bellman und Dreyfus haben den Nachteil, dass sie 

aufgrund der periodischen Entscheidungsermittlung sehr rechenintensiv sind. Durch direkte 

Berechnung des optimalen Ersatzzeitpunkts konnte Wagner (1975) einen Alternative 

aufzeigen, die in der Literatur bevorzugt genutzt wird (Hartman und Rogers 2006). 

Weitere Einblicke in die Geschichte der Kontrolltheorie und deren Entwicklung ist Neustadt 

(1976) zu entnehmen. Die vielseitigen Anwendungsbereiche haben neben der Entwicklung 

von leistungsstarken Rechnern dazu geführt, dass sich in diesem Forschungssegment in den 

letzten 50 Jahren verstärkt engagiert wird. 

3.2 Modelltypen 

3.2.1  Stetiges Maximumprinzip 

3.2.1.1 Formales Modell 

Das Maximumprinzip ist anwendbar auf viele Problemstellungen in der Kontrolltheorie. 

Insbesondere dynamische Entscheidungsprobleme, die in der Ökonomie sowie im 

Operations Research allgegenwärtig sind, können damit gelöst werden. 

Es wird angenommen, dass die vorgegebene Planungsphase [0,𝑇𝑇] ist. Die 

Kontrollvariable [𝑢𝑢𝑡𝑡] = �𝑢𝑢1(𝑡𝑡), …𝑢𝑢m(𝑡𝑡)�′entspricht einer aktiven Entscheidung. Der daraus 

generierte Zustand lautet 𝑥𝑥t = �𝑥𝑥1(𝑡𝑡), … 𝑥𝑥n(𝑡𝑡)�′. Dieser Zustand ist abhängig von allen bis 
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dahin getroffenen Entscheidungen. Die beiden Variablen 𝑢𝑢t und 𝑥𝑥t bestimmen den Output 

𝐹𝐹(𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑢𝑢(𝑡𝑡), 𝑡𝑡) zum Zeitpunkt 𝑡𝑡. Der Output kann je nach Problemstellung der Nettoprofit, 

das Wohlbefinden o.ä. sein. In einer dynamischen (ökonomischen) Betrachtung ist die 

Berücksichtigung der Diskontierung signifikant, so dass mit Hilfe des Barwerts 

Entscheidungen mit unterschiedlichem Zeithorizont verglichen werden können. Die 

Erweiterung ermöglicht einen Vergleich von Auszahlungen zu unterschiedlichen Zeitpunkten 

sowie grundsätzliche Entscheidungen mit unterschiedlichem Planungshorizont. Die 

Diskontrate 𝑟𝑟 wird zusammen mit dem Zeitpunkt 𝑡𝑡 aufgrund der stetigen Betrachtung als 

negatives Produkt im Exponenten einer Exponentialfunktion der Form 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟  mit dem Output 

multipliziert. Als letzte Komponente des Zielfunktionals 𝐽𝐽 beschreibt 𝑆𝑆(𝑥𝑥(𝑇𝑇),𝑇𝑇) den Wert am 

Ende des betrachteten Planungszeitraums. Je nach Problemstellung lässt sich die 

Komponente auch als Schrottwert interpretieren, wenn es um den optimalen Ersatzzeitpunkt 

von Maschinen gesucht wird, der kleiner ist, als die gesamte Lebensdauer jener. Aus den 

erläuterten Komponenten lässt sich das Zielfunktional in folgender Gleichungsform 

schreiben 

max
𝑢𝑢t

 𝐽𝐽 = � 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 ∗ 𝐹𝐹(𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑢𝑢(𝑡𝑡), 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 ∗
𝑇𝑇

0
𝑆𝑆(𝑥𝑥(𝑇𝑇),𝑇𝑇) (3.1) 

Mit Hilfe des Maximumprinzips wird ein Vektor oder Zeitpfad von 𝑢𝑢t ermittelt, womit das 

Zielfunktional über den gesamten Zeitraum maximal ist. Häufig sind Nebenbedingungen, wie 

z.B. der Startwert 𝑥𝑥0 gegeben, für den gilt 𝑥𝑥(0) = 𝑥𝑥0. Wichtig ist in diesem Zusammenhang, 

dass insbesondere 𝑥𝑥0, aber auch jedes andere 𝑥𝑥t nicht frei gewählt werden kann, sondern 

immer eine Folge der Entscheidungen vor dem Zeitpunkt 𝑡𝑡 sind. Analog gilt, dass sich die 

Entscheidung zum Zeitpunkt 𝑡𝑡 auf alle weiteren 𝑥𝑥t+1, … 𝑥𝑥T auswirkt. Häufig ist der Endwert 

gegeben, so dass für diesen gilt 𝑥𝑥(𝑇𝑇) = 𝑥𝑥T. Zu jedem Zeitpunkt 𝑡𝑡 kann die Veränderung der 

Zustandsvariablen 𝑥𝑥t i.V.m. der Entscheidung 𝑢𝑢t bestimmt werden als 

𝑥̇𝑥t = 𝑓𝑓(𝑥𝑥t,𝑢𝑢t, 𝑡𝑡). (3.2) 

Diese Gleichung wird Bewegungsgleichung genannt.  
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Das Zielfunktional und die beschriebenen Nebenbedingungen ergeben zusammen das 

Standardmodell 

max
𝑢𝑢t

 𝐽𝐽 = � 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 ∗ 𝐹𝐹(𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑢𝑢(𝑡𝑡), 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 ∗
𝑇𝑇

0
𝑆𝑆(𝑥𝑥(𝑇𝑇),𝑇𝑇) (3.3) 

𝑥̇𝑥t = 𝑓𝑓(𝑥𝑥t,𝑢𝑢t, 𝑡𝑡) (3.4) 

𝑥𝑥(0) = 𝑥𝑥0, 𝑥𝑥(𝑇𝑇) = 𝑥𝑥T (3.5) 

𝑢𝑢(𝑡𝑡) ∈ Ω ⊆ ℝ𝑚𝑚 (3.6) 

Gelöst wird dieses Optimierungsproblem unter Anwendung des present value Hamiltonian35 

ℋ(𝑥𝑥,𝑢𝑢, 𝜆𝜆, 𝑡𝑡) = 𝐹𝐹(𝑥𝑥,𝑢𝑢, 𝑡𝑡) + 𝜆𝜆 ∗ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑢𝑢, 𝑡𝑡). (3.7) 

In obiger Gleichung ist 𝜆𝜆 die so genannte Koszustandsvariable, die als Schattenpreis 

interpretiert werden kann. Dieser ist Ausdruck der Veränderung des Nutzens bzw. Gewinns 

bei der theoretischen Hinzunahme einer weiteren Einheit von 𝑥𝑥 und der Annahme, dass sich 

über den gesamten Zeitraum optimal verhalten wird. 

Die Hamiltonfunktion kann anhand einiger weniger Schritte gelöst werden. Zuerst wird die 

Maximierungsbedingung formuliert: 

𝜕𝜕ℋ
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0 (3.8) 

Anschließend werden die kanonischen Gleichungen aufgestellt: 

𝜕𝜕ℋ
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝑥̇𝑥 (3.9) 

−
𝜕𝜕ℋ
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜆̇𝜆 (3.10) 

Durch die Differenzierung und ggf. Substituierung von Variablen der obigen Gleichungen 

erhält man die optimalen Werte. Diese Werte, gekennzeichnet mit einem ∗ sind wiederum 

in die ursprüngliche Hamiltonfunktion einzusetzen, die dann den optimalen Pfad liefert 

ℋ(𝑥𝑥∗,𝑢𝑢∗, 𝜆𝜆, 𝑡𝑡). (3.11) 

In der ursprünglichen Gleichung ist ein Diskontierungsfaktor enthalten. Dieser ist der 

signifikante Unterschied zwischen der Momentanwertform und der Gegenwartsform der 

Hamilton-Funktion (siehe Tabelle 10). Eine Gegenüberstellung in anschließender Tabelle lässt 

35 Zur Vereinfachung der Schreibweise wird die Zeitkomponente nicht mehr geschrieben. 
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die Unterschiede direkt erkennen. Es ist nicht unüblich, dass für den Schattenpreis bei der 

Momentanwertform eine andere Notation, nämlich 𝜇𝜇, verwendet wird. 

max
𝑢𝑢t

 𝐽𝐽 = � 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 ∗ 𝐹𝐹(𝑥𝑥(𝑡𝑡),𝑢𝑢(𝑡𝑡), 𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 ∗
𝑇𝑇

0
𝑆𝑆(𝑥𝑥(𝑇𝑇),𝑇𝑇) 

NB: 𝑥̇𝑥t = 𝑓𝑓(𝑥𝑥t,𝑢𝑢t, 𝑡𝑡);  𝑥𝑥(0) = 𝑥𝑥0, 𝑥𝑥(𝑇𝑇) = 𝑥𝑥T gegeben 

Gegenwartsform Momentanwertform 

ℋ(𝑥𝑥,𝑢𝑢, 𝜆𝜆, 𝑡𝑡) = 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 ∗ 𝐹𝐹(𝑥𝑥,𝑢𝑢, 𝑡𝑡) + 𝜆𝜆

∗ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑢𝑢, 𝑡𝑡) 

ℋ� (𝑥𝑥,𝑢𝑢, 𝜆𝜆, 𝑡𝑡) = 𝐹𝐹(𝑥𝑥,𝑢𝑢, 𝑡𝑡) + 𝜇𝜇 ∗ 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑢𝑢, 𝑡𝑡) 

 

𝜕𝜕ℋ
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0 

 

 

𝜕𝜕ℋ�
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 0 

 

𝜕𝜕ℋ
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝑥̇𝑥 

 

 

𝜕𝜕ℋ�
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝑥̇𝑥 

 

−
𝜕𝜕ℋ
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜆̇𝜆 

 

 

−
𝜕𝜕ℋ�
𝜕𝜕𝜕𝜕

= 𝜇̇𝜇 − 𝑟𝑟𝑟𝑟 

Tabelle 10: Gegenüberstellung der Gegenwarts- und Momentanwertform der Hamiltonfunktion 
Quelle: Vgl. Ströbele et al. (2012) 

In der Literatur finden sich verschiedene Beispiele, in denen ist der Zeithorizont 𝑇𝑇 nicht 

vorgegeben ist und stattdessen optimal bestimmt werden muss: 𝑇𝑇∗. In diesem besonderen 

Fall gilt dann für die Transversalitätsbedingung  

𝐻𝐻[𝑥𝑥∗(𝑇𝑇∗),𝑢𝑢∗(𝑇𝑇∗), 𝜆𝜆∗(𝑇𝑇∗),𝑇𝑇∗] + 𝑆𝑆𝑇𝑇[𝑥𝑥∗(𝑇𝑇∗),𝑇𝑇∗] = 0 (3.12) 

Sofern gilt, dass 𝑇𝑇∗ ∈ (0,∞). 

3.2.1.2 Anwendungsbereich 

Die erläuterte Optimierungsmethode wird in vielen Bereichen eingesetzt. Eine gute 

Literaturübersicht bietet (Ferrara et al. 2013). Beachtenswert sind auch Arbeiten im 

Managementbereich, deren Schwerpunkt hauptsächlich auf der Bestimmung von optimalen 

Ersatzzeitpunkten von Maschinen liegt (Näslund 1966), (Thompson 1968). Weitere 

Disziplinen bedienen sich ebenfalls der Methode. Hier zu nennen ist die Medizin, mit 

Anwendungen in der HIV-Forschung (Kirschner et al. 1997), Diabetesforschung (Kovács et al. 
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2005) und der Krebsforschung (Literaturübersicht mit Beispielen von (Shi et al. 2014)). Ein 

weiteres Forschungsfeld ist die optimale Verbrechungsbekämpfung. Hier wird abgewogen 

zwischen den zugelassenen Verbrechen, die aufgrund ihrer Schadenshöhe nicht weiter 

verfolgt werden von den Behörden, sowie die sozialen Kosten, die der Steuerzahler für 

Judikative und Verwahrung aufbringen muss (Feichtinger et al. 2002). Eine gute Übersicht zu 

den verschiedenen Verbrechensbekämpfungs-Theorien wurde durch (Garoupa 1997) 

zusammengefasst. 

3.2.1.3 Allgemeines Beispiel 

Wie im vorherigen Kapitel erwähnt findet das Maximumprinzip seine Anwendung u.a. bei der 

Bestimmung von optimalen Zeitpunkten. Das nachfolgende Beispiel verdeutlicht dies, indem 

die optimale Instandhaltungsstrategie für eine Maschine, die durch Abnutzung und 

Obsoleszenz an Wert verliert, bestimmt wird. Als Basis dient das Modell von (Thompson 

1968), das im Anschluss leicht modifiziert wiedergegeben wird. 

Ein Unternehmen möchte mit Hilfe einer Maschine den höchsten Gewinn erwirtschaften und 

in Verbindung damit den optimalen Zeitpunkt herausfinden, wann diese ersetzt werden 

muss. Die Maschine hat einen Anschaffungspreis in Höhe von 𝑥𝑥0 und einen 

Wiederverkaufspreis von 𝑥𝑥𝑇𝑇. Letzterer wird dem Gewinn hinzugezählt. Der Ersatzzeitpunkt 

und somit auch der Zeithorizont lautet 𝑇𝑇. Die Maschine nutzt sich ab mit der Rate 𝑑𝑑𝑡𝑡. Diese 

setzt sich wiederum aus zwei Komponenten zusammen. Zum einen aus der technischen 

Obsoleszenz 𝑎𝑎𝑡𝑡 und von der Verschleißrate 𝑏𝑏𝑡𝑡𝑥𝑥𝑡𝑡 in Abhängigkeit des aktuellen Marktwertes 

der Maschine. Die Obsoleszenz steht für den allgemeinen technischen Fortschritt, der zu 

einem Werteverlust der Maschine führt. Die gekaufte Maschine behält ihren Stand der 

Technik über den Betrachtungszeitraum bei. In der Zwischenzeit werden verbesserte 

Verfahren entwickelt, die effektiver sind und lassen damit den Wiederverkaufswert der 

Maschine sinken. Um dem Verschleiß entgegenzuwirken ist es möglich vorbeugende 

Instandhaltungsaufwendungen 𝑢𝑢𝑡𝑡 vorzunehmen. Jedoch wird die Effektivität der 

Instandhaltung um die Rate 𝑔𝑔𝑡𝑡 abgemildert, was bedeutet, dass vorbeugende Maßnahmen 

zur Aufrechterhaltung der Maschinenleistung bedingt wirkungsvoll sind. Die Profitrate des 

Zeitpunkts 𝑡𝑡 lautet 𝜋𝜋𝑡𝑡  und ergibt nach Multiplikation mit dem aktuellen Marktwert der 

Maschine den Gewinn der produzierten und verkauften Güter. Um der Mehrperiodigkeit 

Rechnung zu tragen ist es notwendig die erzielten Gewinne bzw. Verluste zu diskontieren. 

Der damit berechnete Barwert ist abhängig vom Zinssatz 𝑟𝑟. 
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Die Funktionen 𝜋𝜋,𝑑𝑑 und 𝑔𝑔 sind stetig. Die Funktionen 𝑎𝑎 und 𝑏𝑏 sind konstant. Die zur 

Verfügung stehende Instandhaltungsinvestition kann in einem vorgegeben Bereich frei 

gewählt werden. 

𝑢𝑢𝑡𝑡 ∈ [0,𝑈𝑈] ∀ 𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇] (3.13) 

𝑈𝑈 ist eine positive Konstante. Die Zustandsvariable entspricht dem Wiederverkaufswert 𝑥𝑥(𝑡𝑡). 

Die beeinflussbare Größe ist die Instandhaltung 𝑢𝑢(𝑡𝑡) und wird als Steuerung bezeichnet. 

Zusätzlich wirken der Wertverlust 𝑑𝑑(𝑡𝑡) und die Instandhaltungseffektivität 𝑔𝑔(𝑡𝑡) auf die 

Zustandsvariable ein. 

Somit ist das Optimierungsproblem formuliert als 

𝐽𝐽 = � 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟
𝑇𝑇

0
[𝜋𝜋(𝑡𝑡)𝑥𝑥(𝑡𝑡) − 𝑢𝑢(𝑡𝑡)]𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟𝑥𝑥(𝑇𝑇) (3.14) 

mit den Nebenbedingungen 

𝑥̇𝑥(𝑡𝑡) = −𝑎𝑎(𝑡𝑡) − 𝑏𝑏(𝑡𝑡)𝑥𝑥(𝑡𝑡) + 𝑔𝑔(𝑡𝑡)𝑢𝑢(𝑡𝑡), 𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇] (3.15) 

𝑥𝑥(0) = 𝑥𝑥0 (3.16) 

𝑢𝑢(𝑡𝑡) ∈ [0,𝑈𝑈max] , 𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇], 𝑇𝑇 > 0 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏. (3.17) 

Um der Realität Rechnung zu tragen gilt, dass Instandhaltungsmaßnahmen nicht zu einem 

höheren Wiederverkaufswert führen können. Der Werteverlust kann maximal durch 𝑑𝑑t 

ausgeglichen werden. 

−𝑑𝑑(𝑡𝑡) + 𝑔𝑔(𝑡𝑡)𝑈𝑈 ≤ 0, 𝑡𝑡 ≥ 0. (3.18) 

Die Hamiltonfunktion lautet somit 

𝐻𝐻 = (𝜋𝜋𝜋𝜋 − 𝑢𝑢)𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝜆𝜆(−𝑎𝑎 − 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑔𝑔𝑔𝑔) (3.19) 

Der Schattenpreis der Kozustandsgleichung lautet 

𝜆̇𝜆 = −𝜋𝜋𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 , 𝜆𝜆(𝑇𝑇) = 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 (3.20) 

Der Zeithorizont 𝑇𝑇 ist nicht festgelegt, deshalb wird eine zusätzliche notwendige 

Transversalitätsbedingung für den optimalen Zeitpunkt 𝑇𝑇∗ eingeführt: 

−𝑟𝑟𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟𝑥𝑥(𝑇𝑇) = −𝐻𝐻 (3.21) 
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Die Kozustandsgleichung beinhaltet weder den Zeitwert der Maschine, noch die 

Instandhaltungsaufwendungen. Dieser Umstand lässt eine direkte Ermittlung der 

adjungierten Variablen, ohne dass Steuerung und Zustand berücksichtigt werden müssen, zu: 

𝜆𝜆(𝑡𝑡) = 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 +
𝜋𝜋
𝑟𝑟

[𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 + 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟] (3.22) 

Die ökonomische Interpretation der obigen Formel lautet, wie sich jede zusätzliche 

Geldeinheit (GE) des Verkaufswertes der Maschine diskontiert zum Zeitpunkt 𝑡𝑡 monetär 

niederschlägt. Die Gleichung besteht aus zwei Termen. Der erste beschreibt den zusätzlichen 

Gewinn zum Zeitpunkt 𝑡𝑡, wenn der Schrottwert zum Zeitpunkt 𝑇𝑇 um eine GE erhöht wird. 

Der zweite Term misst den zusätzlichen monetären Nutzen der Produktion, wenn der 

Wiederverkaufswert um eine GE zum Zeitpunkt 𝑡𝑡 erhöht wird. 

Die Investitionen gehen linear in die Hamiltonfunktion ein. Daraus lässt sich für jedes 𝑇𝑇 

nachfolgende Bang-Bang-Politik, deren Befolgung sich als optimal erweist, schließen: 

𝑢𝑢∗(𝑡𝑡) = �
0

unbestimmt
𝑢𝑢�

�  falls 𝜆𝜆(𝑡𝑡)𝑔𝑔(𝑡𝑡) �
<
=
>
� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 (3.23) 

Der obige Ausdruck lässt sich wie folgt interpretieren: Der rechte Teil entspricht der 

Effektivität einer zusätzlichen GE, die für die Instandhaltung aufgewendet wird. Nützt die 

aufgewendete und diskontierte GE weniger als die zusätzliche Instandhaltungsausgabe, dann 

lohnt es sich nicht zu investieren und vice versa.  

Der Zeitpunkt, an dem die Instandhaltungsaufwendungen gleich der zukünftig zu 

erwartenden Erlöse aus Produktion und Restwert identisch sind, nennt man 

Umschaltzeitpunkt 𝜏𝜏. So lange dieser noch nicht erreicht ist, wird mit dem größtmöglichen 

Betrag in Instandhaltung 𝑈𝑈 investiert. Ab dem Umschaltzeitpunkt bis zum 

Planungshorizont 𝑇𝑇 werden alle Instandhaltungs-Aktivitäten auf null zurückgefahren. 

𝑢𝑢∗(𝑡𝑡) = �𝑈𝑈 für 0 ≦ 𝑡𝑡 ≦ 𝜏𝜏
0 für 𝜏𝜏 < 𝑡𝑡 ≦  𝑇𝑇 (3.24) 

In bestimmten Fällen kann es vorkommen, dass 𝜏𝜏 außerhalb des Planungszeitraums [0,𝑇𝑇] 

liegt. Dann wird 𝜏𝜏 mit den Grenzen gleich gesetzt, dass gilt 𝜏𝜏 = 0 bzw. 𝜏𝜏 = 𝑇𝑇. 
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Die bisherigen Berechnungen wurden unter der Annahme eines gegeben 𝑇𝑇 vollzogen. 

Hiervon ist Gleichung (3.21) ausgenommen. Entlang des optimalen Pfads kann diese 

Gleichung unter Berücksichtigung von (3.19) und (3.22) neu formuliert werden 

−𝑟𝑟𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑇𝑇∗𝑥𝑥∗(𝑇𝑇∗) = {�𝜋𝜋𝑥𝑥∗(𝑇𝑇∗) − 𝑢𝑢∗(𝑇𝑇∗)�𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑇𝑇∗ − 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑇𝑇∗(−𝑑𝑑(𝑇𝑇∗) + 𝑔𝑔(𝑇𝑇∗)𝑢𝑢(𝑇𝑇∗)} (3.25) 

Das bedeutet, dass wenn die optimale Instandhaltung zum optimalen Ersatzzeitpunkt gleich 

null ist, dann ist der optimale Zeitwert der Anlage zum optimalen Ersatzzeitpunkt gleich der 

Division aus Instandhaltung zum optimalen Ersatzzeitpunkt und dem Gewinn abzüglich der 

Zinsen. Dies liegt vor, wenn der Umschaltzeitpunkt kleiner als der Planungshorizont ist. 

𝑢𝑢∗(𝑇𝑇∗) = 0,𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 𝜏𝜏 < 𝑇𝑇∗ (3.26) 

𝑥𝑥∗(𝑇𝑇∗) =
𝑑𝑑(𝑇𝑇∗)
𝜋𝜋 − 𝑟𝑟

 (3.27) 

Im Fall der aktiven Instandhaltung, d.h. vor dem Umschaltzeitpunkt lässt sich der Zeitwert 

der Anlage zum optimalen Ersatzzeitpunkt durch 

𝑥𝑥∗(𝑇𝑇∗) =
𝑑𝑑(𝑇𝑇∗) − [𝑔𝑔(𝑇𝑇∗) − 1]𝑈𝑈

𝜋𝜋 − 𝑟𝑟
 (3.28) 

bestimmen. Da der Werteverlust 𝑑𝑑(𝑡𝑡) nicht sinkt, die Instandhaltungseffektivität 𝑔𝑔(𝑡𝑡) nicht 

steigt und der Zeitwert der Anlage 𝑥𝑥(𝑡𝑡) nicht steigen kann, gibt es eine eindeutige Lösung 

für 𝑇𝑇∗. 

3.2.1.4 Numerisches stetiges Beispiel 

Aufbauend auf der analytischen Lösung des Maschinenersatzproblems in Kapitel 3.2.1.3 ist 

im Folgenden dieses an einem Zahlenbeispiel erläutert und folgt dem Vorgehen von Sethi 

und Thompson (2006). Angenommen, es gilt 𝑈𝑈 = 1, 𝑥𝑥(0) = 100,𝑑𝑑(𝑡𝑡) = 2,𝜋𝜋 = 0,1, 𝑟𝑟 =

0,05 und 𝑔𝑔(𝑡𝑡) = 2
(1+𝑡𝑡)0,5. 

Zuerst wird der Umschaltzeitpunkt 𝜏𝜏 mit Hilfe von Formel (3.23) bestimmt, gleich Null gesetzt 

und vereinfacht. 

𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 �
𝜋𝜋𝜋𝜋
𝑟𝑟
− �

𝜋𝜋
𝑟𝑟
− 1� 𝑒𝑒𝑟𝑟(𝑡𝑡−𝑇𝑇)𝑔𝑔 − 1� = 0 (3.29) 

Unter Anwendung der vorgegeben Werte lautet die Formel 

𝑒𝑒−(0,05)∗𝑡𝑡 �
0,1 ∗ 2

(1 + 𝑡𝑡)0,5

0,05
− �

0,1
0,05

− 1� 𝑒𝑒0,05(𝑡𝑡−𝑇𝑇) 2
(1 + 𝑡𝑡)0,5 − 1� = 0 (3.30) 
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Die Gleichung lässt sich umformen zu 

(1 + 𝜏𝜏)0,5 = 4 − 2𝑒𝑒−0,05(𝑇𝑇−𝜏𝜏) (3.31) 

Entsprechend der Gleichung (3.15) wird obiger Ausdruck integriert 

𝑥𝑥(𝑡𝑡) = −2𝑡𝑡 + 4(1 + 𝑡𝑡)0,5 + 96, 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 𝑡𝑡 ≤ 𝜏𝜏 (3.32) 

und somit 

𝑥𝑥(𝑡𝑡) = −2𝜏𝜏 + 4(1 + 𝜏𝜏)0,5 + 96 − 2(𝑡𝑡 − 𝜏𝜏) (3.33) 

= 4(1 + 𝜏𝜏)0,5 + 96 − 2𝑡𝑡, 𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔𝑔 𝑡𝑡 > 𝜏𝜏 (3.34) 

Unter der bereits getroffenen Annahme 0 < 𝜏𝜏 < 𝑇𝑇, kann 𝑥𝑥(𝑇𝑇) in (3.27)eingesetzt werden. 

4(1 + 𝜏𝜏)0,5 + 96 − 2𝑇𝑇 =
2

0,05
= 40 (3.35) 

Dies aufgelöst nach T führt zu 

𝑇𝑇 = 2(1 + 𝜏𝜏)0,5 + 28 (3.36) 

Formel (3.31) und (3.36) müssen simultan gelöst werden. 

ℎ(𝜏𝜏) = (1 + 𝜏𝜏)0,5 − 4 + 2𝑒𝑒�2(1+𝜏𝜏)0,5+𝜏𝜏+28�/20 (3.37) 

Mit Hilfe eines mathematischen Programms lässt sich die Nullstelle approximieren, 𝜏𝜏 = 10,6. 

Diesen Wert in (3.36) eingesetzt ergibt 𝑇𝑇 = 34,8. Das Ergebnis von 𝜏𝜏 liegt in den Grenzen 

von [0,𝑇𝑇] und kann daher direkt verwendet werden. Ökonomisch lässt sich dieses Ergebnis 

wie folgt interpretieren: Innerhalb der ersten 10,6 Monate wird im größtmöglichen Umfang 

Instandhaltung betrieben. Ab diesem Zeitpunkt wird die Instandhaltung auf null 

zurückgefahren. Am Ende des optimalen Planungshorizonts von 34,8 Monaten wird die 

Maschine zu ihrem Zeitwert verkauft. Diese Erläuterung lässt sich gut an Abbildung 14 

nachverfolgen. 
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Abbildung 14: Verlauf der Instandhaltungstätigkeit 
Quelle: Vgl. Sethi und Thompson (2006) 

3.2.2 Diskretes Maximumprinzip 

3.2.2.1 Formales Modell 

Praxisrelevante Entscheidungen werden grundsätzlich zu diskreten Zeitpunkten getroffen. 

Insbesondere ökonomische Entscheidungen werden in Monaten, Wochen oder Tagen 

bestimmt. Diese aus mathematischer Sicht weniger elegante Vorgehensweise, ist allerdings 

in der Praxis völlig ausreichend. Des Weiteren kommt hinzu, dass digitale Rechner stetige 

Problemstellungen in diskrete umwandeln und somit in inkrementellen Schritten, sich dem 

stetigen Ergebnis annähern. Um diesem Umstand Rechnung zu tragen soll an dieser Stelle 

das diskrete Maximumprinzip erläutert werden, dessen Wesen es ist, dass sich jeder 

Alternative eine natürliche Zahl zuordnen lässt (Stepan 1977). 

Wir gehen von T Zeitpunkten t = 1, … T aus und legen den Anfangszeitpunkt mit 𝑥𝑥0 fest. Zu 

jedem Zeitpunkt 𝑡𝑡 ist eine Entscheidung 𝑢𝑢𝑡𝑡 zu treffen. Durch diese Entscheidung ändert sich 

der Zustand 𝑥𝑥t−1 zu 𝑥𝑥𝑡𝑡 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥t−1,𝑢𝑢t, 𝑡𝑡). Beim Übergang von dem einen zu dem anderen 

Zustand führt die Entscheidung zur Veränderung des z.B. gesamten Nutzens oder des 

100 
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40 
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0 

1 

10,6 34,8 

10,6 34,8 
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t 

x(t) 

u*(t) 
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Gesamtgewinns 𝐹𝐹(𝑥𝑥𝑡𝑡−1,𝑢𝑢𝑡𝑡 , 𝑡𝑡). Das Kontrollproblem muss über die Zeit mit dem Wert 𝑟𝑟 

diskontiert und gleichzeitig maximiert werden: 

max
{𝑢𝑢𝑡𝑡}

{ 𝐽𝐽 = �(1 + 𝑟𝑟)−𝑡𝑡𝐹𝐹(𝑥𝑥t−1,𝑢𝑢t, 𝑡𝑡) + (1 + 𝑟𝑟)−𝑇𝑇𝑆𝑆(𝑥𝑥T)}
𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

 (3.38) 

unter den Nebenbedingungen (für 𝑡𝑡 = 1, … ,𝑇𝑇) 

𝑥𝑥t = 𝑓𝑓(𝑥𝑥t−1,𝑢𝑢t, 𝑡𝑡), 𝑥𝑥0 gegeben (3.39) 

𝑢𝑢t ∈  Ωt ⊆ ℝ𝑚𝑚 (3.40) 

Aus den gegebenen Informationen kann die Lagrangefunktion in Gegenwartsform gebildet 

werden 

ℒ̃ = �{(1 + 𝑟𝑟)−𝑡𝑡𝐹𝐹(𝑥𝑥t−1,𝑢𝑢t, 𝑡𝑡) + 𝜆𝜆t[𝑓𝑓(𝑥𝑥t−1,𝑢𝑢t, 𝑡𝑡) − 𝑥𝑥t]} + (1 + 𝑟𝑟)−𝑇𝑇𝑆𝑆(𝑥𝑥T)
𝑇𝑇

𝑡𝑡=1

 (3.41) 

Die Lagrangelösung setzt voraus, dass zum einen nach 𝑢𝑢t und zum anderen nach 𝑥𝑥t−1 

differenziert wird. Aus der Lagrangegleichung ergibt sich  

ℒ̃ut = (1 + 𝑟𝑟)−𝑡𝑡𝐹𝐹𝑢𝑢(𝑥𝑥t−1,𝑢𝑢t, 𝑡𝑡) + 𝜆̃𝜆t𝑓𝑓u(𝑥𝑥t−1,𝑢𝑢t, 𝑡𝑡) = 0 (3.42) 

ℒ̃xt−1 = (1 + 𝑟𝑟)−𝑡𝑡𝐹𝐹x(𝑥𝑥t−1,𝑢𝑢t, 𝑡𝑡) + 𝜆̃𝜆t𝑓𝑓x(𝑥𝑥t−1,𝑢𝑢t, 𝑡𝑡) − 𝜆̃𝜆𝑡𝑡−1 = 0. (3.43) 

Darüber hinaus gilt außerdem  

ℒxT = (1 + 𝑟𝑟)−𝑇𝑇𝑆𝑆x(𝑥𝑥T) − 𝜆̃𝜆T = 0. (3.44) 

Um von der Gegenwarts- zur Momentanwertnotation zu transferieren ist es notwendig an 

dieser Stelle  

𝜆𝜆𝑡𝑡 = (1 + 𝑟𝑟)𝑡𝑡𝜆̃𝜆t (3.45) 

zu substituieren. Durch diese Veränderung der Lagrangefunktion, kann die Hamiltonfunktion 

in folgender Form geschrieben werden 

ℋ(𝑥𝑥,𝑢𝑢, 𝜆𝜆, 𝑡𝑡) = 𝐹𝐹(𝑥𝑥,𝑢𝑢, 𝑡𝑡) + 𝜆𝜆𝜆𝜆(𝑥𝑥,𝑢𝑢, 𝑡𝑡). (3.46) 

Die Bedingungen lauten folglich 

ℋu(𝑥𝑥t−1,𝑢𝑢t, 𝜆𝜆t, 𝑡𝑡) = 0 (3.47) 

𝜆𝜆t−1 = 𝐻𝐻x(𝑥𝑥t−1,𝑢𝑢t, 𝜆𝜆t, 𝑡𝑡)/(1 + 𝑟𝑟) (3.48) 

𝜆𝜆T = 𝑆𝑆x(𝑥𝑥T) (3.49) 
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Obige Gleichungen entsprechen dem diskreten Analogon des stetigen Maximierungsprinzips. 

Eine notwendige Voraussetzung ist allerdings, dass keine Beschränkung bezüglich der 

Steuerungsvariablen vorliegt. 

3.2.2.2 Anwendungsbereiche 

Es gibt vielseitige Einsatzgebiete neben der theoretischen Forschung für das diskrete 

Maximierungsprinzip. Naheliegende Entscheidungsprobleme sind jene, die zur Lösung 

Variablen besitzen, die begrenzt teilbar sind. In erster Linie sind hier Geldbeträge zu nennen, 

die sich auf eine bestimmte Anzahl an Möglichkeiten lediglich diskret aufteilen lassen. Üblich 

sind in einem solchen Fall diskrete Dividendenzahlungen, da Aktiengesellschaften ihre 

Kapitalgeber in jährlichen, quartalsweisen oder monatlichen Zahlungen für ihre Beteiligung 

vergüten (Hwang und Fan 1967). Ein weiterer Anwendungsbereich ist die 

Transportoptimierung, die mit Hilfe des diskreten Maximumprinzips unter anderem in der 

Ölförderung eingesetzt wird (Stepan 1977). Ein weiterer Grund für die Anwendung des 

diskreten Maximierungsproblems ist die Verfahrensweise von Computern, die stetige 

Probleme in diskrete transformieren, um diese lösen zu können (Feichtinger 1982). 

3.2.2.3 Allgemeines Beispiel 

Das folgende Ersatzproblem von Sethi und Thompson (2006) lässt sich wie folgt beschreiben: 

Ein Unternehmen besitzt zu Beginn der Planungsperiode keine Maschine und muss diese 

kaufen. Der Planungshorizont ist vorbestimmt. Die Maschine erzielt Erträge, die sich von 

Periode zu Periode unterscheiden können. Das Unternehmen kann selbst darüber 

bestimmen, wie oft es diese Maschine ersetzen möchte. Es steht lediglich ein Maschinenplatz 

auf dem Gelände zur Verfügung. Zudem hat das Unternehmen die Möglichkeit präventive 

Instandhaltungsmaßnahmen zu ergreifen, wodurch die Maschine sich langsamer abnutzt und 

somit weniger an Wert verliert. Am Planungshorizont soll die genutzte Maschine zu ihrem 

Restwert veräußert werden. Gesucht werden die optimale Instandhaltungspolitik sowie die 

optimale Anzahl an Maschinen und deren Aufteilung über den Planungszeitraum, so dass der 

höchste Barwert erzielt wird. 

Bei der Lösung der Optimierungsaufgabe kann bedingt die Vorgehensweise aus Kapitel 

3.2.1.3 angewendet werden.  
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Die Variablen sind wie folgt definiert: 

𝑥𝑥s𝑘𝑘  entspricht dem Wiederverkaufswert der Maschine zu Beginn der Periode k 

𝑃𝑃s𝑘𝑘  entspricht den Erlösen in GE während der Periode k 

𝐸𝐸s𝑘𝑘  entspricht den Ausgaben der gewöhnlichen Instandhaltung in GE während der 

Periode k 

𝑅𝑅s𝑘𝑘 entspricht der Differenz aus Erlösen und Ausgaben: 𝑃𝑃𝑠𝑠𝑘𝑘 − 𝐸𝐸𝑠𝑠𝑘𝑘  

𝑢𝑢𝑘𝑘 entspricht dem Aufwand für präventive Instandhaltung in GE während der Periode k 

𝑘𝑘 entspricht einem Laufindex, der mit dem Kauf der Maschine beginnt und eine 

Periode vor der Veräußerung endet: 𝑠𝑠 ≤ 𝑘𝑘 ≤ 𝑡𝑡 − 1 

𝐶𝐶s Kaufpreis der Maschine zu Beginn der Periode s 

𝜌𝜌 entspricht dem Zinssatz 

Die Verschrottung der Maschine findet zu Beginn der Periode t statt. Dann erhält das 

Unternehmen den Restwert, der noch diskontiert werden muss. Das Unternehmen kann die 

Maschine nicht kaufen und direkt wieder verschrotten, daher gilt 𝑡𝑡 > 𝑠𝑠. Die präventiven 

Instandhaltungsmaßnahmen sind limitiert durch 0 ≤ 𝑢𝑢𝑘𝑘 ≤ 𝑈𝑈𝑠𝑠𝑠𝑠  und 𝑘𝑘 ist ein Element 

von [𝑠𝑠, 𝑡𝑡 − 1]. Hier ist zu beachten, dass in der letzten Periode keine präventiven 

Instandhaltungsmaßnahmen unternommen werden können, da die Maschine zu deren 

Beginn veräußert bzw. verschrottet wird. 

0 ≤ 𝑢𝑢𝑘𝑘 ≤ 𝑈𝑈𝑠𝑠𝑠𝑠 , 𝑘𝑘 ∈ [𝑠𝑠, 𝑡𝑡 − 1] (3.50) 

Das Optimierungsproblem lautet 

𝐽𝐽𝑠𝑠𝑠𝑠 = −𝐶𝐶𝑠𝑠 ∗ (1 + 𝜌𝜌)−𝑠𝑠 + �(1 + 𝜌𝜌)−𝑘𝑘𝑅𝑅s𝑘𝑘 −
𝑡𝑡−1

𝑘𝑘=𝑠𝑠

�(1 + 𝜌𝜌)−𝑘𝑘 ∗ 𝑢𝑢𝑘𝑘
𝑡𝑡−1

𝑘𝑘=𝑠𝑠

+ 𝑥𝑥s𝑡𝑡(1 + 𝜌𝜌)−𝑡𝑡 (3.51) 

Die Beschaffenheit der genutzten Maschine ändert sich über die Zeit. Diese Änderung wird 

maßgeblich über das Alter sowie der präventiven Instandhaltungsaufwendungen bestimmt. 

Zum Zeitpunkt s steht lediglich eine einzige Technologie zur Verfügung, die Auswirkung auf 

die Beschaffenheit in den Folgeperioden hat. Das Subskript s steht für den Zeitpunkt des 

Erwerbs und t für das Nutzungsende. Zur Berechnung des Barwerts ist es damit einfacher den 

Zeitraum der Gesamtnutzung zu bestimmen. Es werden zwei weitere Funktionen Ψs�𝑢𝑢𝑘𝑘 , 𝑘𝑘� 
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und Φs(𝑢𝑢𝑘𝑘 , 𝑘𝑘) eingeführt. Die beiden Funktionen entsprechen dem Wertzuwachs bzw. die 

Abschreibungshöhe von Periode zu Periode innerhalb der Nutzungsdauer. Beide Funktionen 

sind konkav. Unter Nutzung von Ψs�𝑢𝑢𝑘𝑘 , 𝑘𝑘� und Φs(𝑢𝑢𝑘𝑘 , 𝑘𝑘) lässt sich formulieren 

Δ𝑅𝑅s𝑘𝑘 = 𝑅𝑅s𝑘𝑘+1 − 𝑅𝑅s𝑘𝑘 = 𝛹𝛹s�𝑢𝑢𝑘𝑘 , 𝑘𝑘�,𝑅𝑅s𝑠𝑠 ist gegeben (3.52) 

Δ𝑥𝑥s𝑘𝑘 = Φs�𝑢𝑢𝑘𝑘 , 𝑘𝑘�, 𝑥𝑥s𝑠𝑠 = (1 − 𝛿𝛿)𝐶𝐶s. (3.53) 

𝛿𝛿 entspricht dem Anteil der Abschreibung, unmittelbar nach Kauf der Maschine zum 

Zeitpunkt s. Um die Problemstellung lösen zu können, ist es notwendig die Summenterme 

von 𝐽𝐽st (3.51) umzuschreiben.36 Dies ist möglich, indem diese in die Mayer-Form transferiert 

werden. Durch die neue Definition der Summenterme vereinfacht sich (3.51). Daher gilt zum 

einen 

𝐴𝐴s𝑘𝑘 = �𝑅𝑅s𝑖𝑖
𝑘𝑘−1

𝑖𝑖=𝑠𝑠

(1 + 𝜌𝜌)−𝑖𝑖 (3.54) 

𝐵𝐵s𝑘𝑘 = �𝑢𝑢𝑖𝑖
𝑘𝑘−1

𝑖𝑖=𝑠𝑠

(1 + 𝜌𝜌)−𝑖𝑖 (3.55) 

Die Problemstellung lässt sich zum anderen neu definieren als 

max
{𝑢𝑢𝑘𝑘}

𝐽𝐽st = 𝐴𝐴s𝑡𝑡 + 𝐵𝐵s𝑡𝑡 − 𝐶𝐶s(1 + 𝜌𝜌)−𝑠𝑠 + 𝑥𝑥s𝑡𝑡(1 + 𝜌𝜌)−𝑡𝑡 (3.56) 

In Abhängigkeit von 

Δ𝐴𝐴s𝑘𝑘 = 𝑅𝑅s𝑘𝑘(1 + 𝜌𝜌)−𝑘𝑘 ,𝐴𝐴s𝑠𝑠 = 0 (3.57) 

Δ𝐵𝐵s𝑘𝑘 = 𝑢𝑢k(1 + 𝜌𝜌)−𝑘𝑘 ,𝐵𝐵s𝑠𝑠 = 0 (3.58) 

und den bereits erwähnten Nebenbedingungen aus (3.52), (3.53) und (3.50). Im nächsten 

Schritt werden die adjungierten Variablen 𝜆𝜆1𝑘𝑘+1, 𝜆𝜆2𝑘𝑘+1, 𝜆𝜆3𝑘𝑘+1 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜆𝜆4𝑘𝑘+1 den Gleichungen 

(3.57), (3.58), (3.52) und (3.53) zugewiesen. Daraus ergibt sich folgende Hamiltonfunktion 

H = 𝜆𝜆1𝑘𝑘+1𝑅𝑅s𝑘𝑘(1 + 𝜌𝜌)−𝑘𝑘 + 𝜆𝜆2𝑘𝑘+1𝑢𝑢𝑘𝑘(1 + 𝜌𝜌)−𝑘𝑘 + 𝜆𝜆3𝑘𝑘+1Ψs + 𝜆𝜆4𝑘𝑘+1Φs (3.59) 

 

 

 

36 In die hier übertragene Mayer-Form macht die Problemstellung erst lösbar (Sethi und Thompson 
2006). 
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Die adjungierten Variablen entsprechen den folgenden Differenzialgleichungen und 

Randbedingungen 

Δ𝜆𝜆1𝑘𝑘 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝐴𝐴s𝑘𝑘

= 0, 𝜆𝜆1𝑡𝑡 = 1 (3.60) 

Δ𝜆𝜆2𝑘𝑘 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝐵𝐵s𝑘𝑘

= 0, 𝜆𝜆2𝑡𝑡 = −1 (3.61) 

Δ𝜆𝜆3𝑘𝑘 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑅𝑅s𝑘𝑘

= −𝜆𝜆1𝑘𝑘+1(1 + 𝜌𝜌)−𝑘𝑘 , 𝜆𝜆3𝑡𝑡 = 0 (3.62) 

Δ𝜆𝜆4𝑘𝑘 = −
𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑘𝑘

= 0, 𝜆𝜆4𝑡𝑡 = (1 + 𝜌𝜌)−𝑡𝑡 (3.63) 

Die Lösung der Gleichungen ergeben 

𝜆𝜆1𝑘𝑘 = 1 (3.64) 

𝜆𝜆2𝑘𝑘 = −1 (3.65) 

𝜆𝜆3𝑘𝑘 = �(1 + 𝜌𝜌)−𝑖𝑖
𝑡𝑡−1

𝑖𝑖=𝑘𝑘

 (3.66) 

𝜆𝜆4𝑘𝑘 = (1 + 𝜌𝜌)−𝑡𝑡 (3.67) 

Es ist zu beachten, dass 𝜆𝜆1𝑘𝑘 , 𝜆𝜆2𝑘𝑘  𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 𝜆𝜆4𝑘𝑘 konstant sind für einen festen 

Verschrottungszeitpunkt. Zur Anwendung des Maximumprinzips werden (3.64)-(3.67) in die 

Hamiltonfunktion (3.59) eingesetzt. 

𝐻𝐻 = 𝑅𝑅s𝑘𝑘(1 + 𝜌𝜌)−𝑘𝑘 − 𝑢𝑢𝑘𝑘(1 + 𝜌𝜌)−𝑘𝑘 + � (1 + 𝜌𝜌)−𝑖𝑖
𝑡𝑡−1

𝑖𝑖=𝑘𝑘+1

𝛹𝛹s + (1 + 𝜌𝜌)−𝑡𝑡𝛷𝛷s (3.68) 

Der erste Term ist unabhängig von der Kontrollvariable 𝑢𝑢𝑘𝑘, die den präventiven 

Instandhaltungsaufwendungen entspricht. Somit kann die transformierte Hamiltonfunktion 

(3.68) in zwei Teile aufgeteilt werden. 𝐻𝐻1 ist unabhängig von 𝑢𝑢𝑘𝑘. 𝐻𝐻2 ist von der 

Kontrollvariable abhängig. Die Hamiltonfunktion kann wie folgt formuliert werden 

𝐻𝐻 = 𝐻𝐻1 + 𝐻𝐻2(𝑢𝑢𝑘𝑘) (3.69) 

𝐻𝐻1 = 𝑅𝑅s𝑘𝑘(1 + 𝜌𝜌)−𝑘𝑘 (3.70) 

Der hintere Term 𝐻𝐻2 lautet 

𝐻𝐻2(𝑢𝑢𝑘𝑘) = −𝑢𝑢𝑘𝑘(1 + 𝜌𝜌)−𝑘𝑘 + � (1 + 𝜌𝜌)−𝑖𝑖
𝑡𝑡−1

𝑖𝑖=𝑘𝑘+1

𝛹𝛹s(𝑢𝑢𝑘𝑘) + (1 + 𝜌𝜌)−𝑡𝑡𝛷𝛷s(𝑢𝑢𝑘𝑘) (3.71) 

Das Maximumprinzip setzt weitere Bedingungen voraus, so dass die optimale 

Instandhaltungspolitik bestimmt werden kann. Die Optimalitätsbedingung für 𝐻𝐻 lautet, dass 
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es auf dem optimalen Pfad liegen muss. Wenn 𝑢𝑢𝑘𝑘 uneingeschränkt und Ψs sowie Φs konkav 

sind, dann entspricht die Bedingung der partiellen Ableitung von 𝐻𝐻 nach 𝑢𝑢𝑘𝑘 gleich Null 

𝜕𝜕𝜕𝜕
∂𝑢𝑢𝑘𝑘

=
𝜕𝜕𝐻𝐻2
∂𝑢𝑢𝑘𝑘

= −(1 + 𝜌𝜌)−𝑘𝑘 + (1 + 𝜌𝜌)−𝑡𝑡
∂Φ𝑠𝑠

∂𝑢𝑢𝑘𝑘
+
∂𝛹𝛹𝑠𝑠
∂𝑢𝑢𝑘𝑘

� (1 + 𝜌𝜌)−𝑖𝑖
𝑡𝑡−1

𝑖𝑖=𝑘𝑘+1

= 0 (3.72) 

Die Gleichung (3.72) ist allgemein von 𝑢𝑢𝑘𝑘 abhängig, wenn Φs und Ψs nicht linear in 𝑢𝑢𝑘𝑘 sind. 

Es ist nicht eindeutig, ob obige Gleichung eine oder mehrere Lösungen hat, oder auch nicht 

lösbar ist. Der jeweilige Spezialfall beinhaltet die entsprechende Argumentation. Die 

Annahme hier ist, dass es eine eindeutige Lösung gibt und dass daher beiden Faktoren 

quadratisch von 𝑢𝑢𝑘𝑘 abhängen. Unter der Voraussetzung, dass es eine eindeutige Lösung für 

obige Gleichung gibt, gilt 

𝑢𝑢𝑘𝑘 = 𝑈𝑈st𝑘𝑘  (3.73) 

Der optimale Wert für 𝑢𝑢𝑘𝑘 ist 

𝑢𝑢𝑘𝑘∗ = �
0 wenn 𝑈𝑈st𝑘𝑘 ≤ 0,
𝑈𝑈st𝑘𝑘             wenn 0 ≤ 𝑈𝑈st𝑘𝑘 ≤ 𝑈𝑈𝑠𝑠𝑠𝑠

𝑈𝑈𝑠𝑠𝑠𝑠 wenn 𝑈𝑈st𝑘𝑘 ≤ 0.
 (3.74) 

Ein Spezialfall liegt vor, wenn 𝐻𝐻 linear von 𝑢𝑢𝑘𝑘 abhängt. Dann kann 𝐻𝐻 durch differenzieren 

nach der Kontrollvariable 𝑢𝑢𝑘𝑘 maximiert werden. 𝑢𝑢𝑘𝑘 muss lediglich positiv sein. Für den 

negativen Fall wird 𝐻𝐻 minimiert. 

Das vorliegende Beispiel soll folgende Form für die beiden Hilfsfunktionen Ψ und Φ gelten 

Ψs�𝑢𝑢𝑘𝑘 , 𝑘𝑘� = 𝑢𝑢𝑘𝑘𝜓𝜓s𝑘𝑘 (3.75) 

Φs�𝑢𝑢𝑘𝑘 , 𝑘𝑘� = 𝑢𝑢𝑘𝑘𝜙𝜙s𝑘𝑘 (3.76) 

Die neu eingeführten Variablen 𝜙𝜙 und 𝜓𝜓 sind Konstanten. Daraus ergibt sich dann folgende 

Gleichung 

𝐻𝐻2(𝑢𝑢𝑘𝑘) = −(1 + 𝜌𝜌)−𝑘𝑘𝑢𝑢𝑘𝑘 + 𝑢𝑢𝑘𝑘𝜙𝜙s𝑡𝑡(1 + 𝜌𝜌)−𝑡𝑡 + 𝑢𝑢𝑘𝑘𝜓𝜓s𝑘𝑘 � (1 + 𝜌𝜌)−𝑖𝑖
𝑡𝑡−1

𝑖𝑖=𝑘𝑘+1

 (3.77) 

Die Ableitung erster Ordnung von (3.77) gemeinsam mit der Vereinfachung des 

Summenterms führt zu 

𝜕𝜕𝜕𝜕2�𝑢𝑢𝑘𝑘�
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑘𝑘

= −(1 + 𝜌𝜌)−𝑘𝑘 + 𝜙𝜙s𝑡𝑡(1 + 𝜌𝜌)−𝑡𝑡 + 𝜓𝜓s𝑘𝑘
(1 + 𝜌𝜌)−𝑘𝑘 − (1 + 𝜌𝜌)1−𝑡𝑡

𝜌𝜌
= 0 (3.78) 
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Der optimale Wert von 𝑢𝑢𝑘𝑘∗ lautet dann 

𝑢𝑢𝑘𝑘∗ =

⎩
⎨

⎧ 0 ,𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 
𝜕𝜕𝜕𝜕2�𝑢𝑢𝑘𝑘�
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑘𝑘

< 0

𝑈𝑈𝑠𝑠𝑠𝑠 ,𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 
𝜕𝜕𝜕𝜕2�𝑢𝑢𝑘𝑘�
𝜕𝜕𝑢𝑢𝑘𝑘

> 0
 (3.79) 

3.2.2.4 Numerisches diskretes Beispiel 

Angenommen wird ein 3-periodiger Zeitraum. Zum Startzeitpunkt 𝑠𝑠 = 0 gibt es noch keine 

Maschine. Diese muss in dieser Periode gekauft werden. Die Aufteilung der Ersatzzeitpunkte 

ist dem Unternehmen überlassen. Somit steht es dem Unternehmen frei, ob es zu Beginn 

jeder Periode eine neue Maschine kaufen möchte, einmalig sich eine Maschine anschaffen 

will, oder eine gemischte Strategie bevorzugt. Dabei ist zu berücksichtigen, dass nicht zu 

jedem Zeitpunkt der Maschinenplatz belegt sein muss. Aufgrund dieser Vorgabe ergeben sich 

somit 3! = 6 Möglichkeiten, der Maschinenplatzbelegungsstrategie. 

Die gekaufte Maschine verändert ihren Preis 𝐶𝐶𝑠𝑠 über die Zeit. 

𝐶𝐶𝑠𝑠 = 1.000 + 500𝑠𝑠2 

s=0 s=1 s=2 s=3 

C0=1.000 GE C1=1.500 GE C2=3.000 GE C3=5.500 GE 
Tabelle 11: Auswertung der Maschinenbeschaffungsoptionen 
Quelle: Vgl. Sethi und Thompson (2006) 

Weitere Variablen sind der Diskontierungszins 𝜌𝜌, der Abschreibungssatz 𝛿𝛿 und der maximale 

präventive Instandhaltungswert 𝑈𝑈. 

𝜌𝜌 = 0,06; 𝛿𝛿 = 0,25;𝑈𝑈 = 100𝐺𝐺𝐺𝐺 

Die Variable 𝑅𝑅𝑠𝑠𝑠𝑠 entspricht dem Nettoergebnis einer Maschine, die zum Zeitpunkt 𝑠𝑠 gekauft 

wurde und zum Zeitpunkt 𝑠𝑠 produziert hat. 

𝑅𝑅00 = 600 𝐺𝐺𝐺𝐺;𝑅𝑅11 = 1.000 𝐺𝐺𝐺𝐺;𝑅𝑅22 = 1.100 𝐺𝐺𝐺𝐺 

Fallen Kauf und Produktion der Maschine zeitlich auseinander, so muss bei der Bestimmung 

von 𝑅𝑅 die präventive Instandhaltung für das Nettoergebnis berücksichtigt werden. Die 

lineare Zuwachs- bzw. Änderungsfunktion von 𝑅𝑅 lautet 

Δ𝑅𝑅s𝑘𝑘 = Ψs�𝑢𝑢𝑘𝑘 , 𝑘𝑘� = −𝑑𝑑s + 𝑎𝑎s𝑢𝑢𝑘𝑘 
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dabei gilt 

𝑑𝑑0 = 200;𝑑𝑑1 = 50;𝑑𝑑2 = 100 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑎𝑎s = 0,5 + 0,1𝑠𝑠3 

Der Zugewinn einer Maschine in der Periode 𝑘𝑘, die in 𝑠𝑠 gekauft wurde und 𝑘𝑘 > 𝑠𝑠 ist, wird um 

den entsprechenden Wert von 𝑑𝑑 reduziert, sollte keine präventive Instandhaltung 

unternommen werden. Der Schrottwert der Maschine berechnet sich wie folgt 

𝑥𝑥s𝑠𝑠 = (1 − 𝛿𝛿)𝐶𝐶s = 0,75[1.000 + 500𝑠𝑠2] 

Die periodische Veränderung des Schrottwerts wird bestimmt durch 

Δ𝑥𝑥s𝑘𝑘 = −𝑙𝑙s𝐶𝐶s + 𝑏𝑏s𝑢𝑢𝑘𝑘 

es gilt 

𝑙𝑙s �
0,1     wenn 𝑠𝑠 = 0,1
0,2  wenn 𝑠𝑠 = 2  

und 

𝑏𝑏s = (0,5 − 0,05𝑠𝑠). 

Zur Bestimmung des optimalen präventiven Instandhaltungswerts 𝑢𝑢𝑘𝑘∗ und dem daraus 

berechneten optimalen Barwerts 𝐽𝐽st∗  wird Formel (3.77) umgeschrieben zu 

𝑠𝑠𝑊𝑊s(𝑘𝑘 + 1, 𝑡𝑡) + 𝑊𝑊s(𝑘𝑘, 𝑡𝑡) = (1 + 𝜌𝜌)−(𝑘𝑘+1)(𝜌𝜌 − 𝑎𝑎s) (3.80) 

was sich auch schreiben lässt als 

𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠[𝑊𝑊s(𝑘𝑘 + 1, 𝑡𝑡) + 𝑊𝑊s(𝑘𝑘, 𝑡𝑡)] = 𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠[𝜌𝜌 − 𝑎𝑎s] (3.81) 

Dies impliziert 

𝑢𝑢(𝑘𝑘+1)∗ − 𝑢𝑢𝑘𝑘∗ �
≥ 0 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 (𝜌𝜌 − 𝑎𝑎s) > 0,
= 0 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 (𝜌𝜌 − 𝑎𝑎s) = 0,
≤ 0 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 (𝜌𝜌 − 𝑎𝑎s) < 0.

 (3.82) 

Formel (3.82) gibt den Zeitpunkt an, wann die präventive Instandhaltung eingestellt wird. Der 

Klammerausdruck (𝜌𝜌 − 𝑎𝑎s) entscheidet darüber, ob (3.80) positiv oder negativ ist. Dies 

wiederum zieht die Entscheidung nach sich, ob weitere Instandhaltungsaufwendungen einen 

positiven Beitrag zum Endergebnis leisten. Im ersten Fall von (3.82) ist dies der Fall. Im 

zweiten Fall ändert sich der Zugewinn nicht, ob die Maschine ertüchtigt wird oder nicht. Im 

letzten Fall übersteigt der Diskontsatz die Ertüchtigung, so dass dies keinen positiven Effekt 

auf das Ergebnis hat. 
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Die Lösung bei Kauf einer Maschine zum Zeitpunkt 𝑠𝑠 = 0 und der Beobachtung zum 

Zeitpunkt 𝑡𝑡 = 1 lautet 

𝑊𝑊0(0,1) = −1 + 0,5(1,06)−1 < 0. (3.83) 

Aus Formel (3.79) lässt sich ableiten 

𝑢𝑢0∗ = 0𝐺𝐺𝐺𝐺. (3.84) 

Damit gilt 

𝐽𝐽01∗ = 600𝐺𝐺𝐺𝐺 − 1000𝐺𝐺𝐺𝐺 + 650𝐺𝐺𝐺𝐺 ∗ (1,06)−1 = 213,2𝐺𝐺𝐺𝐺 

Weitere Fälle werden im Folgenden dargestellt: 

s=0 und t=2 

In Worten bedeutet folgende Kombination, dass sich der Beobachtungszeitraum von 0 bis 2 

erstreckt. Zuerst wird der optimale Instandhaltungsplan eruiert:  

𝑊𝑊0(0,2) < 0,𝑊𝑊0(1,2) < 0 

𝑢𝑢0∗ = 0𝐺𝐺𝐺𝐺,𝑢𝑢1∗ = 0𝐺𝐺𝐺𝐺 

𝐽𝐽02∗ = 466,9𝐺𝐺𝐺𝐺 

s=0 und t=3 37 

𝑊𝑊0(0,3) > 0,𝑊𝑊0(1,3) < 0,𝑊𝑊0(2,3) < 0 

𝑢𝑢0∗ = 100𝐺𝐺𝐺𝐺,𝑢𝑢1∗ = 100𝐺𝐺𝐺𝐺,𝑢𝑢2∗ = 0𝐺𝐺𝐺𝐺 

𝐽𝐽03∗ = 639𝐺𝐺𝐺𝐺 

 

s=1 und t=2 

𝑊𝑊1(1,2) < 0 

𝑢𝑢1∗ = 0𝐺𝐺𝐺𝐺 

𝐽𝐽12∗ = 466,9𝐺𝐺𝐺𝐺 

37 Der Autor hat bei seiner Berechnung an dieser Stelle das Vorzeichen vertauscht, was in der weiteren 
Berechnung zu einem anderen Ergebnis führt. Hier ist die korrekte Vorgehensweise angewendet 
worden. 
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s=1 und t=3 

𝑊𝑊1(1,3) > 0,𝑊𝑊1(2,3) < 0 

𝑢𝑢1∗ = 100𝐺𝐺𝐺𝐺,𝑢𝑢2∗ = 0𝐺𝐺𝐺𝐺 

𝐽𝐽13∗ = 1024,2𝐺𝐺𝐺𝐺 

s=2 und t=3 

𝑊𝑊2(2,3) < 0 

𝑢𝑢1∗ = 100𝐺𝐺𝐺𝐺 

𝐽𝐽02∗ = 80𝐺𝐺𝐺𝐺 

Detaillierte Berechnungen zu den jeweiligen untersuchten Zeiträumen sind dem Anhang zu 

entnehmen. 

Um das optimale Ergebnis zu ermitteln sind die verschiedenen Zeiträume miteinander zu 

vergleichen, sowie die Unterscheidung zu treffen, ob eine oder mehrere Maschinen gekauft 

werden sollen und welche Instandhaltungsstrategie verfolgt wird. Der Zeitraum mit dem 

höchsten Barwert entspricht dem optimalen Ergebnis. Eine geeignete Vorgehensweise zur 

Ermittlung des optimalen Ergebnisses ist die von Wagner-Whitin (1958). Die Autoren 

definieren 𝑔𝑔𝑠𝑠 als den Barwert zum Zeitpunkt 0 einer optimalen Ersatz- und 

Instandhaltungspolitik der Perioden s, s+1,…T-1. 

Daraus folgt 

𝑔𝑔𝑠𝑠 = max
𝑡𝑡=𝑠𝑠+1,…𝑇𝑇

[𝐽𝐽𝑠𝑠𝑠𝑠∗ + 𝑔𝑔𝑡𝑡]0 ≤ 𝑠𝑠 ≤ 𝑇𝑇 − 1 (3.85) 

und der Randbedingung 

𝑔𝑔𝑇𝑇 = 0𝐺𝐺𝐺𝐺 (3.86) 

was dem Zeitraum der letzten Periode entspricht. 

𝑔𝑔3 = 𝐽𝐽33∗ = 0𝐺𝐺𝐺𝐺 

𝑔𝑔2 = 𝐽𝐽23∗ = 80𝐺𝐺𝐺𝐺 

𝑔𝑔1 = max[𝐽𝐽13∗ ;  𝐽𝐽12∗ + 𝑔𝑔2] 

 = max[1024,2𝐺𝐺𝐺𝐺;  559,9𝐺𝐺𝐺𝐺 + 80𝐺𝐺𝐺𝐺] 

 = 1024,2𝐺𝐺𝐺𝐺        
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𝑔𝑔0 = max[𝐽𝐽03∗ ;  𝐽𝐽01∗ + 𝑔𝑔1;  𝐽𝐽02∗ + 𝑔𝑔2] 

 = max[639,0𝐺𝐺𝐺𝐺; 213,2𝐺𝐺𝐺𝐺 + 1024,2𝐺𝐺𝐺𝐺; 466,9𝐺𝐺𝐺𝐺 +

80𝐺𝐺𝐺𝐺] 

 = 1237,4𝐺𝐺𝐺𝐺 

Bei dem Vergleich der einzelnen Handlungsoptionen lässt sich die optimale Strategie 

ableiten. Die optimale Anzahl an Maschinen beträgt 2, da mit der Kombination 𝐽𝐽01∗ + 𝑔𝑔1 der 

größtmögliche Barwert der Zielfunktion 𝐽𝐽∗ = 1237,4𝐺𝐺𝐺𝐺 erzielt werden kann. 

Die jeweiligen Kauf- und Instandhaltungsstrategien lauten: 

Maschine 1 

Kauf der Maschine zum Zeitpunkt s=0. Verkauf der Maschine in t=1. Die Maschine wird 

optimalerweise nicht instandgesetzt, so dass gilt 𝑢𝑢0∗ = 0. 

Maschine 2 

Kauf der Maschine zum Zeitpunkt s=1. Verkauf der Maschine in t=3. Die Maschine wird 

optimalerweise in deren ersten Jahr instandgesetzt, so dass gilt 𝑢𝑢1∗ = 100𝐺𝐺𝐺𝐺 und im 

zweiten nicht 𝑢𝑢2∗ = 0𝐺𝐺𝐺𝐺. 

3.3 Vintage-Capital-Modell 

In den 1940er Jahren dominierte das Harrod-Domar-Wachstumsmodell (Domar 1946). Es 

unterstellte eine Leontief-Produktionsfunktion (Leontief 1951). In der Literatur wurde diese 

Annahme diskutiert, woraus in den 1950er Jahren die VC-Modelle entstanden (Johansen 

1959; Solow 1960). Insbesondere Solow kritisierte die Annahme, dass langfristig Arbeit und 

Kapital nicht substituierbar sind. Solows Wachstumsmodell berücksichtigt den technischen 

Fortschritt als weiteren Faktor in seinem Wachstumsmodell. Dies impliziert, dass alte 

Maschinen mit der Zeit nicht effektiver werden und sich dadurch von neuen unterscheiden. 

Durch die Berücksichtigung eines technisch heterogenen Maschinenparks ist der Grundstein 

für VC-Modelle gelegt worden. 

Das Solow-Modell (Solow 1960) grenzt sich zum einen von den linear limitationalen 

Produktionsfunktionen, wie z.B. die Leontief-Produktionsfunktion (Leontief 1951), sowie 

zum anderen von den Cobb-Douglas-Produktionsfunktionen (Cobb und Douglas 1928) ab. 

Der Nachteil der Vorgänger-Modelle ist, die Verwendung von Durchschnitten bzw. 
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Verallgemeinerungen des Datenbestands, aufgrund einer einzigen Produktionsfunktion 

(Spreer und Vesper 1977). Die neue Vorgehensweise wurde für die Weiterentwicklung von 

Investitionsmodellen aufgegriffen.  

In der Industrie sind häufig Maschinen eines gleichen Typus anzutreffen, die zu 

unterschiedlichen Zeitpunkten erworben wurden. Die Zeitpunkte werden in der Literatur als 

Jahrgänge (engl.: vintage) bezeichnet. Die unterschiedlichen Kaufzeitpunkte führen u.a. zu 

unterschiedlichen Ersatzzeitpunkten, aber auch zu unterschiedlichen 

Ertüchtigungsaufwendungen von Jahr zu Jahr. Die Nutzungszeit ist für jede Maschine gleich. 

Durch den technologischen Fortschritt entsteht Obsoleszenz, aber auch 

Effizienzverbesserungen aufgrund des technologischen Fortschritts (Klodt 1985).  
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4 Überblick und Herleitung des angewendeten Vintage-Capital-

Modells 

4.1 Literaturüberblick 

Im Nachgang wird dargestellt, welche Gründe es für den Ersatz von Produktionsgütern gibt. 

Im Allgemeinen lassen sich diese Unterteilen in technische und kaufmännische Ursachen 

(siehe Abbildung 15). In Einzelfällen lässt sich eine Unterscheidung nicht trennscharf 

vornehmen, so dass diese in eine einzelne Untergruppe einsortiert werden. 

 
Abbildung 15: Eingruppierung der Ersatzursache 
Quelle: Eigene Darstellung 

4.1.1 Zeitindizierte Verluste 

Industrieunternehmen produzieren in der Regel unter Zuhilfenahme von Produktionsgütern 

ihre Güter. Hartman und Tan (2014) zeigen, dass sich mit der Zeit Produktionsgüter 

verbrauchen aufgrund von Abnutzung bzw. Obsoleszenz. Dies resultiert in einem geringeren 

Wiederverkaufswert, einem zunehmenden Wartungsbedarf sowie in höheren 

Betriebskosten aufgrund abnehmender Effizienz. Die gestiegenen Grenzkosten führen aus 

betriebswirtschaftlicher Sicht zum Austausch der Maschine (Verheyen 1979). Arbeiten zu 

Maschinenersatzproblemen haben eine lange Tradition. Bereits zu Beginn des 20. 

Jahrhunderts wurde das Thema von Taylor (1923) sowie Hotelling (1925) erstmals 

aufgegriffen. Deren Arbeiten befassen sich mit der Bewertung von Produktionsgütern unter 

der Berücksichtigung der regelmäßig auftretenden Abschreibung. Weitere Autoren haben 
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sich unter Berücksichtigung der voran genannten Arbeiten mit Modellen zur Berechnung des 

Ersatzzeitpunkts von Produktionsgütern innerhalb eines bestimmten Industriezweigs 

beschäftigt. Diese Bereiche umfassen vor allem Gabelstapler (Eilon 1966), Automobile 

(Waddell 1983), Beatmungsgeräte (Christer und Scarf 1994), Busse (Keles und Hartman 

2004), Rolltreppen (Scarf et al. 2007) sowie Flugzeuge (Bazargan und Hartman 2012). 

4.1.2 Zeitliche Nutzenrestriktion 

Die ersten untersuchten Problemstellungen haben vorausgesetzt, dass Produktionsgüter nur 

ersetzt werden können, sofern diese dieselben wirtschaftlichen Eigenschaften haben. Daher 

ist es sinnvoll, dass Produktionsgüter jeweils nach ihrer wirtschaftlichen Lebensdauer 

kontinuierlich ersetzt werden. Allerdings gibt es Umstände, bei denen das wiederholende 

Ersetzen, zum Ende der technischen oder wirtschaftlichen Nutzbarkeit, nicht optimal ist. Dies 

gilt insbesondere, wenn der betrachtete Zeitraum endlich oder der Nutzungszeitraum eines 

Produktionsguts vorgegeben ist. 

Für Problemstellungen mit endlichem Zeitraum haben Hartman und Murphy (2006) gezeigt, 

welche Auswirkungen eine maximale Anzahl an Ersatzmöglichkeiten auf die Nutzungsdauer 

des Produktionsgutes hat. In manchen Fällen macht es durchaus Sinn, dass Produktionsgüter 

vor Ende ihrer wirtschaftlichen Nutzungsdauer ausgetauscht werden. Sind die Grenzkosten 

der Altanlage zu Beginn einer Periode deckungsgleich zu den Durchschnittskosten einer 

neuen Anlage, so ist es aus ökonomischer Sicht sinnvoll, die Altanlage zu ersetzen, selbst 

wenn diese noch funktionstüchtig ist (Poggensee 2008; Obermeier und Gasper 2008). Im Fall 

von nicht-stationären Kosten haben Fraser und Posey (1989) gezeigt, dass der Ersatz am 

Nutzungsende nicht zum optimalen Ergebnis führt. Technologischer Fortschritt kann 

ebenfalls dazu führen, dass Produktionsgüter optimaler Weise vor dem wirtschaftlichen 

Nutzungsende ersetzt werden sollten (Meyer 1993). Denkbar ist auch der Fall, dass 

Unternehmen schnell expandieren und z.B. nicht genügend Platz oder Mitarbeiter zur 

Verfügung stehen haben, um mehrere gleiche Produktionsgüter parallel zu bewirtschaften. 

Dies führt aus ökonomischer Sicht zu einem Verkauf eines Produktionsgutes mit kleiner 

Kapazität zu Gunsten eines mit größerer Kapazität, um die Marktnachfrage zu befriedigen 

(Leung und Tanchoco 1986). Vorstellbar ist auch der umgekehrte Fall, dass Unternehmen sich 

optimal verhalten, wenn sie Produktionsgüter über deren ökonomisch sinnvollen 

Nutzungszeitraum hinaus verwenden (Bethuyne 1998; Cheevaprawatdomrong und Smith 

2003; Hritonenko und Yatsenko 2007). 
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4.1.3 Unsichere Kostenentwicklung 

Deutlich anspruchsvoller ist der Umgang mit zeitlich veränderten Kosten bei der Berechnung 

von optimalen Ergebnissen. Daher wird in diesen Fällen bevorzugt ein begrenzter Zeitraum 

untersucht (Dreyfus 1960; Hartman und Rogers 2006; Yatsenko und Hritonenko 2008; 

Oakford et al. 2007). Eine weitere Schwierigkeit ist die zukünftige Kostenentwicklung. Dieser 

Umstand hat in verschiedenen Arbeiten dazu geführt, dass die Autoren lediglich einen 

Zeitraum gewählt haben, in dem die Kosten abzuschätzen sind bzw. sich in diesem nicht 

verändern (Bylka et al. 1992; Chand et al. 1993; Chand und Sethi 1982; Goldstein et al. 1986; 

Goldstein und Mehrez 1996; Sethi und Chand 1979). Es hat sich zudem gezeigt, dass 

Entscheidungen zum Beginn eines Planungshorizonts wesentlich interessanter zu 

untersuchen sind, als diejenigen, die den gesamten Zeitraum als Forschungsgegenstand 

haben. Diesen Umstand haben sich verschiedene Autoren als Grundlage für ihre Forschung 

genommen und den Planungshorizont ebenfalls so gewählt, dass veränderliche Kosten im 

Zeitablauf keinen Einfluss auf das Ergebnis haben (Bean et al. 1994, 2007; Hopp und Nair 

1991; Nair 1995; Nair und Hopp 1992; Schochetman und Smith 2007). 

4.1.4 Grenzen der praktischen Ersatzzeitpunktoptimierung unter Unsicherheit 

Bei der praktischen Umsetzung von optimalen Ersatzproblemen gerät der Entscheider schnell 

an seine Grenzen, weil viele Modellparameter mit Unsicherheit behaftet sind und sich daher 

schwer definieren lassen. Eine optimale Lösung ist dann selten darstellbar und verbleibt im 

Bereich der Theorie (Meyer 1971). Über Umwege kann die dargestellte Unzulänglichkeit 

behoben werden. Zum einen kann der Minimax-Ansatz von Tan und Hartman (2010) 

angewendet werden. Die Autoren diskontieren in ihrem Modell die zu erwarteten Kosten der 

Zukunft unter der zusätzlichen Verwendung eines worst-case Szenarios ab. Zum anderen 

lässt die Anwendung von Fuzzymengen ungefähre Werte zu, so dass damit der 

unvollkommenen Information Rechnung getragen werden kann (Baskak und Kahraman 

1998; Chang 2005; Esogbue und Hearnes 1998; Usher und Whitfield 1993). 

4.1.5 Vergleich von einzelnen und mehreren Produktionsgütern 

Im Allgemeinen unterscheidet sich die optimale Ersatzzeitpunktstrategie bei der Betrachtung 

zwischen einzelnen und mehreren Produktionsgütern. Mehrere Produktionsgüter müssen 

wie einzelne Produktionsgüter behandelt werden, wenn diese im Parallelbetrieb angeordnet 

sind, weil sie dann eine wirtschaftlich unabhängige Einheit bilden. Sind die Produktionsgüter 

allerdings wirtschaftlich voneinander abhängig, wie es bei Ausnutzung von Skaleneffekten 
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oder bei der Reihenproduktion sein kann, dann ist die optimale Entscheidungsfindung über 

den optimalen Ersatzzeitpunkt wesentlich aufwändiger und muss in Gänze über alle 

Produktionsgüter hinweg betrachtet werden (Leung und Tanchoco 1990). 

4.1.6 Optimaler Ersatzzeitpunkt im Serien- und Parallelbetrieb 

Bei der Berechnung des optimalen Ersatzzeitpunkts für mehrere Produktionsgüter gibt es 

weitere Unterkategorien. Zum einen sind jene zu nennen, die in Reihe geschaltet sind 

(Serienbetrieb) und zum anderen diejenigen, die parallel betrieben werden (Parallelbetrieb). 

Im Serienbetrieb sind die einzelnen Produktionsgüter wirtschaftlich voneinander abhängig 

und müssen daher gleichzeitig optimiert werden (Leung und Tanchoco 1990). Im 

Parallelbetrieb gibt es Fälle, in denen die Produktionsgüter in wirtschaftlicher Abhängig 

betrieben werden. Die genannte Abhängigkeit entsteht durch deren Lebenszykluskosten 

(Riggs 1982) bzw. deren Umsätze. Hinsichtlich des optimalen Ersatzzeitpunktes haben für 

diesen Fall Vander Veen und Jordan (1989) den Begriff „parallel replacement” geprägt. 

4.1.7 Wirtschaftliche Abhängigkeit 

Wirtschaftliche Abhängigkeit kann sich auf verschiedene Arten bemerkbar machen. Im 

Folgenden werden die wesentlichen Ausprägungen in ihrer Reinform genannt, erläutert und 

mit einem Beispiel versehen. 

4.1.7.1 Economies of scale 

Economies of scale ist ein Begriff der in verschiedenen Bereichen der Ökonomie angewendet 

wird. Definiert wird dieser Begriff nach Panzar und Willig (1977) wie folgt: Mit steigendem 

Output aufgrund einer einheitlichen Produktionstechnologie mit hohem 

Automatisierungsgrad, können Peripheriekosten gering gehalten werden, die zu niedrigeren 

durchschnittlichen Kosten pro Einheit führen. Üblicherweise wird dieser Vorteil durch 

zunehmende Betriebsgrößen bzw. Marktmacht verstärkt (Galbraith 1956; Schumpeter 1942, 

1961). Beim Bau von großen Kernkraftwerken betragen die durchschnittlichen Kosten pro 

produzierter Megawattstunde weniger als von mehreren kleinen Kraftwerken, die in Summe 

die gleiche Leistung erbringen (Cantor und Hewlett 1988). Mit Blick auf die Ersatzoptimierung 

lässt sich an dieser Stelle der Kauf von mehreren gleichen Produktionsgütern nennen. Der 

Käufer ist somit in der Lage Rabatte auszuhandeln, die wiederum in einer wirtschaftlichen 

Abhängigkeit der gekauften Objekte mündet, da diese einzeln mehr kosten. Diese 

Mehrkosten können entweder durch einen erhöhten Einzelpreis oder durch einen 

Mindermengenzuschlag an den Käufer weitergegeben werden. 
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4.1.7.2 Diseconomies of scale 

Diseconomies of scale ist das Gegenteil der in 4.1.7.1 genannten Ausprägung wirtschaftlicher 

Abhängigkeit. Analog dazu nehmen die durchschnittlichen Kosten zu bei steigendem Output. 

Bei der Produktion von Strom durch Biomassekraftwerke steigen die Transportkosten des 

Brennstoffs überproportional zur Ausbringungsmenge (Richard 2010). Die Ursache liegt an 

den länger werdenden Transportwegen zum Kraftwerk. Im Bereich des Flottenmanagement 

haben Jones und Zydiak (1993) dargelegt, dass eine Vielzahl an Fahrzeugen eines Alters ein 

Klumpenrisiko darstellen. Innerhalb einer anstehenden Wartungsperiode können unter 

Umständen nicht alle Fahrzeuge rechtzeitig abgefertigt werden und stehen damit für den 

Service nicht zur Verfügung. Der dadurch entstehende Einnahmeausfall-Effekt ist 

größenbedingt und bei kleineren Unternehmen der Branche nicht vorzufinden. 

4.1.7.3 Abgrenzung “Economies of scale”, “Diseconomies of scale” und “constant returns to 

scale” 

Die Abgrenzung zwischen economies of scale und diseconomies of scale wird im Nachgang 

verdeutlicht (Bühler und Jaeger 2013). Angenommen wird eine homogene 

Produktionsfunktion vom Grade 𝛾𝛾, für die gilt 

𝑓𝑓(𝑘𝑘𝑥𝑥1, 𝑘𝑘𝑥𝑥2) = 𝑘𝑘𝛾𝛾𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2). 

Die Konstante 𝛾𝛾 sowie 𝑘𝑘 sind beliebige positive Zahlen. 𝑥𝑥1 und 𝑥𝑥2 entsprechen 

Produktionsfaktoren, die zur Herstellung dienen. Die Konstante 𝛾𝛾 wird unterschieden in 3 

Fälle. Ist 𝛾𝛾 größer als 1, dann besitzt die Produktionsfunktion positive Skalenerträge. Ist 𝛾𝛾 

gleich 1, dann liegen konstante Skalenerträge vor und im letzten Fall 0 < 𝛾𝛾 < 1 handelt es 

sich um abnehmende Skalenerträge. (Takayama 2006; Panzar 2008). Es besteht eine 

unmittelbare Abhängigkeit zwischen Produktions- und Kostenfunktion hinsichtlich des 

Homogenitätsgrads 𝛾𝛾. Die angesprochenen Fälle lassen sich transferieren auf die 

Kostensituation der hergestellten Güter, abgeleitet durch die bereits dargestellte 

Produktionsfunktion. 

Fall 1) 𝛾𝛾 > 1 und 𝑓𝑓(𝑘𝑘𝑥𝑥1, 𝑘𝑘𝑥𝑥2) > 𝑘𝑘𝛾𝛾𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) 

Die Produktionsfunktion führt zu einem überproportionalen Output gemessen an 

den eingesetzten Produktionsfaktoren (siehe ① in Abbildung 16). Dieser Zustand 

entspricht zunehmenden Skalenerträgen oder „increasing returns to scale“ bzw. 

„economies of scale“ (Farrell und Fieldhouse 1962; Krugman 1979). Daraus lässt sich 
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ableiten, dass bei zunehmenden Faktoreinsatz die langfristigen Durchschnitts- sowie 

die Grenzkosten pro Einheit (vgl. Abbildung 17; LDK1 bzw. LGK1) abnehmen. 

Fall 2) 𝛾𝛾 = 1 und 𝑓𝑓(𝑘𝑘𝑥𝑥1, 𝑘𝑘𝑥𝑥2) = 𝑘𝑘𝛾𝛾𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) 

In der vorliegenden Situation handelt es sich um einen linearen Verlauf der 

Produktionsfunktion (siehe ② in Abbildung 16). Es liegen weder positive noch 

negative Skalenerträge vor, stattdessen sind diese konstant. Die englische Literatur 

verweist dazu auf „constant returns to scale“ (Buchanan und Yoon 1994; Banker und 

Thrall 1992; Basu und Fernald 1997). Durchschnittskostenfunktion verläuft, wie die 

Produktionsfunktion, linear. Die langfristigen Grenzkosten sind zudem identisch zu 

den langfristigen Durchschnittskosten (vgl. Abbildung 17; LDK2 bzw. LGK2). 

Fall 3) 0 < 𝛾𝛾 < 1 und 𝑓𝑓(𝑘𝑘𝑥𝑥1, 𝑘𝑘𝑥𝑥2) < 𝑘𝑘𝛾𝛾𝑓𝑓(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) 

Bei Produktionsverfahren gibt es auch den Fall, dass die Skalierung der eingesetzten 

Produktionsfaktoren zu einem unterproportionalen Output führen (siehe ③ in 

Abbildung 16). In diesem Fall handelt es sich um abnehmenden Skalenerträgen bzw. 

„decreasing economies of scale“ oder "diseconomies of scale" (Nelson 1988; Sauer 

2005; Toivanen 1997). Die langfristigen Durchschnittskosten, wie auch die 

langfristigen Grenzkosten (vgl. in Abbildung 17 LDK3 bzw. LGK3) nehmen bei 

Erhöhung des Outputs zu. 

Die genannten Fälle werden im Nachgang grafisch dargestellt. Der Verlauf 

Produktionsfunktion ist in 3 Bereiche unterteilt. Der erste Teilbereich ① entspricht Fall 1 

und lässt sich, wie folgt, erläutern: In der Praxis ist nicht davon auszugehen, dass sich 

Produktionsfunktionen durch konstante Homogenitätsgrade auszeichnen. Eher ist zu 

beobachten, dass mit wachsenden Betriebsgrößen Skalenerträge zunehmen und somit auch 

𝛾𝛾 größer 1 ist (Wied-Nebbeling 2009). Es gibt verschiedene Gründe für steigende 

Skalenerträge. Zu nennen sind da unterproportional zunehmende Managementkosten, 

Vorhaltung von einem relativ geringeren Bestand an Produktionsmitteln und Ersatzteilen, 

Verbundvorteile, Mengenrabatte im Einkauf und andere Umstände bzw. Vorgänge (Scherer 

und Ross 1990; Fritsch et al. 2001). Ist der Punkt erreicht, zu dem es keine weiteren positiven 

Skaleneffekte erzielen kann, hat das Unternehmen seine mindestoptimale Betriebsgröße 

(vgl. Abbildung 16, MOG) erreicht. In diesem Punkt bzw. in Abschnitt ② (vgl. Abbildung 16) 

führt eine Vergrößerung der Betriebsgröße weder zu einer Reduktion der Kosten pro Stück, 
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noch zu einem Anstieg. In diesem Fall beträgt 𝛾𝛾 exakt 1. Scherer und Ross (1990) zeigen, dass 

es in vielen Branchen trotz Unternehmenswachstum keine signifikanten Veränderungen der 

Skaleneffekte zu beobachten sind (Wied-Nebbeling 2009). Ab einem bestimmten Punkt 

verlässt ein Unternehmen die constant returns of scale und erzeugt langfristig steigende 

Durchschnitts- und Grenzkosten (vgl.Abbildung 16: ③ bzw. Abbildung 17). Ursache hierfür 

liegt unter anderem in einer ausgeprägten Bürokratisierung eines Unternehmens, 

zunehmende komplexere Produktionsabläufe, strengere behördliche Auflagen. 

 
Abbildung 16: Skaleneffekte 
MOG = Mindestoptimale Betriebsgröße 
Quelle: Eigene Darstellung 

Die Kosten in jedem Abschnitt unterscheiden sich. Übertragen auf Abbildung 17 bedeutet 

das, dass sich für Unternehmen, die sich in ① befinden, neben den Stückkosten gleichzeitig 

die langfristigen Grenz- und Durchschnittskosten reduzieren. Letztere werden mit 

steigendem Output geringer, da sich die Fixkosten auf mehr Einheiten verteilen. Die 

Grenzkosten sinken in erster aufgrund von Einkaufsvorteilen, die sich überwiegend in 

variablen Kosten widerspiegeln. Konkret ist hier das Privileg zu der 

Energienebenkostenbefreiung zu nennen, das Unternehmen erst ab einem 

Mindestenergieverbrauch ermöglicht, sich von Netzentgelten etc. befreien zu lassen. 

Constant returns to scale (Abbildung 17: LGK2=LDK2) spielen in der Praxis eine 

untergeordnete Rolle. Es gibt Prozesse mit sehr weit gefassten Toleranzbereichen 

insbesondere im Bereich der Thermodynamik, die einen Homogenitätsgrad von 1 haben 

(Hildenbrand und Hildenbrand 2013). Steigende Kosten aufgrund abnehmender 

Skaleneffekte sind hauptsächlich auf die Belegschaft zurückzuführen. Durch verstärkte 
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Spezialisierung der Arbeitsplätze und der damit einhergehenden Monotonie der Aufgaben 

wird eine abnehmende Motivation gefördert, die im Endeffekt zu sinkendem Output führt 

(Scherer und Ross 1990). Dieses Phänomen schlägt sich in langfristig steigenden Grenz- sowie 

Durchschnittskosten nieder. 

 
Abbildung 17: Langfristige Durchschnitts-und Grenzkosten 
DK = Durchschnittskosten; GK = Grenzkosten; LDK = Langfristige Durchschnittskosten; LGK = Langfristige 
Grenzkosten 
Quelle: Eigene Darstellung vgl. Cezanne (2005) 

4.1.7.4 No-splitting rule 

Überproportional steigende Kosten bei konstanter oder steigender Nachfrage können auch 

in anderer Form als in 4.1.7.3 diskutiert auftreten. Jones et al. (1991) haben sich mit weiteren 

Kriterien, die zu zusätzlichen Kosten beim Ersatz von Produktionsgütern führen, 

auseinandergesetzt. Die Autoren haben zwei Regeln eingeführt, die untersucht wurden: zum 

einen die no-splitting rule (NSR) und zum anderen die older cluster replacement rule (CRR). 

NSR bedeutet, dass alle Produktionsgüter des gleichen Alters behalten oder ersetzt werden. 

Bei der CRR heißt es lediglich, dass ältere Cluster an Produktionsgütern vor neueren ersetzt 

werden. Etwas rigoroser gehen Tang und Tang (1993) vor, indem sie eine alles-oder-nichts 

Regel aufstellen, die besagt, dass alle Produktionsgüter in einer Periode getauscht werden. 

Weitere Arbeiten (Hopp et al. 1993; McClurg und Chand 2002) bezüglich dem Ersatz von 
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Produktionsgütern unter Berücksichtigung unterschiedlicher Bedingungen ist von Childress 

und Durango-Cohen (2005) zusammengefasst worden. 

In der Simulation im Kapitel 5.3 wird der hier genannte CRR-Ansatz in abgewandelter Form 

verwendet. Es wird davon ausgegangen, dass der Entscheider jedes Jahr einen festen 

Prozentsatz für die Ertüchtigung der Produktionsgüter aufwendet, um diese in ihren 

Urzustand zu versetzen. Demzufolge gibt es dann keine Effizienzverluste über die Zeit, die 

einen abnehmenden Ertrag nach sich ziehen würden. 

4.1.7.5 Rabatte bei Großbestellungen 

Im Sammelwerk von Curry und Bidanda (1997) hat Hartman (1997) einen Aufsatz über die 

Rabattoptimierung von Teil- bzw. Gesamtbestellungen mit Hilfe eines linearen ganzzahligen 

Solvers veröffentlicht. Erweitert wurde das Modell von Hartman und Lohmann (1997) unter 

der Berücksichtigung von verschiedenen Ersatzoptionen, wie Zukäufen, Pachten und 

Umbauten. 

4.1.7.6 Capital budgeting 

Ein weiterer Aspekt der wirtschaftlichen Abhängigkeit von Produktionsgütern bzw. 

Vermögenswerten ist die „capital budgeting“ Restriktion. Es kann durchaus passieren, dass 

in einer Periode mehrere Produktionsgüter ersetzt werden müssen, aber nicht genug Kapital 

zur Verfügung steht. Karabakal et al. (1994) hat vorliegenden Fall in ein ganzzahliges 

Optimierungsproblem überführt, das lediglich für Problemstellungen mit geringer Anzahl an 

Produktionsgütern geeignet ist. In einem späteren Aufsatz haben Karabakal et al. (2000) eine 

Weiterentwicklung vorgestellt, die für anspruchsvollere Problemstellungen geeignet ist. 

4.1.7.7 Marktrestriktionen 

Letztlich besteht ebenfalls eine wirtschaftliche Abhängigkeit sofern marktseitige 

Restriktionen auftreten. Diese können den Produzenten zwingen eine Mindestkapazität 

vorzuhalten bzw. aufzubauen um überhaupt wettbewerbsfähig zu sein. Rajagopalan (1998) 

hat letzteren Fall als Kapazitätserweiterung durch Produktionsgüteraustausch bezeichnet. In 

seinem Modell nutzt er ein effizientes Lösungsverfahren und integriert darin weitere 

Features, wie Mengenrabatte, alternative Technologieanbieter, und verschiedene 

Gerätetypen. Chand et al. (2000) haben zur Darstellung einer steigenden Nachfrage einen 

Forward-Algorithmus entwickelt, der mit einer effizienten Heuristik kombiniert wurde. 

Hartman (1998) hat verschiedene Fälle mit wechselndem Nachfrageverhalten untersucht 

und Bedingungen festgelegt, welche zu ganzzahligen Ergebnissen führen. 
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4.1.7.8 Kombinierte Abhängigkeiten 

Aus den genannten Einzelausprägungen wirtschaftlicher Abhängigkeit von 

Produktionsgütern bzw. Vermögenswerten lassen sich auch Kombinationen ableiten. 

Hartman (2000) hat einen Aufsatz über den zeitgleichen Austausch von Produktionsgütern 

verfasst. Darin beschreibt er eine ganzzahlige Optimierung unter der Berücksichtigung von 

kombinierten Nebenbedingungen. Diese sind im Einzelnen fixe und variable Ersatzkosten, 

marktseitige Nachfrageschwankungen sowie innerbetriebliche Budgetrestriktionen. In seiner 

Arbeit berücksichtigt er darüber hinaus die no-splitting-rule (Jones et al. 1991). 

4.1.8 Kombination von verschiedenen Nebenbedingungen bzw. Restriktionen 

Die Kombination aus verschiedenen Nebenbedingungen bei dem Ersatz von 

Produktionsgütern lässt Entscheidungen über die Nutzungsdauer und dem Ersatzzeitpunkt 

zu. Durch die Hinzunahme von mehreren Nebenbedingungen werden die Problemstellungen 

immer komplexer, so dass anspruchsvollere Lösungswege von Nöten sind. Vander Veen und 

Jordan (1989) haben mit einen Ansatz vorgestellt, der in der Lage ist, umfangreiche 

Problemstellungen zu lösen. Die Autoren verwendeten ein gemischt-ganzzahliges Programm 

kombiniert mit Aufbereitungstechniken und Heuristiken. Die Vorgehensweise maximiert die 

zukünftigen Erträge, die sich aus einem fixen und variablen Anteil zusammensetzen, wobei 

letzterer sich aus dem Auslastungsgrad der Produktionseinheit ableitet. 

4.1.9 Produktionsintensität 

Hartman (2007) erarbeitete ein allgemeines Lösungsverfahren für Problemstellungen mit 

unterschiedlichen Auslastungsgraden und diskreten Produktionsniveaus. Sein ganzzahliges 

Programm erwies sich insbesondere für große deterministische Problemstellungen als 

besonders effizient. Di Jin und Kite-Powell (2000) haben in ihrem Aufsatz hervorgehoben, wie 

wichtig es ist, Ersatzzeitpunkt und Nutzungsgrad eines Produktionsgutes gleichzeitig zu 

optimieren. Die beiden Autoren greifen zur Lösung der Problemstellung auf die Methode der 

„optimalen Kontrolle“ zurück. Hartman (2004) griff die Problemstellung von Di Jin und Kite-

Powell (2000) auf und erweiterte diese um ein weiteres Produktionseinheit sowie um eine 

stochastische Nachfrage. Zur Lösung dieser erweiterten Problemstellung nutzte er den 

Ansatz der dynamischen Programmierung. Die Arbeit beinhaltet ebenfalls eine Reihe an 

Fallbeispielen mit unterschiedlichen Grenzkostenkurven. 
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4.1.10 Betriebsalter als Einflussfaktor der Optimierung 

In einem Aufsatz von Parthanadee et al. (2012) wird ebenfalls eine Regel für den optimalen 

Ersatzzeitpunkt bestimmt, diese berücksichtigt, dass neuere, in diesem Fall Fahrzeuge, einen 

höheren Nutzen haben, als ältere. In ihren Ausführungen gehen die Autoren darauf ein, dass 

obige Annahme die grundsätzliche Optimalität traditioneller Ersatzregeln (no-splitting rule 

und all-or-nothing rule) verbessert, wenngleich diese Regeln nahe am Optimum sind. Es gibt 

noch weitere zahlreiche Untersuchungen die sich im Kern mit dem optimalen Ersatzzeitpunkt 

von Fahr- und Flugzeugflotten im weiteren Sinne beschäftigen. Die Basis der Untersuchungen 

ist vielseitig, so dass beispielsweise Eisenbahnwaggons (Brosch et al. 1980), 

Fernübertragungswagen (Dietz und Katz 2001), Busflotten (Keles und Hartman 2004), 

Fluglinien (Hsu et al. 2011), Flugzeugen (Bazargan und Hartman 2012), Postfahrzeuge 

(Kleindorfer et al. 2012; Stasko und Oliver Gao 2012) im Mittelpunkt stehen. 

4.1.11 Ersatzzeitpunktmodellierung 

Häufig wird in Modellen ein idealtypischer Ansatz gewählt, der impliziert, dass alle 

Informationen zur Verfügung stehen. Einige Autoren haben sich beim Formulieren einer 

Regel für den optimalen Ersatzzeitpunkt dafür entschieden, mehr Unsicherheit zuzulassen. 

Der Zielwert der Untersuchungen in diesem Forschungsfeld ist meist die Minimierung der 

erwarteten Kosten oder die Maximierung des Barwerts. Die gewählten Vorgehensweisen 

bzw. die getroffenen Annahmen über die Unsicherheit in den Aufsätzen divergiert erheblich, 

so dass hier exemplarisch einige Werke kurz beschrieben werden. Lohmann (1986) nutzt eine 

Monte-Carlo-Simulation. Brown (1993) simuliert den Ersatzzeitpunkt mit Hilfe einer 

Normalverteilung. Baskak und Kahraman (1998) nutzen Fuzzyzahlen um unbekannte 

Parameter in ihrem Modell abzubilden. Esogbue und Hearnes (1998) sowie Usher und 

Whitfield (1993) gehen einen Schritt weiter und nutzen Fuzzy-Mengen zur Modellierung. 

Detaillierte Ausführungen über die Anwendung von Fuzzylogik bei der Entwicklung von 

Regeln des optimalen Ersatzzeitpunkts, können in Chang (2005) nachgelesen werden. Einen 

subjektiven Ansatz verfolgen Apeland und Scarf (2003) unter Anwendung der bayes‘schen 

Statistik sowie Tan und Hartman (2010), die den unbekannten Zeithorizont so bestimmen, 

dass der Entscheider seine gewählte Konstellation minimal bedauert. 

4.1.12 Steuern und die optimale Abschreibungsmethode 

Ein weiteres Forschungsfeld innerhalb der Ersatzproblemthematik ist die Berücksichtigung 

von Steuern. Vor dem Hintergrund der Gewinnerzielungsabsicht ist es dem Unternehmen 
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gestattet, die angeschafften Produktionsgüter abzuschreiben, was wiederum steuerliche 

Konsequenzen zur Folge hat. Im Mittelpunkt stehen in diesem Zusammenhang die möglichen 

Abschreibungsmethoden. Davidson (1957) zeigte bereits sehr früh, das eine schnelle 

Abschreibung zu einem erhöhten Barwert der Erträge führt. Die degressive ist der linearen 

Abschreibung in diesem Zusammenhang überlegen. Davidson und Drake (1961, 1964) sowie 

Roemmich et al. (1978) haben sich darauf konzentriert, welche Abschreibungsmethode einer 

anderen vorzuziehen ist. Greene (1963), Ricks (1964) sowie Schwab und Nicol (1969) haben 

untersucht, wann es günstig ist von einer Abschreibungsmethode zur anderen zu wechseln. 

Grundsätzlich ist zu sagen, dass es hinsichtlich eines hohen Barwertes vorteilhaft ist zu Beginn 

der Inbetriebnahme eines Produktionsgutes stark abschreiben, wenngleich verschiedene 

Autoren Fallbeispiele nennen, in denen dies nicht der Fall ist (Schoomer 1966; Fleischer et al. 

1990; Wakeman 1980; Berg und Moore 1989; Berg et al. 2001; Wielhouwer et al. 2002; Arkin 

und Slastnikov 2007; Hassler et al. 2008; Kulp und Hartman 2011). In der Regel trifft 

genannter Fall auf, wenn aufgrund von Verlusten keine Steuern zu entrichten sind, aber 

Steuervorteile ausgenutzt werden können. 

4.1.13 Beobachtungszeitraum 

Der Zeitpunkt, zu dem ein Produktionsgut ersetzt werden muss, hängt maßgeblich von der 

Notwendigkeit dessen ab und ist selten zum Zeitpunkt der Inbetriebnahme bekannt. 

Demzufolge ist bei der Definition einer Problemstellung schwierig, den 

Beobachtungszeitraum festzulegen. Die zunehmenden Instandhaltungskosten sind 

beispielweise ein Parameter, der dazu führt, dass Produktionsgüter vor Ende ihrer 

technischen Gesamtlebensdauer ausgetauscht werden. In der Praxis leitet sich der Nutzen 

eines Produktionsgutes aus dem Vergleich der Ist-Produktivität verglichen mit den 

Produktivitätsvorgaben des Unternehmens ab. Erfüllt das Produktionsgut nicht mehr die 

Ansprüche führt dies weit vor dessen technischen Lebensdauer zur Liquidation. Negativ auf 

die Produktivität wirken sich beispielsweise über die Zeit zunehmende Wartungs- und 

Instandhaltungskosten oder steigende Energiekosten aufgrund abnehmender Effektivität 

aus. Eine Methode zur Bestimmung eines geeigneten Beobachtungszeitraums wird von 

Sousa und Guimarães (1997) vorgeschlagen. Tan und Hartman (2010) veranschaulichen in 

ihrem Aufsatz Regeln zur Minimierung von Kosten bei Problemstellungen mit unbekanntem 

Zeithorizont. 
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4.1.14 Technisches Alter in Abhängigkeit des Nutzungsgrads 

In der Literatur zu Maschinenersatzproblemen werden häufig Wartungs- und 

Instandhaltungskosten und deren Veränderung in Abhängigkeit vom technischen Alter des 

Produktionsgutes thematisiert. Neben dem Alter sorgt jedoch auch die mehr oder weniger 

intensive Beanspruchung zu unterschiedlichen Abnutzungsintensitäten. In einem Aufsatz von 

Bethuyne (1998) wird der angesprochene Vorgang diskutiert. Er führt zudem aus, dass eine 

geringere Nutzungsintensität die Lebensdauer eines Produktionsguts verlängern kann. Des 

Weiteren beschreibt er, dass mit zunehmender Gesamtlaufzeit der Nutzungsgrad 

zurückgefahren werden sollte. Ähnliche Beobachtungen sind in dem Aufsatz von 

Parthanadee et al. (2012) beschrieben. In der Praxis ist es nicht immer gewährleistet, dass 

auf den Intensitätsgrad Einfluss genommen werden kann. Bei Staubentwicklung zum Beispiel 

passen sich die Lüfter einer Produktionshalle den Emissionen an und verlassen somit den 

optimalen Betriebspunkt. Das Model von Hartman (2001) bestimmt das technische Alter 

eines Produktionsgutes anhand der Nutzungszeit und der Einsatzintensität. Letztere wird mit 

einer stochastischen Verteilung bestimmt und kumuliert. Überschreitet das ermittelte 

technische Alter einen bestimmten Grenzwert, so muss das Produktionsgut ersetzt werden. 

4.1.15 Optimierung unter Verwendung von stochastischen Prozessen 

Es gibt auch eine Reihe an Aufsätzen (Gupta 1983; Cavalcante und Almeida 2007; Fan et al. 

2011; Fan et al. 2014; Macián et al. 2017), bei denen die Abnutzung über einen 

stochastischen Prozess abgebildet wird und dem Nutzungsgrad keine Beachtung 

beigemessen wird. In diesen Fällen steht die Lebensdauer eines Produktionsgutes im 

Vorhinein nicht fest. Daher wird in solchen Modellen kein fester Wert ermittelt, sondern eine 

Regel mit einer oder mehreren Kontrollgrenzen festgelegt. Die Auswirkungen einer 

unbekannten Nutzungsdauer auf die durchschnittlichen Lebenszykluskosten von 

Produktionsgütern wird in Sivazlian (1979) diskutiert.  

4.1.15.1 Diskreter Zeitablauf 

Bei Problemstellungen mit diskretem Zeitablauf wird die stochastische Abnutzung meist über 

einen Markov-Prozess modelliert. Das hat zur Folge, dass der Zustand des Produktionsgutes 

stets von dem der Vorperiode abhängig ist. Derman (1963) ist Vorreiter bei der Entwicklung 

eines morkov’schen Ersatzproblems. Kolesar (1966) greift die Idee von Derman (1963) auf 

und betont die Bedingungen für eine Optimierungslösung. Eine Weiterentwicklung geht auf 
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Hopp und Nair (1994) zurück, die das beschriebene Szenario um eine weitere Variable, den 

technologischen Fortschritt, erweitern. 

4.1.15.2 Kontinuierlicher Zeitablauf 

Problemstellungen mit kontinuierlichen Zeitablauf und stochastischer Abnutzung werden 

üblicherweise mit einer brownschen Bewegung (brownian motion nach Brown (1829)) 

modelliert. Ye (1990) diskutiert eine Situation, in der die Wartungs- und 

Instandhaltungskosten sich entsprechend einer arithmetischen brownschen Bewegung 

entwickeln. Richardson et al. (2013) folgt der gleichen Methode unter der weiteren 

Berücksichtigung von langen unsicheren Lieferzeiten und der Anwendung von Realoptionen. 

Mauer und Ott (1995) diskutieren ein Ersatzproblem unter der Verwendung einer 

geometrischen brownschen Bewegung zur Ermittlung der Kosten. Dobbs (2004) untersucht 

die Effekte von mehreren Modellparametern hinsichtlich des Ersatzzeitpunkts. Marsh und 

Nam (2003) modellieren die Abnutzung mit einem Wiener Prozess unter Berücksichtigung 

von technologischem Fortschritt und steigenden Nutzererwartungen. 

4.1.16 Vintage-Capital-Modell zur Bestimmung des optimalen Ersatzzeitpunkts 

Beim Ersatz von Assets kann auch die Effizienz aufgrund des Alters eine Rolle spielen. 

Üblicherweise handelt es sich in jenem Fall um VC-Modelle oder auch Jahrgangsmodelle 

genannt. Diese sind eng verknüpft mit dem technologischen Fortschritt, da ansonsten wenige 

weitere Möglichkeiten (z. B. Diskontierung) bestehen eine zeitliche Differenzierung 

herbeizuführen. Der optimale Ersatzzeitpunkt unter Berücksichtigung von verschiedenen 

Jahrgängen ist Forschungsgegenstand von Boucekkine et al. (1997). Die Autoren entwickeln 

das Wachstumsmodell Solow et al. (1966) von weiter und fügen jenem den Zusammenhang 

zwischen Produktivität und technologischem Fortschritt auf der einen Seite sowie 

anfängliche Kapitalausstattung auf der anderen Seite hinzu. In Boucekkine et al. (1998) haben 

die Autoren ihr erweitertes Solow-Wachstumsmodell um eine nichtlineare Nutzenfunktion 

sowie einen mathematisch-numerischen Lösungsansatz ergänzt. Weitere Arbeiten mit 

Nutzenfunktionen unter Berücksichtigung von optimalen Ersatzzeitpunkten und 

unterschiedlichen Jahrgängen des Kapitals sind Malcomson (1975), van Hilten (1991), 

Hritonenko und Yatsenko (2008), Gamboa und Maldonado (2014) u.a. In dieser Arbeit wird 

die Nutzenfunktion nicht als Teil der mathematischen Optimierung berücksichtigt und soll 

daher nur der Vollständigkeit halber erwähnt werden. Die Dualität von Reparaturkosten und 

Abnutzung in VC-Modellen wurde insbesondere von Goetz et al. (2008), Saglam und Veliov 
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(2008) und Boucekkine et al. (2009) diskutiert. Der Schwerpunkt von Goetz et al. (2008) lag 

auf der Herleitung von optimalen Investitions- sowie Desinvestitionsregeln. Saglam und 

Veliov (2008) und Boucekkine et al. (2009) konzentrierten sich auf die Wechselwirkungen von 

Investitionen und Instandhaltung. Saglam und Veliov (2008) legten den Fokus auf eine 

unternehmerische Fragestellung und wählten, in Abgrenzung zu den anderen genannten 

Arbeiten, die Instandhaltung als Kontrollvariable. Mit dieser Vorgehensweise haben sich die 

Autoren an der Vorgehensweise von McGrattan und Schmitz (1999) orientiert. Boucekkine 

et al. (2009) entwickeln auf der genannten Basis ein allgemeines Gleichgewichtsmodell, in 

dem sich zum einen die Abschreibungen aus den endogenen Verschrottungszeitpunkten 

ableiten lassen sowie zum anderen die Instandhaltungskosten aus der Produktionsintensität 

und des Alters des Kapitalstocks bestimmen lässt. 

4.1.17 Einfluss des technologischen Fortschritts auf den optimalen Ersatzzeitpunkts 

Ein breites Feld der Forschung nimmt die Berechnung des optimalen Ersatzzeitpunkts unter 

der Berücksichtigung des technologischen Fortschritts ein. Die Problemstellung, die dieser 

Arbeit zugrunde liegt beinhaltet diesen Aspekt nicht und wird daher auch literarisch nicht 

weiter behandelt. 

4.1.18 Instandhaltung 

Neben der Berechnung des optimalen Ersatzzeitpunktes gibt es zusätzlich Arbeiten, die in 

diesem Zusammenhang die optimale Instandhaltungsstrategie untersuchen. Da dies nicht 

Teil dieser Arbeit ist, aber dennoch einen wichtigen Anteil an der Forschung in diesem Gebiet 

einnimmt, wird an dieser Stelle auf Amalnik und Pourgharibshahi (2017) verwiesen. Die 

Autoren fassen wegweisende Literatur in ihrem Aufsatz zusammen. 

4.2 Problemstellung und Ausgangssituation 

Das folgende Problem hat einen relevanten produktionstheoretischen Hintergrund und 

orientiert sich an der Idee der Arbeiten von McGrattan und Schmitz (1999), Saglam und 

Veliov (2008), Goetz et al. (2008), Boucekkine et al. (2009) und Boucekkine et al. (2010). Es 

wird angenommen, dass ein Unternehmen mehrere Produktionseinheiten in seinem 

Maschinenpark vorhält. Die Produktionseinheiten sind von ihrem Herstellungsverfahren 

absolut identisch. Es wird außerdem angenommen, dass das Unternehmen seine 

Produktionskapazitäten über die Zeit erweitert hat. Dies hat zur Folge, dass sich 

Produktionseinheiten aus verschiedenen Jahren im Bestand befinden. Verschiedene 

Jahrgänge in einem Maschinenpark lassen auf ein VC-Modell schließen. Boucekkine et al. 
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(2017) verweisen auf wegweisende Arbeiten im Bereich der VC-Theorie. Aufgrund des 

technischen Fortschritts führt dieser Umstand zu einem heterogenen Maschinenpark 

hinsichtlich der Effizienz. Alte Produktionseinheiten sind weniger effizient und verbrauchen 

daher mehr Betriebsmittel bzw. sind weniger effizient, als neue. Es wird dargelegt, zu 

welchem Zeitpunkt die Unternehmensführung eine spezifische Maschine optimaler Weise 

ersetzen muss. Die Problemstellung wird darüber hinaus mit zwei Definitionen erweitert. 

Es wird ein Optimierungsproblem mit folgender Ausgangslage angenommen: 

𝐼𝐼 = � 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟[𝑦𝑦(𝑡𝑡) − 𝑐𝑐(𝑡𝑡)]𝑑𝑑𝑑𝑑
∞

0
 (4.1) 

Die Variablen c(t) und y(t) lassen sich noch genauer definieren: 

𝑐𝑐(𝑡𝑡) = 𝑖𝑖(𝑡𝑡) + 𝑘𝑘� (𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)
𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑧𝑧)
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
 (4.2) 

𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑏𝑏� 𝑖𝑖(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
 (4.3) 

Die Variablen definieren sich wie folgt 

𝐼𝐼 − 𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵𝐵 𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏𝑏.𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺𝐺 

𝑦𝑦(𝑡𝑡) − 𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃𝑃 

𝑐𝑐(𝑡𝑡) − 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 

𝑖𝑖(𝑡𝑡) − 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 

𝑘𝑘 − 𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹𝐹 

𝑏𝑏 − 𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝐸𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓𝑓 

𝑟𝑟 − 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 

𝑎𝑎(𝑡𝑡) − 𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍𝑍 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 ä𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙𝑙 𝐽𝐽𝐽𝐽ℎ𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 

𝑧𝑧 − 𝐽𝐽𝐽𝐽ℎ𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀ℎ𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖𝑖 

4.2.1 Interpretation 

Das Modell sieht vor, dass in jeder Periode Erträge erwirtschaftet werden durch die 

Herstellung von y. Diese werden um c, den Kosten, subtrahiert. Erträge, wie auch Kosten sind 

nicht zwingend konstant und können sich daher über die Zeit verändern. Aus diesem Grund 

erhalten die Variablen den Zusatz (t), um anzuzeigen, welchen Wert diese Variablen in der 
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jeweiligen Periode haben. Es wird außerdem angenommen, dass die Produktion stetig 

stattfindet und somit die Ertragsfunktion mit Hilfe eines Integrals dargestellt wird. Die 

Diskontierung wird durch die Eulersche Zahl e in Verbindung mit dem Produkt aus Zinssatz r 

und Periode t dargestellt. Ohne die Diskontierung ist ein solches Optimierungsproblem nicht 

zu lösen, weil zukünftige Gewinne hinsichtlich ihrer Wertigkeit den heutigen nicht 

gleichzusetzen sind und der Barwert ins unendliche steigt. Ergebnisse lassen sich nur mit Hilfe 

eines Barwertvergleichs konkret analysieren. 

Die Problemstellung beinhaltet zwei Definitionen. Die erste Definition (4.2) beschreibt die 

Kosten für den gesamten Betrachtungszeitraum. Die Gleichung teilt sich auf in die getätigten 

Investitionen einer Periode und den gewichteten Investitionen der genutzten 

Produktionsgüter in Abhängigkeit des jeweiligen Jahrgangs (vintage). Die gewichteten 

Durchschnittsinvestitionen werden analog zur Zielfunktion mit einem Integral berechnet. Das 

Integral entspricht dem gewichteten Durchschnitt des Alters aller im Bestand befindlichen 

Produktionsgüter. Die untere Grenze des Integrals a(t) entspricht dem Zeitpunkt, in der das 

älteste im Betrieb befindliche Produktionsgut installiert wurde. Die obere Grenze entspricht 

dem Zeitpunkt, zu dem untersucht wird. Der Inhalt der Klammer (t-z) gibt an, wie lange das 

jeweilige Produktionsgut im Bestand ist. Dabei zählt z die Installationszeitpunkte der 

einzelnen Produktionsgüter durch. Der Faktor b bestimmt das Technologieniveau der 

Investitionen. Mit dem Divisor, der Produktion y, wird das durchschnittliche Alter in 

Abhängigkeit der hergestellten Güter bestimmt. Der Multiplikator k vor dem Integral ist eine 

Konstante. Mit dieser können Kostenunterschiede innerhalb eines Unternehmens 

wiedergegeben werden.38 Die Vorgehensweise zur Ermittlung des gewichteten 

durchschnittlichen Alters folgt der von Nelson (1964) und ferner Boucekkine et al. (1998). Die 

erste Definition (4.2) dient der Annahme, dass das Unternehmen jedes Jahr einen festen 

Anteil an seinem Maschinenpark ersetzt. 

Die zweite Definition (4.3) entspricht der Summe aller hergestellten Produkte. Berechnet 

wird wiederum dieser Wert in Abhängigkeit eines weiteren Integrals. Dessen Untergrenze ist 

der Zeitpunkt der Installation des ältesten Produktionsgutes im Bestand a(t) und die 

Obergrenze, der zu untersuchende Zeitpunkt t. Innerhalb des Integrals werden die 

38 Details werden an dieser Stelle aufgrund der Nachvollziehbarkeit vernachlässigt und im numerischen 
Beispiel ausführlich erläutert. 
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Investitionen i, die in dem definierten Zeitraum vorgenommen wurden, aufsummiert. Analog 

zur Definition (4.2) kommt hier ebenfalls das Technologieniveau b zum Tragen. 

Aus der Interpretation der Problemstellung lassen sich Definitionen bzw. Bedingungen für 

die einzelnen Parameter ableiten. 

𝑡𝑡 ≥ 𝑧𝑧 ≥ 𝑎𝑎 ≥ 0 

𝑟𝑟 > 0 

𝑦𝑦 ≥ 0 

𝑐𝑐 ≥ 0 

𝑖𝑖 ≥ 0 

1 ≥ 𝑏𝑏 > 0 

𝑘𝑘 > 0 

(4.4) 

Die erste Gleichung aus (4.4) ist von allen die Erklärungsbedürftigste. Die zu untersuchenden 

Zeitpunkte können nicht negativ sein. Somit ist der frühestmögliche Jahrgang, zu dem ein 

Produktionsgut installiert werden kann die Periode Null. Mit dem ältesten Produktionsgut 

𝑧𝑧 = 𝑎𝑎 startet die Berechnung des Integrals in (4.2) bzw. (4.3) und endet mit dem neusten 𝑧𝑧 =

𝑡𝑡, der Integralgrenze von (4.2). Weitere Bedingungen bzw. Definitionen sind selbsterklärend 

und werden nicht weiter erläutert. 

4.2.2 Berechnung 

Die Methodik zur Lösung des vorliegenden Optimierungsproblems orientiert sich an der 

Vorgehensweise von Hritonenko und Yatsenko (2013). Allerdings ist das Vorgehen der 

Autoren verbesserungswürdig. Eine Korrektur deren Berechnung wird im Anhang B gezeigt. 

Die bereits verbesserte Vorgehensweise wird für die vorliegende Problemstellung im 

Folgenden verwendet. 

Bei Optimierungsproblemen mit Definitionen wird grundsätzlich die Lagrangemethode 

angewendet, um lokale Minima bzw. Maxima zu identifizieren. Angewendet auf das 

vorliegende Optimierungsproblem bedeutet das, dass die Definitionen umformuliert 

werden, so dass die Gleichung einer Null gegenübersteht. 
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Aus der Definition (4.2) wird durch Neuanordnung der Terme folgende Gleichung: 

𝑐𝑐(𝑡𝑡) = 𝑖𝑖(𝑡𝑡) + 𝑘𝑘� (𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)
𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑧𝑧)
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
 (4.5) 

Subtraktion von 𝑐𝑐(𝑡𝑡) führt zu 

0 = 𝑖𝑖(𝑡𝑡) − 𝑐𝑐(𝑡𝑡) + 𝑘𝑘� (𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)
𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑧𝑧)
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
 (4.6) 

Analoges Vorgehen wird bei der Definitionen (4.3) angewendet: 

𝑦𝑦(𝑡𝑡) = 𝑏𝑏� 𝑖𝑖(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
 (4.7) 

Subtraktion von 𝑦𝑦(𝑡𝑡) führt zu 

0 = 𝑏𝑏� 𝑖𝑖(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
− 𝑦𝑦(𝑡𝑡) (4.8) 

Durch die Einführung der Lagrange-Multiplikatoren 𝜆𝜆1 und 𝜆𝜆2 können die Definitionen der 

Zielfunktion (4.1) zugeführt werden. Die beiden neuen Variablen werden in der 

englischsprachigen Literatur als „dual variable“ oder auch „adjoint variable“ bezeichnet. Die 

Verbindung von (4.1), (4.6) und (4.8) führt zur Lagrange-Funktion (4.9), die in der 

Wissenschaft üblicherweise mit einem geschwungenen L dargestellt wird.39 

ℒ = � 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 �𝑦𝑦(𝑡𝑡) − 𝑐𝑐(𝑡𝑡) + 𝜆𝜆1 �𝑖𝑖(𝑡𝑡) − 𝑐𝑐(𝑡𝑡) + 𝑘𝑘� (𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)
bi(𝑧𝑧)
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑧𝑧

𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)

�

∞

0

+ 𝜆𝜆2 �𝑏𝑏� 𝑖𝑖(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
− 𝑦𝑦(𝑡𝑡)��𝑑𝑑𝑑𝑑 

(4.9) 

Die vorliegende Fragestellung lässt sich nicht durch die Anwendung von Pontrjagins 

Maximum Prinzip lösen. Das liegt an den fehlenden allgemeinen Extrembedingungen für 

dynamische Systeme mit endogener Verzögerung (Hritonenko und Yatsenko 2013). Daher 

empfehlen Hritonenko und Yatsenko (2013) die Methode der Variationstechnik, oder in der 

englischen Literatur „variational (perturbation) technique“ genannt, anzuwenden. Die Idee 

dieser Technik besteht in einer kleinen Abweichung von der ursprünglichen Gleichung. Diese 

39 Das geschwungene L ist de facto das Zeichen für die Laplace-Transformation, eignet sich aber auch 
an dieser Stelle. 
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kleine Variation wird in der vorliegenden Berechnung mit einem 𝛿𝛿 bezeichnet. Die Methode 

sieht vor, dass die Variablen der ursprünglichen Gleichung erweitert werden. Um die kleine 

Variation bestimmen zu können, wird direkt wieder die ursprüngliche Gleichung davon 

abgezogen, wie folgendes Beispiel (4.10) vereinfacht zeigt: 

𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝐼𝐼(𝑚𝑚 + 𝛿𝛿𝛿𝛿) − 𝐼𝐼(𝑚𝑚) (4.10) 

Die Variable 𝑚𝑚 dient lediglich als Platzhalter um dieses einfache Beispiel anschaulich zu 

halten.  

Angewendet auf die vorliegende Lagrangegleichung (4.9) führt die Variationstechnik zu 

dieser neuen Gleichung: 

𝛿𝛿ℒ = � 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 �𝑦𝑦(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝑐𝑐(𝑡𝑡) − 𝑦𝑦(𝑡𝑡) + 𝑐𝑐(𝑡𝑡)

∞

0

+ 𝜆𝜆1 �𝑖𝑖(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝑐𝑐(𝑡𝑡)

+ 𝑘𝑘� (𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)
b[i(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)]
𝑦𝑦(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑧𝑧

𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

�

− 𝜆𝜆1 �𝑖𝑖(𝑡𝑡) − 𝑐𝑐(𝑡𝑡) + 𝑘𝑘� (𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)
bi(𝑧𝑧)
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑧𝑧

𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑎𝑎(𝑡𝑡)

�

+ 𝜆𝜆2 �𝑏𝑏� 𝑖𝑖(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
− 𝑦𝑦(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)�

− 𝜆𝜆2 �𝑏𝑏� 𝑖𝑖(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
− 𝑦𝑦(𝑡𝑡)��𝑑𝑑𝑑𝑑 

(4.11) 
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Durch die erweiterte Gleichung ergeben sich Möglichkeiten der Vereinfachung, so dass diese 

etwas reduzierte Gleichung ergibt: 

𝛿𝛿ℒ = � 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

∞

0

+ 𝜆𝜆1 �𝑖𝑖(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝑐𝑐(𝑡𝑡)

+ 𝑘𝑘� (𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)
b[i(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)]
𝑦𝑦(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑧𝑧

𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

− 𝑖𝑖(𝑡𝑡) + 𝑐𝑐(𝑡𝑡)

− 𝑘𝑘� (𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)
bi(𝑧𝑧)
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑧𝑧

𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑎𝑎(𝑡𝑡)

�

+ 𝜆𝜆2 �𝑏𝑏� 𝑖𝑖(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
− 𝑦𝑦(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)�

− 𝜆𝜆2 �𝑏𝑏� 𝑖𝑖(𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
− 𝑦𝑦(𝑡𝑡)��𝑑𝑑𝑑𝑑 

(4.12) 

Die Anwendung der Variationstechnik führt zu dem Umstand, dass je zweimal die 

Lagrangemultiplikatoren in der Gleichung stehen. Im nächsten Schritt werden die Lagrange-

Terme so weit wie möglich zusammengefasst: 

𝛿𝛿ℒ = � 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

∞

0

+ 𝜆𝜆1 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) + 𝑘𝑘� (𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)
b[i(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)]
𝑦𝑦(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑧𝑧

𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

− 𝑘𝑘� (𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)
bi(𝑧𝑧)
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑧𝑧

𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑎𝑎(𝑡𝑡)

�

+ 𝜆𝜆2 �𝑏𝑏� 𝑖𝑖(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
− 𝑦𝑦(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

− 𝑏𝑏� 𝑖𝑖(𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
+ 𝑦𝑦(𝑡𝑡)�� 𝑑𝑑𝑑𝑑 

(4.13) 
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Die in den eckigen Klammern zusammengefassten Lagrange-Terme lassen sich etwas 

vereinfachen, so dass sich folgende reduzierte Gleichung formulieren lässt: 

𝛿𝛿ℒ = � 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

∞

0

+ 𝜆𝜆1 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) + 𝑘𝑘� (𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)
b[i(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)]
𝑦𝑦(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑧𝑧

𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

− 𝑘𝑘� (𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)
bi(𝑧𝑧)
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑧𝑧

𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑎𝑎(𝑡𝑡)

�

+ 𝜆𝜆2 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) + 𝑏𝑏� 𝑖𝑖(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

− 𝑏𝑏� 𝑖𝑖(𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
�� 𝑑𝑑𝑑𝑑 

(4.14) 

Zur weiteren Vereinfachung der Lagrangegleichung wird im Folgenden eine Approximation 

vorgenommen. Die vorliegenden Riemann-Integrale (Riemann 1867) innerhalb der Lagrange-

Terme lassen sich wie folgt annähernd darstellen: 

� (𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)
bi(𝑧𝑧)
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑧𝑧

𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑎𝑎(𝑡𝑡)

= �𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
bi�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) + 𝑜𝑜�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)� (4.15) 

� 𝑖𝑖(𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
= 𝑖𝑖�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) + 𝑜𝑜�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)� (4.16) 
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Die letzten Terme beginnend mit 𝑜𝑜 in den Gleichungen (4.15) und (4.16) beschreiben den 

Abstand zur ursprünglichen Gleichung. Eingesetzt in (4.14) führen die Termumformungen zu: 

𝛿𝛿ℒ = � 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

∞

0

+ 𝜆𝜆1 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) + 𝑘𝑘� (𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)
b[i(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)]
𝑦𝑦(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑧𝑧

𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

− 𝑘𝑘��𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
bi�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) + 𝑜𝑜�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)���

+ 𝜆𝜆2 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) + 𝑏𝑏� 𝑖𝑖(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

− 𝑏𝑏 �𝑖𝑖�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) + 𝑜𝑜�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)����𝑑𝑑𝑑𝑑 

(4.17) 

Durch die Vernachlässigung der kleinen Abweichung 𝑜𝑜�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)� in den folgenden Schritten 

wird wohlwissend in Kauf genommen, dass lediglich eine approximierte optimale Lösung 

berechnet werden kann. Die folgende approximierte Gleichung wird somit aus (4.17) 

abgeleitet: 

𝛿𝛿ℒ ≈� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

∞

0

+ 𝜆𝜆1 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) + 𝑘𝑘� (𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)
b[i(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)]
𝑦𝑦(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑧𝑧

𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

− 𝑘𝑘��𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
bi�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)��

+ 𝜆𝜆2 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) + 𝑏𝑏� 𝑖𝑖(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

− 𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)��𝑑𝑑𝑑𝑑 

(4.18) 

 

 - 95 - 
 



Hier kann wieder eine Vereinfachung der Approximation vorgenommen werden: 

𝛿𝛿ℒ ≈� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

∞

0

+ 𝜆𝜆1 �𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝑘𝑘��𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
bi�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)��

+ 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟𝑘𝑘� (𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)
b[i(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)]
𝑦𝑦(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑑𝑑𝑧𝑧

𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)

�

+ 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟𝜆𝜆2 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)�

+ 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟𝜆𝜆2 � 𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑑𝑑 

(4.19) 

Der folgende Schritt wird unter der Anwendung des Satzes von Fubini vorgenommen (Fubini 

1958). Das Ziel ist, die Integralgrenzen zu vertauschen, so dass der Inhalt des inneren 

Integrals in das äußere geschrieben werden kann und vice versa. Die Konstante k wird hier 

nicht berücksichtigt, da diese nicht von der Zeit abhängt. Durch die Neuanordnung lassen 

sich weitere Vereinfachungen innerhalb der Gleichung vornehmen. Der Nenner des ersten 

Integrals wird herausgelöst. Dies ist möglich, da dieser nicht von z abhängig ist, sondern von 

t. Vorab wird gezeigt, wie sich die Anwendung vom Satz von Fubini, losgelöst von der 

restlichen Gleichung, auf die relevanten Integrale auswirkt. 

�
𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑦𝑦(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
� (𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)b[i(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)]𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

0

= � (𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)b[i(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)]�
𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑦𝑦(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑎𝑎−1 (𝑧𝑧)

𝑧𝑧

∞

0
 

(4.20) 

� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 � 𝑖𝑖(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧) 𝑑𝑑𝑧𝑧
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

0
= � 𝑖𝑖(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡

𝑎𝑎−1 (𝑧𝑧)

𝑧𝑧

∞

0
 (4.21) 
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Der Übertrag von (4.20) und (4.21) in Gleichung (4.19) führt zu folgender approximierten 

Gleichung: 

𝛿𝛿ℒ ≈� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

∞

0

+ 𝜆𝜆1 �𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝑘𝑘��𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
bi�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)��

+ (𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)b[i(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)]𝑘𝑘�
𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑦𝑦(𝑢𝑢) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑢𝑢

𝑎𝑎−1 (𝑡𝑡)

𝑡𝑡

�         

+ 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟𝜆𝜆2 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)�           

+ �𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)�� 𝜆𝜆2𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑎𝑎−1(𝑡𝑡)

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑 

(4.22) 

Der vorherige Schritt führt zu folgenden Vereinfachungen innerhalb von (4.22), die Aufgrund 

der Komplexität in Einzelschritten dargestellt werden: 

𝛿𝛿ℒ ≈� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) + 𝜆𝜆1𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝑘𝑘��𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
bi�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)��

∞

0

+ 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟𝜆𝜆2 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)�           

+ 𝜆𝜆1(𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)b[i(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)]𝑘𝑘�
𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑦𝑦(𝑢𝑢) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑢𝑢

𝑎𝑎−1 (𝑡𝑡)

𝑡𝑡

     

+ �𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)�� 𝜆𝜆2𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑎𝑎−1(𝑡𝑡)

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑 

(4.23) 
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Der Diskontierungsfaktor wird aus allen Termen herausgezogen und vor die geschweifte 

Klammer gestellt.40  

𝛿𝛿ℒ ≈� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) + 𝜆𝜆1 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝑘𝑘��𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
bi�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)��

∞

0

+ 𝜆𝜆2 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)��

+ 𝜆𝜆1(𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)b[i(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)]𝑘𝑘�
𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑦𝑦(𝑢𝑢) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑢𝑢

𝑎𝑎−1 (𝑡𝑡)

𝑡𝑡

+ �𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)�� 𝜆𝜆2𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑎𝑎−1(𝑡𝑡)

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑 

(4.24) 

Im folgenden Schritt wird die Reihenfolge der Terme verändert. 

𝛿𝛿ℒ ≈� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) + 𝜆𝜆2 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)�

∞

0

+ 𝜆𝜆1 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝑘𝑘��𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
bi�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)���

+ 𝜆𝜆1(𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)b[i(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)]𝑘𝑘�
𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑦𝑦(𝑢𝑢) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑢𝑢

𝑎𝑎−1 (𝑡𝑡)

𝑡𝑡

     

+ �𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)�� 𝜆𝜆2𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑎𝑎−1(𝑡𝑡)

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑 

(4.25) 

 

 

 

 

 

40 In Rot werden die verändernden Stellen von Formel zu Formel hervorgeheben. Dies erleichtert hier, 
wie auch im Anhang die Lesbarkeit der Umformungen. 
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Der zweite Term in der geschweiften Klammer wird ausmultipliziert. 

𝛿𝛿ℒ ≈� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) + 𝜆𝜆2𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝜆𝜆2𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

∞

0

+ 𝜆𝜆1 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝑘𝑘��𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
bi�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)���   

+ 𝜆𝜆1(𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)b[i(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)]𝑘𝑘�
𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑦𝑦(𝑢𝑢) + 𝛿𝛿𝑦𝑦(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑢𝑢

𝑎𝑎−1 (𝑡𝑡)

𝑡𝑡

     

+ �𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)�� 𝜆𝜆2𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑎𝑎−1(𝑡𝑡)

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑 

(4.26) 

Die ersten beiden Terme in der geschweiften Klammer werden zusammengefasst. 

𝛿𝛿ℒ ≈� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 �(1 + 𝜆𝜆2)𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝜆𝜆2𝑏𝑏𝑖𝑖�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

∞

0

+ 𝜆𝜆1 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝑘𝑘��𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
bi�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)���  

+ 𝜆𝜆1(𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)b[i(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)]𝑘𝑘�
𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑦𝑦(𝑢𝑢) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑢𝑢

𝑎𝑎−1 (𝑡𝑡)

𝑡𝑡

     

+ �𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)�� 𝜆𝜆2𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑎𝑎−1(𝑡𝑡)

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑 

(4.27) 

Bestimmung von 𝜆𝜆2 

1 + 𝜆𝜆2 = 0 (4.28) 

−1 = 𝜆𝜆2 (4.29) 
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Bestimmung von 𝜆𝜆1: 

−𝜆𝜆2𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) + 𝜆𝜆1 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝑘𝑘��𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
bi�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)�� = 0 (4.30) 

𝜆𝜆1 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝑘𝑘��𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
bi�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)�� = 𝜆𝜆2𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) (4.31) 

𝜆𝜆1 �𝛿𝛿𝑖𝑖(𝑡𝑡) − 𝑘𝑘 ��𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
bi�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
𝑦𝑦(𝑡𝑡) 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)��

𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
= 𝜆𝜆2 

(4.32) 

𝜆𝜆1𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝜆𝜆1𝑘𝑘 ��𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
bi�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
𝑦𝑦(𝑡𝑡) 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)�

𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
= 𝜆𝜆2 

(4.33) 

𝜆𝜆1𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝜆𝜆1𝑘𝑘�𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
bi�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
𝑦𝑦(𝑡𝑡) 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
= 𝜆𝜆2 (4.34) 

𝜆𝜆1𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

−
𝜆𝜆1𝑘𝑘�𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�

bi�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
𝑦𝑦(𝑡𝑡) 𝛿𝛿𝑎𝑎(𝑡𝑡)

𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
= 𝜆𝜆2 (4.35) 

𝜆𝜆1𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

−
𝜆𝜆1𝑘𝑘�𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�

𝑦𝑦(𝑡𝑡)
= 𝜆𝜆2 (4.36) 

𝜆𝜆1 �
𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
−
𝑘𝑘�𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�

𝑦𝑦(𝑡𝑡)
� = 𝜆𝜆2 (4.37) 

𝜆𝜆1 =
𝜆𝜆2

� 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

−
𝑘𝑘�𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�

𝑦𝑦(𝑡𝑡) �
 

(4.38) 

Die Gleichungen (4.29) und (4.38) werden dual (adjoint) equations der vorliegenden 

Problemstellung (4.1)-(4.3) genannt. Im nächsten Schritt werden 𝜆𝜆1 und 𝜆𝜆2 in Gleichung 

(4.27) substituiert. Das besondere an der vorherigen Vorgehensweis ist die freie Wählbarkeit 

der Lagrange-Multiplikatoren. Dies hat zur Folge, dass Terme aus der Basisgleichung 

eliminiert werden können. Auch an dieser Stelle wird um der Komplexität Rechnung zu 

tragen, ein übersichtliches schrittweises Verfahren bemüht. 
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Einsetzen von 𝜆𝜆2 = −1 in Gleichung (4.27) führt zu 

𝛿𝛿ℒ ≈� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 �(1 − 1)𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝜆𝜆2𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

∞

0

+ 𝜆𝜆1 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝑘𝑘��𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
bi�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)���

+ 𝜆𝜆1(𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)b[i(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)]𝑘𝑘�
𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑦𝑦(𝑢𝑢) + 𝛿𝛿𝑦𝑦(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑢𝑢

𝑎𝑎−1 (𝑡𝑡)

𝑡𝑡

     

+ �𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)�� −1 ∗ 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑎𝑎−1(𝑡𝑡)

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑 

(4.39) 

Das 𝜆𝜆2 des zweiten Terms in der geschweiften Klammer wird absichtlich nicht substituiert, 

da hinsichtlich späterer Substitutionen die Übersicht gewahrt bleiben soll. Die Substitutionen 

in (4.39) wirken sich wie folgt aus 

𝛿𝛿ℒ ≈� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 �−𝜆𝜆2𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

∞

0

+ 𝜆𝜆1 �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝑘𝑘��𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
bi�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)���

+ 𝜆𝜆1(𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)b[i(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)]𝑘𝑘�
𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑦𝑦(𝑢𝑢) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑢𝑢

𝑎𝑎−1 (𝑡𝑡)

𝑡𝑡

− �𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)�� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑎𝑎−1(𝑡𝑡)

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑 

(4.40) 
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Als nächstes wird 𝜆𝜆1 substituiert und die Gleichung ohne weitere Eliminationen dargestellt. 

𝛿𝛿ℒ ≈

⌡
⎮
⎮
⎮
⌠

𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

−𝜆𝜆2𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) +
𝜆𝜆2

� 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

−
𝑘𝑘�𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�

𝑦𝑦(𝑡𝑡) �

∞

0

∗ �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝑘𝑘��𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
bi�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�
𝑦𝑦(𝑡𝑡)

𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)��

⎭
⎪
⎬

⎪
⎫

+
𝜆𝜆2

� 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

−
𝑘𝑘�𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�

𝑦𝑦(𝑡𝑡) �
(𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)b[i(𝑡𝑡)

+ 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)]𝑘𝑘�
𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑦𝑦(𝑢𝑢) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑢𝑢

𝑎𝑎−1 (𝑡𝑡)

𝑡𝑡

− �𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)�� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑎𝑎−1(𝑡𝑡)

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑 

(4.41) 

Wiederum dem Umstand geschuldet, dass 𝜆𝜆1 frei gewählt werden kann, ist es möglich die 

Gleichung (4.39) zu reduzieren. 

𝛿𝛿ℒ ≈

⌡
⎮
⎮
⎮
⌠

𝜆𝜆2

� 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

−
𝑘𝑘�𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�

𝑦𝑦(𝑡𝑡) �
(𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)b[i(𝑡𝑡)

∞

0

+ 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)]𝑘𝑘�
𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑦𝑦(𝑢𝑢) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑢𝑢

𝑎𝑎−1 (𝑡𝑡)

𝑡𝑡

− �𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)�� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑎𝑎−1(𝑡𝑡)

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑 

(4.42) 
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In der nun deutlich verkürzten Gleichung im Vergleich zu (4.27) steht im ersten Term noch 𝜆𝜆2, 

diese Variable ist nachträglich zu substituieren. 

𝛿𝛿ℒ ≈

⌡
⎮
⎮
⎮
⌠

−1

� 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

−
𝑘𝑘�𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�

𝑦𝑦(𝑡𝑡) �
(𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)b[i(𝑡𝑡)

∞

0

+ 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)]𝑘𝑘�
𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑦𝑦(𝑢𝑢) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑢𝑢

𝑎𝑎−1 (𝑡𝑡)

𝑡𝑡

− �𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)�� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑎𝑎−1(𝑡𝑡)

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑 

(4.43) 

Gleichung (4.43) widerfährt im nächsten Schritt noch einige geringfügige 

Termumformungen. 

𝛿𝛿ℒ ≈

⌡
⎮
⎮
⎮
⌠

−
(𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)b[i(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)]

� 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

−
𝑘𝑘�𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�

𝑦𝑦(𝑡𝑡) �
𝑘𝑘�

𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑢𝑢

𝑦𝑦(𝑢𝑢) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑢𝑢

𝑎𝑎−1 (𝑡𝑡)

𝑡𝑡

∞

0

− �𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)�� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑎𝑎−1(𝑡𝑡)

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑 

(4.44) 

In dem einfachen Beispiel (4.10) ist lediglich die grundsätzliche Idee hinter der 

Variationstechnik beschrieben. Auf den vorliegenden konkreten Fall lässt sich (4.44) wie folgt 

formulieren. 

𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝐼𝐼(𝑖𝑖 + 𝛿𝛿𝛿𝛿) − 𝐼𝐼(𝑖𝑖)

=

⌡
⎮
⎮
⎮
⌠

−
(𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)b[i(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)]

� 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

−
𝑘𝑘�𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�

𝑦𝑦(𝑡𝑡) �
𝑘𝑘�

𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑦𝑦(𝑢𝑢) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑢𝑢

𝑎𝑎−1 (𝑡𝑡)

𝑡𝑡

∞

0

− �𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)�� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑎𝑎−1(𝑡𝑡)

𝑡𝑡
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑜𝑜(||𝛿𝛿𝛿𝛿||²) 

(4.45) 

Der Zusatz 𝑜𝑜 ��|𝛿𝛿𝛿𝛿|�2�am Ende der Gleichung entspricht den zu vernachlässigenden 

Approximationsungenauigkeiten.  
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4.2.3 Bestimmung der Extremwertbedingungen 

Der Inhalt des äußeren Integrals wird im Nachgang auf Extremwertbedingungen untersucht. 

Um einer verbesserten Übersicht Rechnung zu tragen wird 𝐼𝐼′ wie folgt definiert 

𝐼𝐼′(𝑡𝑡) = −
(𝑡𝑡 − 𝑧𝑧)b[i(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)]

� 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
𝑏𝑏𝑏𝑏�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

−
𝑘𝑘�𝑡𝑡 − 𝑎𝑎(𝑡𝑡)�

𝑦𝑦(𝑡𝑡) �
𝑘𝑘�

𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑦𝑦(𝑢𝑢) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑢𝑢)𝑑𝑑𝑢𝑢

𝑎𝑎−1 (𝑡𝑡)

𝑡𝑡

− �𝑏𝑏𝑏𝑏(𝑧𝑧) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑧𝑧)�� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑑𝑑𝑢𝑢
𝑎𝑎−1(𝑡𝑡)

𝑡𝑡
 

(4.46) 

Die optimale Lösung der vorliegenden Fragestellung lautet 𝑖𝑖∗, sofern es einen Wert dafür 

gibt. Damit die Funktion 𝑖𝑖∗(𝑡𝑡) eine Lösung für die Problemstellung sein kann, sind folgende 

Bedingungen für die Variable zu berücksichtigen 

𝐼𝐼′(𝑡𝑡) ≡ 0 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 𝑖𝑖∗(𝑡𝑡) = 0 

𝐼𝐼′(𝑡𝑡) ≥ 0 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 𝑖𝑖∗(𝑡𝑡) = 𝑦𝑦(𝑡𝑡) 

𝐼𝐼′(𝑡𝑡) ≥ 0 𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤𝑤 0 < 𝑖𝑖∗(𝑡𝑡) < 𝑦𝑦(𝑡𝑡), 𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇) 
(4.47) 

Der Fall 𝑖𝑖∗(𝑡𝑡) > 𝑦𝑦(𝑡𝑡) schließt sich aufgrund der zweiten Definitionen (4.3) aus. Die 

Bedingungen leiten sich von der allgemeinen notwendigen Extrembedingung 𝛿𝛿𝛿𝛿 =

𝐼𝐼(𝑖𝑖∗ + 𝛿𝛿𝛿𝛿) − 𝐼𝐼(𝑖𝑖∗) ≥ 0 für jede denkbare Variation von 𝛿𝛿𝛿𝛿 ab.  
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5 Quantitative Investitionsanalyse in Abhängigkeit der 

Energieintensität 

In dem vorliegenden Kapitel werden die Ergebnisse aus der energiewirtschaftlichen Analyse 

aus Kapitel 2 und der mathematischen Herleitung des VC-Modells aus Kapitel 4.2 

zusammengeführt. Mit Hilfe einer Berechnungsroutine werden die herausgearbeiteten 

Parameterwerte aus der Analyse in das mathematische Modell eingefügt. Im Kapitel 5.1 wird 

im Allgemeinen dargelegt, was bei der Verwendung von Modellen und Simulationen zu 

berücksichtigen ist. Im darauf folgenden Kapitel wird die Optimierungssoftware und der 

verwendete Solver für die vorliegende Fragestellung vorgestellt. Im Kapitel 5.3 wird eine 

quantitative Investitionsanalyse bei unterschiedlichen Kostenanteilen in Abhängigkeit der 

Energieintensität vorgenommen. Aus dieser geht hervor, welchen Gewinnvorteil 

energieintensive Industrien gegenüber kleinen- und mittelständischen Unternehmen haben 

bei gleichem Herstellungsverfahren. 

5.1 Modellierung und Simulation im Allgemeinen 

Bevor vertieft auf die computergestützte Modelloptimierung eingegangen wird, sind noch 

einige Begriffe zu definieren und somit voneinander Abzugrenzen. Modelle bilden in 

vereinfachter Form vorhandene reale Systeme nach. Üblicherweise gelangen Ströme, 

Mengen etc. in das System hinein, interagieren dort und als Ergebnis ist der Output zu 

beobachten (Oberkampf und Roy 2010) Abbildung 18). 
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Abbildung 18: System als Einheit 
Quelle: Eigene Darstellung 

Die Überführung eines Systems in ein Modell geht laut Stachowiak (2013) mit einer 

abstrakten Darstellung dessen einher. Folglich werden nicht alle Einflussfaktoren 

berücksichtigt, jedoch müssen verwendete Inputdaten so genau, wie nur möglich modelliert 

werden. Eine weitere zwingende Voraussetzung eines Modells ist die Beibehaltung von Sinn, 

Umfang und Zweck der anschließenden Simulation. 

Die Simulation wird in Rose und März (2010) definiert als „Durchführung von Experimenten“ 

anhand eines Modells. Indem verschiedene Systemvarianten angewendet werden, soll dem 

Entscheider eine unterstützende Leistungsbewertung in einem komplexen oder 

komplizierten Umfeld ermöglicht werden.41 Eine Diversität von optimalen 

Simulationsergebnissen wird entweder durch die Hinzunahme von weiteren 

Parametergrenzen bzw. Einschränkungen erzeugt und führen zu anderen Extremwerten, die 

den vorherigen entsprechen können, aber nicht müssen. 

5.2 Solver 

Das entwickelte Optimierungsmodell aus Kapitel 4.2 wurde in Matlab® implementiert und 

zur Optimierung wurde die Funktion fmincon verwendet, die zum einen sehr genaue und 

zum anderen sehr zügig die durch den Computer berechneten Optima liefert (Geiger und 

Kanzow 2002). Die Funktion sucht in einem vorgegeben Umfeld ein Minimum unter der 

41 Weitere Details dazu sind der VDI Richtlinie 3633 Blatt 1:2014-12 zu entnehmen.  

Input 
 

SYSTEM Output 
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Verwendung von einer oder mehreren nichtlinearen Funktionen, die darüber hinaus 

Nebenbedingungen beinhalten können. Durch den Befehl fmincon wird versucht durch 

sukzessive Veränderungen der Kontrollvariable, hier die Investitionen, das Optimum, hier der 

Barwert, zu generieren. Dieser optimale Wert führt unter Umständen zu lokalen Maxima, so 

dass diese nicht zwingend dem globalen Maximum entsprechen müssen. Im Weiteren 

detaillierter, aber hier schon eindringlich darauf hingewiesen, wird auf ein bestimmtes 

Abbruchkriterium. Ändert sich der optimale Barwert für die jeweilige Periode nur noch 

unwesentlich, dann stoppt der Solver die Berechnung. Der berechnete Wert konvergiert wird 

als Optimum ausgegeben, obwohl eine infinitesimale Veränderung zu einem minimal 

besseren Ergebnis führen würde (Gerdes et al. 2013; Floudas et al. 1989; Srinivas und Patnaik 

1994). In dem vorliegenden Modell handelt es sich beim Input um Investitionsbeträge, für 

die eine Genauigkeit von zwei Nachkommastellen ausreichend ist. 

Für den Solver selbst müssen verschiedene Startparameter festgelegt werden. Die zu 

berücksichtigenden Parameter werden direkt in der Syntax hinterlegt und müssen zusätzlich 

definiert werden. Zuerst wird die gesamte Syntax angegeben und im Nachgang die 

definierten Werte erläutert. 

[i, present_value(z)]=fmincon(@(i) obj_function_Diss(i), i0, A, B, 
Aeq, Beq, LB, UB, @(i) nonlcon_Diss(i), options) 

5.2.1 Startbedingungen für den Solver fmincon 

Die links vom Gleichheitszeichen in der eckigen Klammer angegeben Werte sind zum einen 

die Kontrollvariable/Funktion i, im vorliegenden Fall die Investitionen, und der zu 

optimierende Zielwert present_value(z), der Barwert der Periode z. Rechts vom 

Gleichheitszeichen wird zuerst der vorgegebene Solver benannt, fmincon. Die weiteren 

Parameter werden aufgrund der Übersichtlichkeit in einzelnen Absätzen dargestellt. 

@(i) 

Hiermit wird die verwendete Funktion benannt, die in der vorliegenden Arbeit als 

Kontrollvariable dient. 

obj_function_Diss(i) 
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Der Verweis auf die Zielfunktion und darin hinterlegten Berechnungsfolgen. 

i0 

Gibt den Startwert von i an, von dem aus der optimale Wert der Kontrollvariable gesucht 

wird, die letztendlich zum optimalen Extremwert (present_value bzw. Barwert) führt. Da 

es sich hier um Investitionen und somit um Geldbeträge handelt, wird der Wert auf 0 

festgelegt. 

A 

Diese Variable steht für eine Matrix, mit der eine lineare Ungleichheitsbedingung hinterlegt 

werden kann (nicht verwendet). 

B 

Dieses Eingabeargument steht für einen linearen Ungleichheitsvektor, mit dem A 

multipliziert wird (nicht verwendet).  

Aeq 

Diese Matrix kann für eine lineare Gleichheitsbedingung genutzt werden (nicht verwendet). 

Beq 

Dieser Vektor dient als linearer Multiplikator von Aeq (nicht verwendet). 

LB 

Dieser Array/Vektor gibt die Untergrenze für die Kontrollvariable an. Dieser wurde auf 0 

gesetzt, da keine negativen Investitionen zugelassen werden. 

UB 

Dieser Array/Vektor gibt die Obergrenze für die Kontrollvariable an. Die Obergrenze ist auf 

inf eingestellt, so dass keine Beschränkung für den Solver vorgegeben wird. Diese Annahme 

ist recht unrealistisch, da Unternehmen entweder sich selbst Budgetrestriktionen für 

Investitionen setzen, oder nicht unendlich viel Kapital zur Verfügung steht. Daher ist im Code 

ein Zusatz eingefügt, so dass eine für jede Periode gleichbleibende Obergrenze festgelegt 

werden kann. 
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@(i) nonlcon_Diss(i) 

Mit diesem Eingabeargument wird auf die nichtlineare Nebenbedingungsfunktion verwiesen. 

In dieser Funktion werden zum einen die Ungleichheitsbedingung mit cc und zum anderen 

die Gleichheitsbedingung mit ceq bestimmt.  

options 

Anhand diesem Eingabeargument können weitere Optionen festgelegt werden, sollten diese 

nicht dem voreingestellten Standartwert entsprechen. In der vorliegenden Arbeit sind hierzu 

einige Anpassungen vorgenommen worden. 

5.2.2 Solveroptionen fmincon 

Die einzelnen Options-Parameter für den Solver werden in den folgenden Absätzen erläutert.  

options = optimoptions ('fmincon', 'Algorithm', 'sqp', 'Display', 

'iter-detailed', 'MaxFunctionEvaluations', 100000, 'MaxIterations', 

2000, 'FunctionTolerance', 1e-100) 

Das Verfahren zur Eingabe der Werte läuft für alle Parameter gleich ab. Erst wird der Name 

des zu bestimmenden Parameters genannt und anschließend der entsprechende Wert. Im 

Allgemeinen lässt sich die Syntax wie folgt beschreiben: 

options = optimoptions(SolverName,Name,Value) 

SolverName 

Als erstes muss die Funktion angegeben werden, für den die Optionen bzw. die 

Rahmenparameter eingestellt werden sollen. In dem vorliegenden Fall lautet dieser 

fmincon. 

Algorithm 

Hier wird festgelegt welche Optimierungsmethode fmincon verwenden soll. Zur Auswahl 

stehen folgende Möglichkeiten: 'active-set', 'sqp', 'sqp-legacy', 'trust-region-

reflective', 'interior-point'. Letztere Möglichkeit entspricht dem Standartwert. 

Aufgrund der in der Literatur hervorgehobenen hohen Zuverlässigkeit (Geiger und Kanzow 

2002) bei restringierten Fragestellungen der Optimierung wird sqp verwendet. SQP steht für 

sequential quadratic programming. Weitere ausführliche Details sind in Nocedal und Wright 

(2006) nachzulesen. 
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Display 

An dieser Stelle wird festgelegt, in welcher Detailtiefe die einzelnen Iterationsstufen 

dargestellt werden wollen. Diese reicht von off, keine Darstellung, über notify, Ausgabe 

bei nichtkonvergierenden Werten, iter, jeder Iterationsschritt wird dargestellt, bis hin zu 

final, es wird nur zum Ende der Berechnung eine Ausgabe der Iterationen ausgegeben. 

Letztere Option ist der Standartwert. Bis auf off lässt sich die Darstellungstiefe erweitern, 

indem der Zusatz –detailed hinzugefügt wird, so dass zusätzlich zu den Iterationsschritten 

der Grund zur Beendigung des Suchalgorithmuses angegeben wird. Beispielsweise kann der 

Solver keinen extremeren Wert unter Berücksichtigung der angegeben Toleranzgrenze 

finden. 

MaxFunctionEvaluations 

Dieser Wert gibt lediglich die Anzahl der Auswertungen der Zielfunktion je Iterationsschritt 

an. Wird dieser Wert erreicht oder eine andere Abbruchbedingung wird erfüllt, dann stoppt 

der Algorithmus. In diesem Fall ist der Wert auf 100.000 eingestellt worden. 

MaxIterations 

Mit diesem Parameter wird die maximale Anzahl an Iterationsschritten vorgegeben. Für die 

vorliegende Fragestellung ist der Wert auf maximal 2.000 eingestellt worden. Bei Erreichung 

der Obergrenze wird abgebrochen. 

FunctionTolerance 

Der Algorithmus wird so lange ausgeführt, so lange die Zielfunktion durch veränderte 

Startwerte einen Wert ausgibt, der sich mehr als der angegebene Toleranzbereich verändert. 

Der Algorithmus ist so eingestellt, dass bei kleinen Veränderungen der die Suche nach einem 

optimaleren Wert abgebrochen wird. Der hier festgelegte Wert beträgt 1e-100. 

5.3 Quantitative Analyse des Barwerts in Abhängigkeit der Energieintensität 

(Basismodell) 

Es gibt verschiedene Einflussfaktoren zur Berechnung des VC-Modells, die in Kapitel 4.2 

ausführlich erläutert werden. Für die Optimierung werden diese auf folgende Werte 

festgelegt: 

Die Anzahl an Durchläufen, das den simulierten Jahren entspricht, wird auf 10 festgelegt. 

Daher entspricht a=10. 
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Der Investmentfaktor b kann als Rentabilitätszahl verstanden werden. Hier ist b=2, so dass 

jede investierte GE ihren Ertrag verdoppelt. 

Der Kostenfaktor k beinhaltet jegliche Kosten und Abschreibungen. Dieser Satz ändert sich 

in Abhängigkeit der Unternehmensgröße (vgl. Anhang A.4 Übersicht der Energienebenkosten 

nach Unternehmensgröße). Für die Abschreibung und den sonstigen Kosten ist der Wert auf 

k=0,3 festgesetzt. Um das Verhältnis der unterschiedlichen Energiekosten zu 

berücksichtigen wird deren relativer Unterschied mit 0,01 multipliziert und zu den sonstigen 

Kosten (k) hinzuaddiert. 

- Für Kleinstunternehmen ergibt das einen Wert für k von 0,765. 

- Für Kleinunternehmen ergibt das einen Wert für k von 0,730. 

- Für Unternehmen des Mittelstands ergibt das einen Wert für k von 0,394. 

- Für energieintensive Unternehmen ergibt das einen Wert für k von 0,312. 

Der Zinssatz beträgt r=0,20. 

Der fmincon-Solver ist so eingestellt, dass dieser ein Minimum sucht. In der vorliegenden 

Arbeit wird der größtmögliche diskontierte Barwert gesucht, welcher ein positiver Wert ist. 

Daher ist der Zielwert, present_value mit einem negativen Vorzeichen in der Routine 

versehen. In der Auswertung der Ergebnisse wird der Barwert wiederum positiv ausgegeben. 

5.3.1 Berechnungsergebnisse 

Mit den eingestellten Parametern erzeugt der Solver für jede Größenklasse eine 

Übersichtstabelle mit folgenden Spalten und Zeilen: 

 

Tabelle 12: Blanko-Investitionsplan als Ergebnis aus der Matlab-Routine 
Quelle: Eigene Darstellung 

Tabelle 12 zeigt die Spalten an, die von Matlab anhand des Kommandozeilencodes 

ausgegeben werden. In der ersten Spalte steht „Run“. Dies entspricht der Jahre, in denen die 

jeweilige Optimierung vorgenommen wird. Wie bereits dargelegt, beträgt der Zeithorizont 

10 Jahre. Als nächstes werden die Investition der jeweiligen Jahre in der Tabelle „Investment“ 

Run Investment Earnings Expenses Average Age Present value
1
2

…
9

10
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dargestellt. Diese sind Ausgangspunkt der Berechnung und vom Solver innerhalb der 

festgelegten Grenzen frei gewählt (Kontrollvariable). Der Solver hat sich festgelegt, dass 

unter den gegeben Variablen, dieser Wert zum besten Ergebnis führt. In der nächsten Spalte 

stehen die Erträge (Earnings) die sich aus den Investitionen ergeben. Darauf folgen in der 

vierten Spalte die Ausgaben, die ebenfalls von den Investitionen abhängen. Das gewichtete 

Durchschnittsalter des Maschinenparks, in Spalte fünf, spiegelt die Investitionen in 

Abhängigkeit ihres Alters. In der letzten Spalte werden die Nettoerträge auf den 

Startzeitpunkt diskontiert, um einen vergleichbaren Barwert auszuweisen (Present_Value). 

5.3.2 Vorüberlegungen zu den Ergebnissen 

Bei der Berechnung der Ergebnisse ist zu berücksichtigen, dass es zwei gegenläufige 

Richtungen gibt, die den Barwert beeinflussen. Zum einen entstehen immer höhere Kosten, 

je älter der Maschinenpark wird. Zum anderen werden zeitlich spätere Investments stärker 

kontinuierlich diskontiert. Daher ist eine Aussage auf Basis einer linearen Interpretation nicht 

möglich. 

Aus betriebswirtschaftlicher Sicht ist anzunehmen, dass niedrige Kosten zu hohen 

Investitionen führen. Die Annahme leitet sich aus dem Verständnis ab, dass die Summe der 

Erträge die Investitionen übersteigen muss und niedrige Kosten somit zu einem höheren 

Nettoergebnis führen als hohe. Jedoch können die gegenläufigen Ströme in dem Modell zu 

einem anderen Ergebnis führen, so dass rationales und optimales Verhalten nicht zum 

gleichen Ergebnis führen muss (Beckert 1996; Maurer 2017). Übertragen auf die hier 

berechneten Größenklassen bedeutet dies aus rationaler Sicht, dass sich die 

Investitionsfreudigkeit in Abhängigkeit der Energiekosten ändert. Konkret, dass bei 

abnehmenden Energiekosten die Investitionen steigen. Der Solver sucht nach optimalen 

Ergebnissen und bezieht somit alle gegeben Informationen mit ein, die lediglich einem 

Bruchteil der Realität entsprechen. 

5.3.3 Darstellung der Investitionspläne in Abhängigkeit der Betriebsgröße 

Durch Veränderung des Kostenfaktors k kann simuliert werden, wie sich der Entscheider 

optimal in Abhängigkeit der Größenklasse und der damit verbundenen 

Unternehmenssituation verhalten sollte. Ein Kleinstunternehmen hat höhere Kosten 

aufgrund der limitierten Möglichkeit der Energiekostenbefreiung (vgl. Kapitel 2.6). Somit 

wird angenommen, dass der Faktor k von 0,3 auf 0,765 steigt. Unter den neuen 

Rahmenbedingungen ändert sich der optimale Investitionsplan, wie folgt: 
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Tabelle 13: Investitionsplan eines Kleinstunternehmens 
Quelle: Eigene Darstellung 

Die empfohlene nennenswerte Investitionstätigkeit bei einem Kleinstunternehmen ist auf 

die letzten beiden Jahre beschränkt. Vorher werden lediglich Investitionen bis zu ca. 37 GE 

empfohlen. Die hohen Investitionen im Jahr 9 und 10 führen allerdings wiederum zu kleinen 

Barwertbeträgen, da durch die Ausgaben und der Diskontierung über den Zeitraum wenig 

substanzielles übrig bleibt. Der Barwert summiert sich über die Jahre auf ca. 14.282 GE. 

Das Kleinunternehmen hat gegenüber eines Kleinstunternehmens einen etwas geringeren 

Faktor k in Höhe von 0,730. Die Auswirkungen der Anpassung für das sonst gleiche Modell 

werden in Tabelle 14 aufgeschlüsselt. 

 

Tabelle 14: Investitionsplan eines Kleinunternehmens 
Quelle: Eigene Darstellung 

Die Investitionstätigkeit bei einem Kleinunternehmen schwankt deutlich über die Jahre. Die 

Einnahmen, wie auch die Ausgaben steigen stetig, da ein einmal getätigtes Investment 

dauerhaft die beiden Größen beeinflusst. Das durchschnittliche Alter des Maschinenparks 

steigt in der Spitze auf knapp über 3 Jahre, bleibt die meiste Zeit aber unter 2 Jahren. Der 

Barwert steigt bis auf Jahr 8 stetig und erreicht die höchsten absoluten Zuwächse im Jahr 9 

Run Investment Earnings Expenses Average Age Present value
1 0,19                0,38                0,34                1,00                0,04                
2 0,95                2,28                1,96                1,17                0,21                
3 0,13                2,53                2,12                2,05                0,23                
4 3,27                9,08                8,73                1,57                0,16                
5 13,49              36,05              32,74              1,40                1,22                
6 11,04              58,14              52,53              1,87                1,69                
7 0,35                58,83              64,34              2,84                1,36                
8 37,06              132,94           151,90           2,26                3,83                
9 18.967,39     38.067,73     33.643,14     1,01                731,38           

10 388.229,90   814.527,53   714.462,43   1,05                13.542,34     

Run Investment Earnings Expenses Average Age Present value
1 1,33                   2,65                   2,29                   1,00                0,29                
2 1,09                   4,82                   3,82                   1,55                0,68                
3 23,12                 51,06                 44,48                 1,15                3,61                
4 18,93                 88,91                 72,74                 1,66                7,26                
5 1.939,96           3.968,84           3.442,41           1,04                193,66           
6 7.941,62           19.852,08        16.690,08        1,21                952,38           
7 260,07              20.372,22        16.444,38        2,18                968,59           
8 1,69                   20.375,60        23.623,10        3,18                655,66           
9 2.724.041,79  5.468.459,26  4.743.650,86  1,01                119.810,02   

10 2.230.257,37  9.928.973,98  7.873.941,91  1,56                278.118,35   
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und 10. Insgesamt erwirtschaftet das Unternehmen innerhalb von 10 Jahren einen Barwert 

von 400.711 GE. 

Bei der Anpassung der Simulation auf ein mittleres Unternehmen sinkt der Kostenfaktor im 

Vergleich zu einem Kleinunternehmen weiter. In diesem Fall von k=0,73 auf 0,394. Im 

Nachgang sind die Änderungen der Tabelle 15 zu entnehmen: 

 

Tabelle 15: Investitionsplan eines mittelständigen Unternehmens 
Quelle: Eigene Darstellung 

Das Investment in den jeweiligen Jahren hat eine deutlich geringere Schwankungsbreite als 

bei den kleineren Größenklassen. Die Bandbreite reicht von 0,50 GE im Jahr 1 bis zu ca. 1.602 

GE im Jahr 10. Im Vergleich zu den vorherigen Unternehmen wird im Jahr 2 und 3 relativ viel 

mehr als in den darauf folgenden 3 investiert. Hier ist kein harmonisches Investitionsbild bzw. 

ein Trend zu erkennen. Auch das Durchschnittsalter ist über die Jahre hinweg höher als in 

dem Kleinst- und Kleinunternehmen und beträgt in 8 von 10 Fällen ein Wert über 1,49 Jahre. 

Aufgrund der geringen Investitionsvolumina summiert sich über die Jahre der Barwert auf 

insgesamt 550 GE und ist damit deutlich geringer als bei den vorherigen Simulationen. 

Die letzte Simulation widmet sich dem energieintensiven Unternehmen. Aufgrund der 

weitreichenden Privilegien der Größenklasse in Bezug auf die Energienebenkosten reduziert 

sich der Kostenfaktor k auf 0,312. Tabelle 16 zeigt die Auswertung auf Basis der 

entwickelten Matlab-Routine. 

Run Investment Earnings Expenses Average Age Present value
1 0,50                0,99                0,69                1,00                0,25                
2 12,59              26,18              17,95              1,04                5,52                
3 10,31              46,80              24,88              1,58                12,03              
4 8,44                63,68              35,56              2,16                12,64              
5 6,91                77,50              49,30              2,78                10,38              
6 5,66                88,82              65,54              3,42                7,01                
7 116,71           322,24           240,07           1,94                20,26              
8 477,90           1.278,03        853,03           1,49                85,81              
9 391,27           2.060,57        1.172,34        1,92                146,82           

10 1.601,80        5.264,17        3.419,91        1,75                249,59           
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Tabelle 16: Investitionsplan eines energieintensiven Unternehmens 
Quelle: Eigene Darstellung 

Die Investitionen hier sind ebenfalls wenig einheitlich. Es ist kein klarer Trend der 

Investitionstätigkeit zu erkennen. Die größten Investitionsvolumina werden in den letzten 

beiden Jahren getätigt, bleiben jedoch deutlich hinter denen der beiden kleinsten 

Größenklassen zurück. Das durchschnittliche Alter des Maschinenparks hat eine geringe 

Schwankungsbreite zwischen 1 und 2,86 in der Spitze. Der Barwert summiert sich auf den 

zweitniedrigsten Wert i.H.v. 1.050 GE. 

5.3.4 Ergebnisanalyse und Zwischenfazit 

Bei allen Ergebnistabellen ist zu sehen, dass der Solver mit relativ niedrigen Investments im 

Jahr 1 beginnt. Das liegt insbesondere daran, dass frühe Investments zu hohen 

Instandhaltungskosten bzw. Ertüchtigungsaufwendungen in späteren Jahren führen. Das 

Investment steigt über die verschiedenen Perioden nicht kontinuierlich an, sondern 

widerfährt einer Optimierung von Jahr zu Jahr. Daher gibt es Jahre, in denen weniger 

investiert wird als in dem Jahr zuvor. Beispielhaft ist hier das Jahr 8 des Kleinunternehmens 

zu nennen. Zum Ende der jeweiligen Betrachtungszeiträum schlägt der Solver im Vergleich 

zu den übrigen Investitionsvolumina ein sehr hohes Investmentengagement vor. Erklären 

lässt sich dies durch die Nähe des Planungshorizonts, da nur noch ein Jahr ertüchtigt bzw. 

instandgehalten werden muss. Der Solver berechnet den optimalen Pfad über die jeweiligen 

Jahre/Runs um den höchstmöglichen Barwert zu erreichen. 

In Kapitel 5.3.2 wird bereits Bezug auf den Unterschied zwischen rationales und optimales 

Entscheiden/Verhalten genommen. Aus wirtschaftlicher Sicht wäre eine steigende 

Investitionsfreudigkeit mit abnehmenden Kosten zu erwarten gewesen. Allerdings ist der 

Solver zu einem anderen Ergebnis gekommen. Die kleinen Unternehmensklassen investieren 

Run Investment Earnings Expenses Average Age Present value
1 0,56                1,13                0,74                1,00                0,32                
2 2,77                6,66                3,98                1,17                1,80                
3 11,71              30,07              17,61              1,26                6,84                
4 9,58                49,24              23,17              1,77                11,71              
5 39,48              128,20           73,07              1,68                20,28              
6 32,33              192,86           96,00              2,12                29,17              
7 132,50           457,87           267,60           1,89                46,92              
8 4,31                466,48           212,18           2,86                51,34              
9 2.221,18        4.908,83        3.194,82        1,27                283,32           

10 1.818,54        8.545,92        4.125,35        1,73                598,26           
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in Summe mehr als die Großen, so dass deren Barwert in Summe auch deutlich größer ist. 

Dieses Verhalten ist gemessen an den im Vorhinein festgelegten Parametern das optimale 

Ergebnis, birgt allerdings Raum für weitere Diskussionen, die in Kapitel 6 fortgeführt werden 

sollen. 

5.4 Erweiterungen des Modells 

In Kapitel 5.3 basiert die Optimierung auf deterministischen Werten und einer 

Kontrollvariable. Es besteht allerdings die Möglichkeit das vorliegende Basismodell um 

verschiedene Komponenten zu erweitern. Dies hätte zur Folge, dass die Wirklichkeit noch 

besser abgebildet werden kann und somit dem Entscheider eine noch bessere Unterstützung 

an die Hand gegeben werden kann. Getrennt davon ist eine Optimierung auf Basis von zwei 

Kontrollvariablen zu sehen, die ebenfalls zu neuen Ergebnissen führen wird. 

5.4.1 Limitierte Investitionssummen 

Bereits in Kapitel 5.2.1 ist im Zusammenhang mit der festzulegenden Obergrenze UB im 

Solver angedeutet worden, dass die Kontrollvariable gedeckelt werden kann. Es ist weniger 

realistisch, dass einem Unternehmen unendlich viele Ressourcen zur Verfügung stehen. 

Daher kann hier eine pro Run maximal mögliche Investitionssumme eingetragen werden. 

Diese Obergrenze leitet sich in der Praxis üblicherweise aus Budgetplänen ab. Ebenso ist der 

umgekehrte Fall denkbar, dass es Mindestsummen geben muss, die aufgewendet werden 

müssen. Auch dann ist dies in dem Solver zu vermerken. Die Vorgehensweise zur Einbettung 

des Mindestinvestments entspricht der für die Obergrenze. Es muss lediglich die Untergrenze 

LB vom Wert Null auf eine gewünschte Größe angepasst werden. 

5.4.2 Dynamische Anpassung 

Kostenanpassung 

Das Basismodell geht davon aus, dass die Höhe der Instandhaltung bzw. der Ertüchtigung des 

Maschinenparks vom gewichteten Alter abhängt. Der Kostenfaktor k bleibt allerdings für alle 

Jahre gleich. Aufgrund von Preissteigerungen ist über einen Zeitraum von 10 Jahren davon 

auszugehen, dass dieser Faktor steigt. Die Hinzunahme einer dynamisierten Inflation führt in 

dem Modell zu einem höheren Realitätsgrad. 

In diesem Abschnitt ist ebenfalls auf die bei technischen Produkten übliche Obsoleszenz 

einzugehen. Das Altern von Maschinen ist keinesfalls ein linearer Vorgang und daher macht 

es Sinn, dass neben der Inflation, die Alterungskosten dynamisch abgebildet werden. 
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Effizienzsteigerung 

In dem Basismodell wird davon ausgegangen, dass neue Maschinen genauso effizient sind, 

wie die älteren. Auch hier ist dies nur eine theoretische Annahme, die mit der Realität schwer 

vereinbar ist. Die Praxis zeigt, dass sich technische Produkte kontinuierlich verbessern und 

somit einen höheren Output bei gleichem Input erzeugen. Um diesem Umstand Rechnung zu 

tragen, ist eine dynamische Anpassung des Effizienzfaktors b sinnvoll. 

5.4.3 Stochastische Prozesse 

Stetige Wertveränderung 

Die Einflussfaktoren Effizienz b, Kosten k und Zinsen r sind in der Praxis nicht konstant über 

einen Beobachtungszeitraum von 10 Jahren. Stetige Veränderungen sind daher die Regel. 

Um das Modell in dieser Hinsicht realistischer zu gestalten können für die Faktoren b und k 

stationär stochastische Prozesse (Weißes Rauschen) eingeführt werden. Diese sorgen dafür, 

dass sich der Wert bei jeder Beobachtung leicht vom Erwartungswert ändert. Gründe für die 

Veränderung sind u.a. betriebliche oder klimatische Gründe, die Einfluss auf den 

Herstellungsprozess haben. 

Für die Änderung von Zinsen haben Cox et al. (1985) das nach ihnen benannte Cox-Ingersoll-

Ross-Modell entwickelt. Mit diesem Modell lässt sich die Entwicklung von Zinssätzen auf 

Basis eines Wurzel-Diffusionsprozesses darstellen. 

Zufällige Ausfälle 

Produktionseinheiten können jederzeit kurzfristig oder auch endgültig ausfallen. Vorstellbar 

ist, dass eine 3 Jahre alte Maschine nicht mehr in der Lage ist, ihren Dienst zu verrichten und 

bis zum Ende der laufenden Periode dauert, diese zu reparieren. Die Kosten dafür werden 

mit k abgebildet, allerdings können in der Zwischenzeit keine Erlöse mit dieser 

Produktionseinheit erzielt werden. Mit Hilfe der Weibullverteilung ist es möglich dies in 

einem Optimierungsmodell abzubilden. Dem Thema der zufälligen Ausfälle, kurzfristig oder 

Totalausfall, hat sich intensiv Whitt (1983) gewidmet. 
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6 Fazit 

Rabatte auf Energie sind nach wie vor beliebte Instrumente der Politik. 

Nebenkostenbefreiungen auf Strom sowie Erdgas bilden den Schwerpunkt dieser Arbeit, sind 

aber auch bei weiteren Energieträgern vorzufinden. Im Allgemeinen möchte die deutsche 

Politik seit Jahren mit Rabatten auf Energie indirekt Arbeitsplätze erhalten und schaffen, 

indem sie Investitionsanreize setzt. In der Arbeit wurden die einzelnen 

Nebenkostenpositionen von Strom und Erdgas analysiert. Dabei hat sich gezeigt, dass es für 

nahezu alle untersuchten Steuern und Abgaben Befreiungsmöglichkeiten gibt. Für die 

meisten Positionen bemisst sich die Höhe der zu entrichtenden Nebenkosten nach den 

verbrauchten Energiemengen. Im Allgemeinen lässt sich sagen, dass mit einem Anstieg des 

Verbrauchs die Kosten pro Energieeinheit im Durchschnitt sinken. Um den Zusammenhang 

zwischen den angesprochenen Befreiungen und dem gewünschten Effekt der 

Investitionsfreudigkeit von Unternehmen zu zeigen, wurde ein VC-Modell gewählt. Hier 

diente das Modell von Hritonenko und Yatsenko (2013) als Basis. Für die vorliegende 

Fragestellung musste dieses jedoch zum einen korrigiert und zum anderen modifiziert 

werden. Mit Hilfe einer entwickelten Matlab-Routine konnte näherungsweise gezeigt 

werden, dass Unternehmen mit hohen Energienebenkosten mehr investieren als deren 

Pendant. Dieses Ergebnis ist ökonomisch nicht nachvollziehbar, da in der 

Investitionsrechnung niedrigere Kosten zu höheren Investitionen führen. 

Aus den Ergebnissen der Arbeit kann daher nicht eindeutig abgeleitet werden, ob sich 

Befreiungen von Energienebenkosten als energiepolitisches Instrument eignen. Somit kann 

die Forschungsfrage nicht ausreichend beantwortet werden.  

Die Ursache hat verschiedene Facetten.  

1. Die Matlab-Routine erzeugt ein näherungsweise optimales Ergebnis, das nicht 

zwangsläufig auch das rational Beste ist. Ein möglicher Ansatzpunkt, diesen Umstand 

zu verbessern ist die Wahl eines anderen Solvers. Der in der Arbeit genutzte Solver 

ermittelt das Maximum Jahr für Jahr, ohne den gesamten Berechnungszeitraum zu 

berücksichtigen. Bei einer Optimierung über den gesamten Betrachtungszeitraum 

wäre ein globaler Solver von Vorteil. 

2. Ein weiterer Punkt zur Verbesserung des Modells sind die in den Quellcode 

eingearbeiteten Limits in puncto Investitions-Unter- und -Obergrenzen. Die 

vorliegende Auswertung der einzelnen Unternehmen weist außergewöhnliche 
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Ergebnisse auf. Beispielsweise betragen die Investitionen des Kleinunternehmens im 

Jahr 9 ca. ein Drittel des Umsatzes. Dies wäre eine für sich genommene, spezielle 

Investitionsstrategie, weil das Unternehmen somit ein hohes Risiko eingeht. Zur 

Ermittlung unternehmensspezifischer Investitionsgrenzen ist eine empirische 

Untersuchung der branchenüblichen Investitionsquoten notwendig. 

3. Ein weiterer unberücksichtigter Aspekt im Modell sind die positiven Auswirkungen 

zusätzlicher Investitionen. In dem hier gewählten Sachverhalt bestehen die 

untersuchten Unternehmen bereits. Entschließt sich eines der Unternehmen zu 

Investitionen, führt dies zu einem höheren Gesamtenergieverbrauch. Das wiederum 

führt zu einem positiven Rückkopplungseffekt für den gesamten Standort, weil die 

Energiekosten insgesamt pro Energieeinheit sinken könnten. Dieser Spillover-Effekt 

wäre ebenfalls in ein umfassendes Investitionsmodell einzufügen. 

Eine weiterführende Studie könnte die genannten Erweiterungen aufgreifen und damit einen 

neuen Kenntnisstand zur Beantwortung der Forschungsfrage herbeiführen. Unabhängig 

davon ist eine umfassende Untersuchung der energiepolitischen Maßnahmen in Bezug auf 

ihre Effektivität von gesteigertem Interesse. 

Bei der vorliegenden Studie erweisen sich energieintensive Unternehmen im Vergleich zu 

kleinen Unternehmen und Haushalten als außerordentlich begünstigt. Geringverbraucher 

haben nahezu keine Möglichkeit von Ausnahmeregelungen zu profitieren und zahlen daher 

für den Standortvorteil der Großunternehmen. Dagegen stehen die Argumente, dass zum 

einen diese viele Arbeitsplätze schaffen und zum anderen ohne Vergünstigungen auf Energie 

zukünftig in einem anderen Land investieren würden. Das sind berechtigte Argumente, die 

die Lobbyisten an die politischen Entscheider herantragen. Es wäre allerdings für Politiker 

transparenter, die „echten Energiekosten“ zwischen Deutschland und anderen Ländern zu 

vergleichen. Mit „echten Energiekosten“ sind diejenigen gemeint, die Unternehmen 

tatsächlich pro MWh im Ausland zahlen und in denen gleichwohl die dort geltenden 

Nebenkostenbefreiungen berücksichtigt sind. Diese gibt es nicht nur in Deutschland, sondern 

auch in anderen Ländern. Sollte man zu dem Schluss kommen, dass deutsche Unternehmen 

einen klaren Wettbewerbsvorteil aufgrund der Energierabatte haben und nicht nur zu ihren 

internationalen Konkurrenten gleichgestellt werden, dann ist eine Debatte über deren 

intensivere Beteiligung an den umwelt- und klimapolitischen Zielen der Bundesregierung 

notwendig. Das führt zu einem weiteren Punkt, der über die Grenzen dieser Arbeit 
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hinausgeht: die analysierten Nebenkostenarten weisen bis auf die Ökosteuer keinerlei 

ökologische Lenkungswirkung aus. Die Nebenkostenpositionen haben sich in den Jahren aus 

einer Fülle an Verordnungen und Gesetzen gebildet. Dies führt zu erheblichen Ineffizienzen 

auf Seiten der Verbraucher. Kleine Unternehmen sind mit der Vielzahl an Ausnahmen schlicht 

überfordert und zahlen für Energie, obwohl diese sich, wie im Fall der beschriebenen 

Bäckerei, einen Teil erstatten lassen könnten. Ebenfalls haben sich Wechselwirkungen 

ergeben, die diametral zu den klima- und umweltpolitischen Zielen der Bundesregierung 

stehen. Konkret handelt es sich um den Fall, dass Unternehmen absichtlich mehr Energie 

verbrauchen als nötig, um in den Genuss des Spitzenausgleichs zu kommen oder Befreiungen 

auf die Konzessionsabgaben zu erhalten. 

Energiekostenreduktionen werden teilweise in ihrer ursprünglichen Fassung und Absicht 

angewendet, ohne dass diese im Einklang mit der politischen Ausrichtung der amtierenden 

Bundesregierung stehen. Es werden lediglich für akute Probleme neue 

Nebenkostenpositionen eingeführt oder bestehende modifiziert. Aktuellstes Beispiel ist die 

Neukonzeption der Netzentgeltverordnung. Die steigenden Kosten der Netzanschlüsse von 

Windparks sollen künftig über die Offshore-Netzumlage finanziert werden. Eine Möglichkeit 

zur Befreiung dieser Nebenkostenposition gibt es auch, die auf der einen Seite mit 

umfangreichen Kosteneinsparungen bei den Industrieunternehmen und auf der anderen 

Seite zu Lasten der Haushalte einhergeht. Zukünftige Gesetzgebungsverfahren sollten sich 

die in der vorliegenden Arbeit dargestellte Komplexität der Besteuerung von Energie vor 

Augen führen und es im Sinne der Verständlichkeit vereinfachen. Die meisten 

Großunternehmen haben eigene Abteilungen für den Energieeinkauf, was vor dem 

Hintergrund der beträchtlichen Anzahl an Nebenkostenpositionen und 

Befreiungsmöglichkeiten sinnvoll ist. Für kleinere Unternehmen stehen die Kosten, eine 

solche Abteilung zu unterhalten, in keinem Verhältnis zu dem in Aussicht stehenden Ertrag. 

Branchenverbände informieren ihre Mitglieder im Allgemeinen über die 

Reduktionsmöglichkeiten, können aber kein individuelles Energieoptimierungsmandat 

ersetzen. Abhilfe kann an dieser Stelle ein automatisiertes Berechnungssystem schaffen, das 

die Rabatte für jedes einzelne Unternehmen destilliert und somit in kürzester Zeit die 

Potenziale jedes einzelnen Unternehmens greifbar macht. Allerdings ist das nur der erste 

Schritt, da im Nachgang die Interaktion mit den einzelnen Behörden und Unternehmen 

ansteht, bei denen die Anträge auf Befreiung einzureichen sind. Spätestens an dieser Stelle 

müsste sich beispielsweise ein Handwerksbetrieb die Frage stellen, der die 
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Reduktionsmöglichkeiten für Strom und Erdgas in Eigenregie geltend machen möchte, wofür 

dieser seine Kapazitäten effektiv nutzen möchte. Letztendlich wird dieser seine Arbeitszeit 

eher für einen neuen Kundenauftrag verwenden, als für die Einarbeitung in die Welt der 

Energienebenkosten, der Identifikation von möglichen Potenzialen für den eigenen Betrieb 

und der Umsetzung der Befreiung. Aufgrund dieser nachteiligen Situation sollten sich 

insbesondere kleine Unternehmen hochspezialisierte Kooperationspartner zu Hilfe holen, 

deren Kernkompetenz die Optimierung von Energiekosten ist. Die Globalisierung macht auch 

vor kleinen lokalen und regionalen Unternehmen nicht halt, so dass diese sich bestmöglich 

gegen ihre internationale Konkurrenz aufstellen müssen.
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Anhang 

A – Anhang zu Kapitel 2 

A.1 Berechnung der Bruttowertschöpfung 

Berechnung der BWS (ohne Abzug der Personalkosten für Leiharbeitsverhältnisse; die durch 

vorangegangene Begrenzungsentscheidungen hervorgerufenen Wirkungen bleiben bei der 

Berechnung der Bruttowertschöpfung außer Betracht; Statistischen Bundesamtes, Fachserie 

4, Reihe 4.3, Wiesbaden 2007) 

Gesamtumsatz  

+  Bestandsveränderungen an unfertigen und fertigen Erzeugnissen aus eigener Produktion  

+ Selbsterstellte Anlagen  

= Bruttoproduktionswert (Gesamtleistung) 

Bruttoproduktionswert  

– Materialverbrauch, Einsatz an Handelsware, Kosten für Lohnarbeiten  

= Nettoproduktionswert 

Nettoproduktionswert  

– Sonstige Vorleistungen  

= Bruttowertschöpfung 
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A.2 Übersicht Stromnebenkosten 

 I 
von/

nach 
II 

von/

nach 
III 

von/

nach 
IV 

EEG-Umlage 67,92 € 0% 67,92 € -94% 3,87 € -85% 0,60 € 

Konzessions-

abgabe (Strom) 
1,10 € 0% 1,10 € 

-

100% 
-   € 0% -   € 

Netznutzungs-

entgelt (Strom) 
46,80 € -21% 37,13 € -47% 19,76 € -92% 1,51 € 

Offshore-

Haftungsumlage 
3,70 € 0% 3,70 € -84% 0,60 € -58% 0,25 € 

§19-Umlage 3,70 € 0% 3,70 € -77% 0,85 € -40% 0,51 € 

KWKG 3,45 € 0% 3,45 € -87% 0,46 € -33% 0,30 € 

Gesamt 126,67 € -8% 117,00 € -78% 25,53 € -88% 3,17 € 

 

Tabelle: Aufteilung der Stromnebenkosten in €/MWh und die Veränderung in % für die 

jeweiligen Unternehmensgrößen. 

Legende 

I = Kleinstunternehmen 

II = Kleinunternehmen 

III = Mittelstand 

IV = Energieintensives Unternehmen 
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A.3 Übersicht Erdgasnebenkosten 

 I 
von/

nach 
II 

von/

nach 
III 

von/

nach 
IV 

Konzessions-

abgabe (Gas) 
-   €  1,10 € -100%    

Netznutzungs-

entgelte (Gas) 
-   €  11,36 € -84% 1,77 € -28% 1,27 € 

Gesamt -   €  12,46 € -86% 1,77 € -28% 1,27 € 

 

Tabelle: Aufteilung der Gasnebenkosten in €/MWh und die Veränderung in % für die 

jeweiligen Unternehmensgrößen. 

Legende 

I = Kleinstunternehmen 

II = Kleinunternehmen 

III = Mittelstand 

IV = Energieintensives Unternehmen 
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A.4 Übersicht der Energienebenkosten nach Unternehmensgröße 

 

 

  

Kriterium/Anteil Wert Kriterium/Anteil Wert Kriterium/Anteil Wert Kriterium/Anteil Wert
Allgemeine Angaben
Produzierendes Gewerbe [JA/NEIN] JA JA JA JA
Aufwand RV Arbeitgerber-Anteil 50% 25.000 €             80.000 €             360.000 €          3.000.000 €            
Aufwand RV Arbeitgerber-Anteil 100% -  €                   -  €                   350.000 €                
Umsatz 1.500.000 €       3.000.000 €       42.000.000 €    3.000.000.000 €    

Stromverbrauch gesamt in MWh 60                      473                    20.000              680.000                 
Leistungsspitze (Strom) in MW 0,02                  0,30                  5,00                  84,00                      
Vollaststunden 3.000                1.577                4.000                8.095                      
Bezug befreit aufgrund § 9 (1) StromStG
Begünstigte Prozesse 100% (§9a StromStG) 2.000                453.333                 
Begünstigte Unternehmen (§9b StromStG) JA JA

EEG-Umlage 67,92 €                  4.075,20 €         67,92 €                  32.126,16 €       3,87 €                     77.420,00 €       0,60 €                        407.420 €                
Konzessionsabgabe Strom 1,10 €                     66,00 €               1,10 €                     520,30 €             -  €                       -  €                   -  €                          -  €                         
Netznutzungsentgelt 46,80 €                  2.808,20 €         37,13 €                  17.560,60 €       19,76 €                  395.100,00 €    1,51 €                        1.024.968 €            
Offshore-Haftungsumlage 3,70 €                     222,00 €             3,70 €                     1.750,10 €         0,60 €                     11.960,00 €       0,25 €                        170.360 €                
§19(2) 3,70 €                     222,00 €             3,70 €                     1.750,10 €         0,85 €                     16.900,00 €       0,51 €                        346.900 €                
KWKG 3,45 €                     207,00 €             3,45 €                     1.631,85 €         0,46 €                     9.150,00 €         0,30 €                        207.150 €                
Gesamtbelastung Strom 7.600,40 €         55.339,11 €       510.530,00 €    2.156.798,00 €      
Nebenkosten pro MWh 126,67 €             117,00 €             25,53 €               3,17 €                       
Größenverhältnis der Strom-NK (∑ 100) 46,5                  43,0                  9,4                     1,2                          

Gasverbrauch in MWh -  €                   434                    65.000              500.000                 
Leistungsspitze (Gas) in MW -  €                   0                        10                      73                            
Vollaststunden (Gas) 1.447                6.500                6.849                      
Prozessbezogene Menge i.S. § 51 EnergieStG -  €                   -  €                   50.000              400.000                 
Stromerzeugung nach § 53 EnergieStG -  €                   -  €                   -  €                   -  €                         

Konzessionsabgabe Gas 1,10 €                     477,40 €             -  €                   -  €                         
Netzentgelte (Gas) 11,36 €                  4.930,76 €         1,77 €                     115.355 €          1,27 €                        636.305 €                
Gesamtbelastung Gas 5.408,16 €         115.355 €          636.305 €                
Nebenkosten pro MWh 12,46 €               1,77 €                 1,27 €                       

Energie- und Stromsteuer 1.172,20 €         2.713,17 €         57.455,79 €       531.368,22 €          
Gesamtbelastung Strom 7.600,40 €         55.339,11 €       532.530,00 €    2.156.798,00 €      
Gesamtbelastung Gas 5.408,16 €         115.355,00 €    636.305,00 €          
Belastung gesamt 8.772,60 €         63.460,44 €       705.340,79 €    3.324.471,22 €      

Anteilige Zurechnung der Stromsteuer und der 
Energiesteuer
Stromsteuer 1.172,20 €         1.414,92 €         13.519,01 €       306.212,19 €          
Energiesteuer -  €                   1.298,25 €         43.936,78 €       225.156,02 €          
Strom- bzw. Energiesteuer/MWh 19,54 €               2,99 €                 0,68 €                 0,45 €                       

Informatorisch Informatorisch Informatorisch Informatorisch

Gasnebenkosten Gasnebenkosten Gasnebenkosten Gasnebenkosten

Allgemein Allgemein Allgemein Allgemein

Stromnebenkosten Stromnebenkosten Stromnebenkosten Stromnebenkosten

Gas Gas Gas Gas

I - Kleinstunternehmen II - Kleinunternehmen III - Mittelstand IV - Energieintensives Unternehmen

Strom Strom Strom Strom

 - XVII - 
 



B – Anhang zu Kapitel 4 

Zur Lösung der in dieser Arbeit genutzten Optimierungsmethode orientiert sich an der 

Vorgehensweise von Hritonenko und Yatsenko (2013). Im Speziellen handelt es sich um das 

Kapitel 5.4 „Appendix: Optimal Control in Vintage Capital Models“. Es ist notwendig darauf 

hinzuweisen, dass die Methodik, wie sie im Buch aufgezeigt wird nicht korrekt ist und daher 

hier korrigiert dargestellt wird, um diese dann in Kapitel 4.2.2 auf eine neue Problemstellung 

anzuwenden. Um die Korrekturen einfacher nachzuvollziehen, wird im Folgenden die 

Schreibweise von den genannten Autoren übernommen. Zudem werden lediglich die 

wichtigsten Informationen und Formeln wiedergeben. Weitere Details sind dem Lehrbuch zu 

entnehmen. Aus Gründen der Nachvollziehbarkeit sind veränderte Stellen von Formel zu 

Formel in Rot notiert. 

Die Zielfunktion lautet, maximiere 

𝐼𝐼 = � 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟
∞

0

(𝑄𝑄 − 𝑝𝑝𝑝𝑝)1−𝛾𝛾

1 − 𝛾𝛾
𝑑𝑑𝑑𝑑 (0.1) 

Die Nebenbedingungen lauten 

𝑄𝑄(𝑡𝑡) = � 𝛽𝛽(𝜏𝜏)𝑚𝑚(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
 (0.2) 

𝐿𝐿 = � 𝑚𝑚(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
 (0.3) 

Die Ungleichheitsbedingungen sind gegeben durch 

0 ≤ 𝑚𝑚(𝑡𝑡) ≤ 𝑀𝑀(𝑡𝑡) (0.4) 

𝑎𝑎′(𝑡𝑡) ≥ 0, 𝑎𝑎(𝑡𝑡) < 𝑡𝑡, 𝑡𝑡 ∈ [0,∞), (0.5) 

Sowie den Startbedingungen 

𝑎𝑎(𝑡𝑡0) = 𝑎𝑎0,𝑚𝑚(𝜏𝜏) ≡ 𝑚𝑚0(𝜏𝜏), 𝜏𝜏 ∈ [𝑎𝑎0, 0] (0.6) 

Das hier vorgestellte Unternehmen produziert Waren im Wert von Q. Das Produkt wird mit 

Material m hergestellt und kostet je Einheit p. Somit ergeben sich die Kosten je Zeiteinheit 

p*m. Es kann maximal M(t) an Material verwendet werden (0.4). Durch 𝛾𝛾 kann festgelegt 

werden, ob die Produktionsfunktion positive (𝛾𝛾 > 1), negative (𝛾𝛾 < 1) oder keine (𝛾𝛾 = 1) 

Skaleneffekte berücksichtigt. In diesem Fall sind allerdings Skaleneffekte vorgesehen, da die 

Produktionsfunktion einen Wert von (𝛾𝛾 = 1) nicht zulässt. Mit dem Wert 𝛽𝛽(𝜏𝜏) wird die 

Effizienz eines Produktionsprozesses (z.B. Maschine) aus einem bestimmten Jahrgangs 𝜏𝜏 

wiedergegeben. Der Jahrgang, in dem die älteste Produktionseinheit installiert worden ist, 
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wird mit a(t) bezeichnet. Der periodische Verbrauch einer Schlüsselressource ist L. Diese 

Ressource kann verschiedene Formen, wie z.B. Energie, Land, Mitarbeiter o.ä. annehmen. 

Zuletzt ist noch der Diskontierungssatz r zu nennen, um zum einen eine Zeitpräferenz für den 

Entscheider zu erzeugen und zum anderen die zeitliche Vergleichbarkeit der Entscheidungen 

herzustellen. Letzteres wird schließlich mit dem Nettobarwert ausgedrückt. 

Das Modell sieht vor, dass kein neues Kapital erzeugt. Stattdessen wird von den Erlösen am 

Markt ein Teil p*m für Investitionen aufgewendet. Es wird weiterhin angenommen, dass die 

Schlüsselresource konstant ist. Die Funktionen für 𝛽𝛽,𝑝𝑝 und M sind kontinuierlich 

differenzierbar. Die Funktion 𝑚𝑚0 ist stückweise kontinuierlich. Zudem gilt, dass 𝛽𝛽,𝑝𝑝,𝑚𝑚0 und 

M positiv sind sowie die obigen Bedingungen (0.2)-(0.6) zum Zeitpunkt 𝑡𝑡 = 0 erfüllen. Um 

dieses Optimierungsproblem zu lösen wird die allgemeine Variationstechnik zur Herleitung 

der Extrembedingungen angewendet. 

Die unabhängige Variable lautet m(t). Die abhängigen Variablen sind a(t) und Q(t). Da die 

Bedingung (0.5) für a(t) gilt, kann das vorliegende Optimierungsproblem nicht mit dem 

Standardoptimierungsverfahren nach Pontrjagin gelöst werden.  

Um die Problemstellung zu lösen wird die Variationstechnik mit Störgrößen (variational 

(perturbation) technique) sowie die Methode der Lagrange Multiplikatoren angewendet. Im 

ersten Schritt wird die unabhängige Kontrollvariable m(t) um eine kleinen Wert 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) 

erweitert. Dadurch ergibt sich der Term 𝑚𝑚 + 𝛿𝛿𝛿𝛿. Diese Veränderung führt zu einer neuen 

Zustandspfad des Optimierungsproblems, so das gilt 𝑎𝑎 + 𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑄𝑄 + 𝛿𝛿𝛿𝛿. 

Aus dieser Vorgehensweise ergibt sich folgende Gleichung 

𝐼𝐼 = 𝐼𝐼(𝑚𝑚 + 𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑎𝑎 + 𝛿𝛿𝛿𝛿,𝑄𝑄 + 𝛿𝛿𝛿𝛿) − 𝐼𝐼(𝑚𝑚,𝑎𝑎,𝑄𝑄) (0.7) 

Im zweiten Schritt wird zuerst die Lagrange-Gleichung aufgestellt. Die notwendigen 

Langrange-Multiplikatoren 𝜆𝜆1(𝑡𝑡) für Nebenbedingung (0.2) und 𝜆𝜆2(𝑡𝑡) für Nebenbedingung 

(0.3), bilden zusammen mit dem Zielfunktional (0.1) die Lagrange-Gleichung 

ℒ = � 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟
∞

0
�

(𝑄𝑄 − 𝑝𝑝𝑝𝑝)1−𝛾𝛾

1 − 𝛾𝛾
+ 𝜆𝜆1 �𝑄𝑄 − � 𝛽𝛽(𝜏𝜏)𝑚𝑚(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
�

+ 𝜆𝜆2 �𝐿𝐿 − � 𝑚𝑚(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝜏𝜏
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
�� 𝑑𝑑𝑑𝑑 

(0.8) 
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Im dritten Schritt werden die beiden Techniken (Variationstechnik mit Störgröße und 

Lagrange-Methode) miteinander verbunden. Folgende Formel macht die Vorgehensweise 

anschaulich 

𝛿𝛿ℒ = ℒ(𝑚𝑚 + 𝛿𝛿𝑚𝑚) − ℒ(𝑚𝑚) =

= � 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟
∞

0
�

(𝑄𝑄 + 𝛿𝛿𝛿𝛿 − 𝑝𝑝(𝑚𝑚 + 𝛿𝛿𝛿𝛿))1−𝛾𝛾

1 − 𝛾𝛾
−

(𝑄𝑄 − 𝑝𝑝𝑝𝑝)1−𝛾𝛾

1 − 𝛾𝛾

+ 𝜆𝜆1(𝑡𝑡) �𝑄𝑄 + 𝛿𝛿𝛿𝛿 − � 𝛽𝛽(𝜏𝜏)�𝑚𝑚(𝜏𝜏) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝜏𝜏)�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
�

− 𝜆𝜆1(𝑡𝑡) �𝑄𝑄 − � 𝛽𝛽(𝜏𝜏)𝑚𝑚(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
�

+ 𝜆𝜆2(𝑡𝑡) �𝐿𝐿 − � �𝑚𝑚(𝜏𝜏) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝜏𝜏)�𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
�

− 𝜆𝜆2(𝑡𝑡) �𝐿𝐿 − � 𝑚𝑚(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
�� 𝑑𝑑𝑑𝑑 

(0.9) 

Hier ist die erste notwendige Korrektur ggü. den Ausführungen der zugrunde liegenden 

Methode im Lehrbuch (Hritonenko und Yatsenko 2013). Die öffnende geschweifte Klammer 

muss den Abzinsungsfaktor ausnehmen, so dass alle anderen Terme in die Barwertermittlung 

einbezogen werden. An dieser Stelle ist auf die Grenzen der inneren Integrale einzugehen. 

Die Erweiterung um den Störfaktor 𝛿𝛿 bezieht sich lediglich auf einen sehr kurzen Zeitraum 

von 𝑎𝑎(𝑡𝑡) bis 𝑎𝑎(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡). Daher werden die Integrale aus (0.9) aufgeteilt dargestellt. 

Durch Vereinfachung von (0.9) lässt sich die Lagrangegleichung folgendermaßen darstellen 

𝛿𝛿ℒ = � 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟
∞

0
�

(𝑄𝑄 + 𝛿𝛿𝛿𝛿 − 𝑝𝑝(𝑚𝑚 + 𝛿𝛿𝛿𝛿)1−𝛾𝛾

1 − 𝛾𝛾
−

(𝑄𝑄 − 𝑝𝑝𝑝𝑝)1−𝛾𝛾

1 − 𝛾𝛾

+ 𝜆𝜆1(𝑡𝑡) �𝛿𝛿𝛿𝛿 − � 𝛽𝛽(𝜏𝜏)𝛿𝛿𝛿𝛿(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

−� 𝛽𝛽(𝜏𝜏)𝑚𝑚(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
�

+ 𝜆𝜆2 �−� 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑 − � 𝑚𝑚(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑎𝑎(𝑡𝑡)

𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
�� 𝑑𝑑𝑑𝑑 

(0.10) 
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Der Störfaktor 𝛿𝛿 ist nicht näher bestimmt. Um die Langrangegleichung zu berechnen ist es 

nun notwendig, dass der erste Term innerhalb der geschweiften Klammer näherungsweise 

bestimmt wird. Dies ist möglich unter Anwendung der Taylorentwicklung. Es wird 

angenommen, dass 

𝑥𝑥 = 𝑄𝑄 − 𝑝𝑝𝑝𝑝 (0.11) 

gilt. Für die Taylorentwicklung gilt somit 

(𝑥𝑥 + 𝛿𝛿𝛿𝛿)1−𝛾𝛾

1 − 𝛾𝛾
=

(𝑥𝑥)1−𝛾𝛾

1 − 𝛾𝛾
+ 𝑥𝑥−𝛾𝛾𝛿𝛿𝛿𝛿 + 0(𝛿𝛿𝛿𝛿) (0.12) 

Bevor die Annäherung dargestellt wird, ist an dieser Stelle zu vermerken, dass der letzte Term 

eine Multiplikation mit Null ist. Dies geht aus den Aufzeichnungen der Autoren des Lehrbuchs 

(Hritonenko und Yatsenko 2013) nicht eindeutig hervor. 

Durch Anwendung der Taylor-Entwicklung lässt sich der Erste Teil von (0.9) approximieren. 

(𝑄𝑄 + 𝛿𝛿𝛿𝛿 − 𝑝𝑝(𝑚𝑚 + 𝛿𝛿𝛿𝛿)1−𝛾𝛾

1 − 𝛾𝛾
−

(𝑄𝑄 − 𝑝𝑝𝑝𝑝)1−𝛾𝛾

1 − 𝛾𝛾
≈
𝛿𝛿𝛿𝛿 − 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝
(𝑄𝑄 − 𝑝𝑝𝑝𝑝)𝛾𝛾 (0.13) 

Eine weitere, im Buch nicht genauer erläuterte, Approximation ist gegeben durch 

� 𝛽𝛽(𝜏𝜏)𝑚𝑚(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
= 𝛽𝛽�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝑚𝑚�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) + 𝑜𝑜�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)�. (0.14) 

Auch an dieser Stelle ist auf eine Korrektur des Lehrbuchs hinzuweisen. Eine Approximation 

ist obligatorisch mit einem Näherungszeichen anzugeben. 

Die aufgeführten Approximationen lassen sich zusammenführen, die der Lagrangegleichung 

(0.9) angelehnt ist. Bei der Überführung ist zu beachten, dass sich die unteren 

Integralgrenzen durch die Approximation von 𝑎𝑎(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) zu 𝑎𝑎(𝑡𝑡) ändern. Die Erklärung 

dafür ist, dass der kleine Zeitraum von 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) bei dieser Approximation vernachlässigt werden 

kann. 

𝛿𝛿ℒ ≈ � 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟
∞

0
�
𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡)
(𝑄𝑄(𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡))𝛾𝛾

+ 𝜆𝜆1(𝑡𝑡) �𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) −� 𝛽𝛽(𝜏𝜏)𝛿𝛿𝛿𝛿(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
− 𝛽𝛽�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝑚𝑚�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)�

+ 𝜆𝜆2 �−� 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑 − 𝑚𝑚�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
𝑡𝑡

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
�� 𝑑𝑑𝑑𝑑 

(0.15) 

Im Vergleich zur Gleichung (5.61) im Lehrbuch ergibt durch konsequentes Durchführen der 

einzelnen Rechenoperationen eine anders lautende Approximation. Zuerst wird das 
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Lagrangezeichen von Δ zu 𝐿𝐿 gewechselt, ohne dass es hierfür einen erkennbaren Grund gibt. 

Die öffnende geschweifte Klammer steht nach wie vor nicht hinter dem stetigen 

Diskontfaktor. Die untere Integralgrenze beider Lagrange Multiplikatoren ändert sich 

von 𝑎𝑎(𝑡𝑡) + 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡) zu 𝑎𝑎(𝑡𝑡). Zudem wird keine Approximation des letzten Terms angegeben. 

Diese heißt 

� 𝑚𝑚(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎(𝑡𝑡)+𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)

𝑎𝑎(𝑡𝑡)
≈ 𝑚𝑚�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡). (0.16) 

Die Variable 𝜏𝜏 gibt einen bestimmten Jahrgang z.B. eines Prozesses an. Der Term 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝜏𝜏) 

beschreibt somit eine kleine Abweichung vom Materialverbrauch eines Prozesses aus dem 

Jahrgang 𝜏𝜏. Ist 𝜏𝜏 kleiner oder gleich 0, ist kein Material verbraucht worden. Demnach 

gilt 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝜏𝜏) ≡ 0. Diese Bedingung wird bei der Weiterentwicklung von (0.15) berücksichtigt. 

� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟
∞

0
� 𝛽𝛽(𝜏𝜏)𝛿𝛿𝛿𝛿(𝜏𝜏)𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑 =
𝑡𝑡

max (𝑎𝑎(𝑡𝑡),0)
� 𝛽𝛽(𝜏𝜏)𝛿𝛿𝛿𝛿(𝜏𝜏)� 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟

𝑎𝑎−1(𝜏𝜏)

𝜏𝜏
𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑

∞

0
 (0.17) 

An dieser Stelle wurde der Satz von Fubini angewendet, der besagt, dass Zweifach-Integrale 

vertauschbar sind. Die Besonderheit liegt hier auf der Anordnung von 𝑑𝑑𝑑𝑑 bzw. 𝑑𝑑𝑑𝑑. Letzteres 

bezieht sich nach der Anwendung auf das innere Integral und vice versa. Die Grenzen des 

inneren Integrals müssen bei dieser Umformung angepasst werden, so dass die 

Untergrenze 𝜏𝜏 und die Obergrenze 𝑎𝑎−1(𝜏𝜏) beträgt. Die Obergrenze ist die Inverse von 𝑎𝑎(𝑡𝑡). 

Durch Anwendung von (0.16) und (0.17) kann (0.15) wie folgt umformuliert werden: 

𝛿𝛿ℒ ≈ � 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟
∞

0
��

1
�𝑄𝑄(𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡)�𝛾𝛾

+ 𝜆𝜆1(𝑡𝑡)� 𝛿𝛿𝑄𝑄(𝑡𝑡)

− �𝜆𝜆1(𝑡𝑡)𝛽𝛽�𝑎𝑎(𝑡𝑡)� + 𝜆𝜆2(𝑡𝑡)�𝑚𝑚�𝑎𝑎(𝑡𝑡)�𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)�

− � 
𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟𝑝𝑝(𝑡𝑡)

�𝑄𝑄(𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡)�𝛾𝛾

− 𝛽𝛽(𝑡𝑡)� 𝜆𝜆1(𝑢𝑢)𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑 +
𝑎𝑎−1(𝑡𝑡)

𝑡𝑡
� 𝜆𝜆2(𝑢𝑢)𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟𝑑𝑑𝑑𝑑
𝑎𝑎−1(𝑡𝑡)

𝑡𝑡
� 𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)𝑑𝑑𝑑𝑑 

(0.18) 
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Die Vorteile der Lagrange-Multiplikatoren-Methoden liegen in der freien Wählbarkeit von 𝜆𝜆1 

und 𝜆𝜆2. Somit ist der Inhalt der ersten eckigen Klammer von (0.18) in einer Gleichung zu 

formulieren, die Null ergibt. 

𝜆𝜆1(𝑡𝑡)𝛽𝛽�𝑎𝑎(𝑡𝑡)� = 𝜆𝜆2(𝑡𝑡) 

−
1

�𝑄𝑄(𝑡𝑡) − 𝑝𝑝𝑝𝑝(𝑡𝑡)�𝛾𝛾
= 𝜆𝜆1(𝑡𝑡) 

 

(0.19) 

Die Gleichungen in (0.19) werden Lagrange-Gleichungen des Optimierungsproblems 

genannt. Im Mittelpunkt stehen hierbei die Lagrange-Multiplikatoren 𝜆𝜆1 und 𝜆𝜆2. In diesem 

Fall gibt es eine eindeutige Lösung. Werden die Lagrange-Multiplikatoren substituiert, so 

lässt sich (0.9) neu formulieren als 

𝛿𝛿𝛿𝛿 = 𝐼𝐼(𝑚𝑚 + 𝛿𝛿𝛿𝛿) − 𝐼𝐼(𝑚𝑚) = � 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟𝐼𝐼′(𝑡𝑡)𝛿𝛿𝛿𝛿(𝑡𝑡)
∞

0
𝑑𝑑𝑑𝑑 + 0(�|𝛿𝛿𝛿𝛿|�2) (0.20) 

Für 𝐼𝐼′ steht 

𝐼𝐼′(𝑡𝑡) = � 𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟
𝛽𝛽(𝑡𝑡) − 𝛽𝛽(𝑎𝑎(𝑢𝑢))

�𝑄𝑄(𝑢𝑢) − 𝑝𝑝(𝑢𝑢)𝑚𝑚(𝑡𝑡)�𝛾𝛾
𝑑𝑑𝑑𝑑 −  

𝑒𝑒−𝑟𝑟𝑟𝑟𝑝𝑝(𝑡𝑡)

�𝑄𝑄(𝑡𝑡) − 𝑝𝑝(𝑡𝑡)𝑚𝑚(𝑡𝑡)�𝛾𝛾
𝑎𝑎−1(𝑡𝑡)

𝑡𝑡
. (0.21) 

Diese Funktion ist der Gradient des Funktionals von 𝐼𝐼 in 𝑚𝑚 oder das funktionale Derivat 

(Frechét derivative) des Funktionals ℒ von 𝑚𝑚. 

Die Extrembedingungen des Optimierungsproblems werden im Folgenden dargestellt. Die 

optimale Lösung für das Optimierungsproblem lautet 𝑚𝑚∗, sofern dieses eine Lösung sein 

kann. Folgende Bedingungen gelten für 𝐼𝐼′(𝑡𝑡), wenn 𝑚𝑚∗ folgende Form annimmt 

𝐼𝐼′(𝑡𝑡) ≤ 0 wenn 𝑚𝑚∗(𝑡𝑡) = 0, 

𝐼𝐼′(𝑡𝑡) ≥ 0 wenn 𝑚𝑚∗(𝑡𝑡) = 𝑀𝑀(𝑡𝑡), 

𝐼𝐼′(𝑡𝑡) ≡ wenn 0 < 𝑚𝑚∗(𝑡𝑡) < 𝑀𝑀(𝑡𝑡), 𝑡𝑡 ∈ [0,𝑇𝑇). 

(0.22) 
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C – Anhang zu Kapitel 5 

Matlab Code zur Berechnung des optimalen Investitionsplans 

%% Formulate and solve NLP 
a=10;          %Age of oldest machine 
tableA=zeros(a,6); 
i0=0;                                                                                                                                                                                                      
%initial guess (starting point for iterations) 
Hilfsmatrix=zeros(a,1); 
  
for z=1:1:a 
  LB = zeros(z,1);    %vector with lower bounds 
  UB = inf(z,1);     %vector with upper bounds 
%  UB = 10000*ones(z,1);  %vector with upper bounds limited at 10000 
€ or $ per period 
  
  Hilfsmatrix(z,:)=(z); 
  Hilfsmatrix=sort(Hilfsmatrix,1,'descend'); 
  setappdata(0,'Hilfsmatrixvalue',Hilfsmatrix); 
   
   
  A = [];       % No linear inequality constraints 
  B = []; 
  Aeq = [];      %No linear equality contraints 
  Beq = []; 
  
  b=1.5;       %investment factor, should be bigger than 1 
  k=0.3;       %cost factor 
  r=0.20;       %interest rate 
  t=a+1; 
  
  options = optimoptions('fmincon','Algorithm','sqp', 
'Display','iter-detailed',... 
  
'MaxFunctionEvaluations',100000,'MaxIterations',2000,'FunctionTolera
nce', 1e-100);   
  
  iterationString = ['Iteration #',int2str(z)]; 
  disp(iterationString) 
  
    setappdata(0,'avalue',a);  %transfer of the variable a//Age of 
oldest machine 
    setappdata(0,'bvalue',b);  %transfer of the variable 
b//investment factor, should be bigger than 1 
    setappdata(0,'kvalue',k);  %transfer of the variable k//cost 
factor 
    setappdata(0,'rvalue',r);  %transfer of the variable r//interest 
rate  
    setappdata(0,'tvalue',t);  %transfer of the variable t//time 
frame 
    setappdata(0,'zvalue',z);  %transfer of the variable z//year of 
investment 
    setappdata(0,'tableAvalue',tableA);  %transfer of the variable 
z//year of investment 
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    [i, present_value(z)]=fmincon(@(i) obj_function_Diss(i), i0, A, 
B, Aeq, Beq, LB, UB, @(i) nonlcon_Diss(i), options); 
  
    while (z<a) 
   
        i0 = [0,i0]; 
        setappdata(0,'i0value',i0); %initial guess (starting  

  point for iterations) 
       break 
    end 
   WAV = getappdata(0,'WAVvalue');   
   weighted_average_age = getappdata(0,'weighted_average_agevalue'); 
   y = getappdata(0,'yvalue'); 
   c = getappdata(0,'cvalue'); 
    
   yearly_pv=[present_value,0];   
   yearly_pv = getappdata(0,'yearly_pvvalue'); 
    
   tableA(z,:)=[z i(z) y(z) c(z) weighted_average_age(z) 
abs(yearly_pv(z))]; 
   Tabelle=array2table(tableA,'VariableNames', {'Run' 'Investment' 
'Earnings' 'Expenses' 'Average_Age' 'Present_Value'}); 
   disp(Tabelle) 
    
   setappdata(0,'tableAvalue',tableA); 
end 
 

function present_value = obj_function_Diss(i) 
  
b = getappdata(0,'bvalue'); 
k = getappdata(0,'kvalue'); 
r = getappdata(0,'rvalue'); 
z = getappdata(0,'zvalue'); 
% t = getappdata(0,'tvalue'); 
% a = getappdata(0,'avalue'); 
  
cum_present_value = 0; %variable to cummulate the present value 
  
  
if z==1 
   
  WAV=i; %WAV=weighted average value 
  weighted_average_age=WAV/i; 
  setappdata(0,'weighted_average_agevalue',weighted_average_age); 
  setappdata(0,'WAVvalue',WAV); 
  
  c(z)=i(z)+k*WAV; 
  y(z)=0+b*i; 
  
  present_value(z) = -((y-c)*exp(z*r*(-1))); 
  
  yearly_pv(z)=present_value(z); 
  setappdata(0,'yearly_pvvalue',yearly_pv); 
  
  cum_present_value=cum_present_value+present_value(z); 

 - XXV - 
 



  present_value=cum_present_value; 
  setappdata(0,'yvalue',y); 
  setappdata(0,'cvalue',c); 
  
else 
  Hilfsmatrix = getappdata(0,'Hilfsmatrixvalue'); 
  tableA = getappdata(0,'tableAvalue'); 
  y = getappdata(0,'yvalue'); 
     
  investment=tableA(:,2);   
  WAV=investment'*Hilfsmatrix+i(z)*1; %WAV=weighted average value 
  weighted_average_age(z)=WAV/(sum(investment)+i(z)); 
   
   
  setappdata(0,'weighted_average_agevalue',weighted_average_age); 
  setappdata(0,'WAVvalue',WAV); 
  
  c(z)=i(z)+k*WAV; 
  y(z)=i(z)*b+b*sum(investment); 
   
  present_value(z) = -((y(z)-c(z))*exp(z*r*(-1))); 
  
  yearly_pv(z)=present_value(z); 
  setappdata(0,'yearly_pvvalue',yearly_pv); 
  setappdata(0,'cvalue',c); 
  
  cum_present_value=cum_present_value+present_value(z); 
  present_value=cum_present_value; 
   
end 
setappdata(0,'yvalue',y); 
 
 
 
function [cc, ceq] = nonlcon_Diss(i) 
  
z = getappdata(0,'zvalue'); 
b = getappdata(0,'bvalue'); 
k = getappdata(0,'kvalue'); 
% t = getappdata(0,'tvalue'); 
WAV = getappdata(0,'WAVvalue'); 
tableA = getappdata(0,'tableAvalue'); 
investment=tableA(:,2); 
   
c=i(z)+k*WAV; 
y=b*sum(investment)+i(z)*b; 
  
ceq(1)=i(z)-c+k*WAV; 
ceq(2)=b*sum(investment)+i(z)*b-y; 
  
cc=[]; 
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