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Kapitel 1

Einfithrung

1.1 Thema und Aufbau der Arbeit

In der vorliegenden Arbeit wird die Stromdichteverteilung im Inneren von mehreren geraden
parallelen Leitern mit rechteckigem Querschnitt nach Abklingen der transienten Einschalt-
vorgédnge untersucht. Die Querschnittsabmessungen der Leiter sind dabei sehr klein im Ver-
gleich zur Léngsausdehnung der Anordnung. Die Untersuchung beschrankt sich auf den in
der Praxis meist vorliegenden Fall, daf3 die Rédnder der Leiterquerschnitte parallel zueinander

verlaufen.

Die feldbestimmenden Gleichungen werden in Kapitel 2 aus den MAXWELL’schen Gleichungen
hergeleitet. Unter Verwendung eines geeigneten Vektorpotentials fiir den nichtleitenden Au-
Benraum und unter Beachtung des Verhaltens dieses Potentials an Grenzflichen zu leitfahigem
Material wird eine Randintegralgleichung fiir das Vektorpotential im Innenraum der Lei-
ter entwickelt. Abweichend vom bisher angewendeten Vorgehen geschieht die Kopplung der

Losungsansétze in Innen- und Auflenraum iiber die Normalableitung des Vektorpotentials.

Die Kernfunktion der Randintegralgleichung wird in Kapitel 3 untersucht. Kapitel 4 liefert
einen Reihenansatz fiir das Vektorpotential im Innenraum eines Leiters. Diese Ergebnisse
erlauben es, die Randintegralgleichung auf das definierte Leitersystem anzuwenden und in
Kapitel 5 in ein lineares Gleichungssystem zu iiberfithren, welches die Bestimmung der ge-

suchten Reihenglieder ermdoglicht.
Die analytische Auswertung der auftretenden Randintegrale erfolgt in Kapitel 6.

Die resultierenden ortsverdnderlichen Stromdichteverteilungen werden numerisch berechnet;
die Ergebnisse werden in Kapitel 7 graphisch dargestellt und mit Losungen verglichen, die

unter Zuhilfenahme kommerzieller Feldberechnungsprogramme erstellt wurden.
Kapitel 8 liefert eine Zusammenfassung.

Der gewahlte Losungsweg ist in Abbildung 1 schematisch dargestellt.
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Abbildung 1: Schematische Darstellung des gewéhlten Losungsweges

1.2 Bedeutung der untersuchten Problemstellung

Stromschienen mit rechteckigem Querschnitt sind in Starkstromanlagen sehr gebrauchlich,
wobei die technische Bedeutung solcher Schienen besonders daran erkennbar ist, dafi diese

Problemstellung bereits sehr frith - 1927 - mefitechnisch untersucht wurde [41].

Bei Wechselstrom tritt eine inhomogene Verteilung der in die Leiter eingepréigten Gesamt-
strome iiber die Leiterquerschnitte auf, die als Stromverdréngung bezeichnet wird. Im Ver-
gleich zu Leitern mit homogener Stromverteilung fithrt dies zu einer — teilweise deutlichen —
Erhohung der Verlustleistung. In Systemen aus mehreren Leitern hat dieser Effekt wegen der
Verschiebung der Stromschwerpunkte zudem erhohte Kréfte zwischen den Leitern zur Folge.
Dartiber hinaus wird der Leiterquerschnitt aufgrund der im Innengebiet deutlich kleineren
Stromdichten schlechter ausgenutzt. Wihrend die auftretenden Kréfte zu einer erhthten me-
chanischen Beanspruchung der Stromschienen fiithren, entstehen durch die erhéhten Verluste
sogenannte ,, Heiflstellen“ , in denen sich das Material der Leiter besonders stark erwéirmt. Die-
ser Effekt erfahrt in der Hochstromtechnik besondere Aufmerksamkeit. Daher enthélt diese
Arbeit auch eine Untersuchung von Drehstromsystemen, wie sie in Energieversorgungsanla-

gen {iblich sind.



Da der Entwurf eines Energieversorgungsystems aufler den Sicherheitsaspekten auch die Ko-
sten mafigeblich beriicksichtigen muf, ist eine genaue Untersuchung der verwendeten Leiter
notig. Hierbei ist als wichtigster Belastungsfall neben dem Verhalten beim Ein- oder Ausschal-
ten der Versorgung der in dieser Arbeit untersuchte Dauerbetrieb bei Nennlast aufzufiihren.
Fine geeignete Modellierung der Leitung erlaubt eine rechnergestiitzte Simulation des Betrie-

bes und tragt zur Kldarung der Betriebsverhéltnisse bei.

Der gewihlte Losungsweg ist ein Beitrag zur Analyse von Energieversorgungsanlagen im
eingeschwungenen Zustand. Die Arbeit hat das Ziel, eine Losung unter vollstdndigem Ver-
zicht auf Ndherungsverfahren zu erarbeiten und diese mit weiteren, numerisch gewonnenen
Losungen zu vergleichen. Sie erlangt zusétzliche praktische Bedeutung dadurch, dafl in be-
sonders kritischen Bereichen der Leiter besonders genaue Ergebnisse erzielt werden. Daher
konnen die im folgenden prisentierten Ergebnisse zur Gewinnung von Referenzlsungen fiir

allgemeinere numerische Verfahren dienen.

1.3 Abgrenzung zu anderen Losungsmethoden

Die Berechnung der Stromverteilung innerhalb von wechselstromdurchflossenen Massivleitern
fallt in die Kategorie der Wirbelstromprobleme, die seitens der Wissenschaft seit langer Zeit
intensiv erforscht werden. Im Laufe der letzten Jahrzehnte ist dabei eine Vielzahl von For-
mulierungen sowohl fiir zwei- als auch fiir dreidimensionale Probleme aufgestellt worden. Die
verwendeten Losungsansétze orientieren sich dabei an der Geometrie der Anordnungen und an
den gesetzten Untersuchungsschwerpunkten. Ein Verfahren, welches fiir alle Anwendungsfille
optimal ist, wurde bisher nicht gefunden, obwohl die Methode der Finiten Elemente unter
Verwendung eines geometrischen Formalismus, der auf primalen und dualen Gittern beruht,
wie sie in der Methode der Finiten Integration (FIT) Verwendung finden, sich offensichtlich zu
einer kanonischen Formulierung fiir niedrige Frequenzen entwickelt. Weitere Methoden um-
fassen die Methode der Finiten Integration (WEILAND, [48], [50]), die Cell-Methode (TONTI,
[46]), die Randelementemethode (Boundary Element Methode bzw. BEM, z.B. [15]), die Mo-
mentenmethode (HARRINGTON, [22], [23]) und die Methode der Finiten Differenzen (FD).
Die folgende Abbildung 2 gibt einen Uberblick; ein vertiefter Vergleich der existierenden
Methoden findet sich in [27].
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Abbildung 2: Darstellung des allgemeinen Losungsweges

Der Schwerpunkt der Forschungsaktivitdten hat sich seit etwa 1980 von den zuerst favori-
sierten analytischen Verfahren weg zu Losungsverfahren verschoben, die Feld- und Potential-
probleme unter Verwendung geeigneter Gittervernetzungen der Problemgeometrie numerisch
l6sen. Mit diesen Methoden ist es inzwischen moglich, transiente 3D-Wirbelstromprobleme
zu losen (z.B. [4], [6], [14], [49]) oder nichtlineare Materialeigenschaften mit in Betracht zu
ziehen (z.B. [5], [7],[42]). Die analytischen Methoden haben sich seit dem Erscheinen von [44]
kaum fortentwickelt, da sie nur fiir relativ einfache Geometrien zu Losungen fithren ([25],
[33]) oder letztlich doch auf Niaherungsmethoden zuriickgreifen (z.B. auf die diskrete Fou-

RIERtransformation [19]). Sie dienen daher vornehmlich als Referenzlgsungen fiir numerische

Verfahren (z.B. [31], [32], [45]).




Kapitel 2

Grundlegende Gleichungen

2.1 Aufgabenstellung

2.1.1 Geometrie und Materialeigenschaften der Leiteranordnung

Gegenstand der Untersuchung ist ein System aus N parallelen Leitern, die in Richtung ihrer
Achsen ndherungsweise als unendlich ausgedehnt betrachtet werden. Alle Leiter weisen recht-
eckige Querschnitte auf, deren Randabschnitte parallel zu denen der anderen Leiter gerichtet

sind.

Zur Beschreibung der Leiter wird ein kartesisches Koordinatensystem so eingefiihrt, dafl die
Randabschnitte aller Leiter parallel zur & bzw. y-Achse des Koordinatensystems liegen. Die

z-Achse verlduft parallel zu den Achsen der Leiter.

Die Querschnittsfliche des Leiters ¢ wird mit €;, ihre Berandung mit C; = 9€; bezeichnet. Sie
hat die Ausdehnung a; in Richtung der z- und b; in Richtung der y-Achse. Die Abmessungen
der Leiter unterscheiden sich im allgemeinen voneinander. Die Lage der linken unteren Ecke
des i-ten Leiters in der Ebene wird durch den Vektor 7y, = €,xq; + €yyq festgelegt. Zur
Beschreibung der Feldgréflen innerhalb des Leiters wird ein lokales Koordinatensystem x;, y;

eingefiihrt, dessen Ursprung sich bei 7; befindet.
Der Aufbau der untersuchten Anordnung ist der Abbildung 3 zu entnehmen.

Der Leiter i besteht aus einem linearen, homogenen und isotropen Material mit der Leitfdhig-
keit k; = const # 0 und der Permeabilitéit p;. Der Aulenraum ist nicht leitfihig (k, = 0);
die Permeabilitét betréigt dort p,.

Als erregende Groflen werden Strome zugelassen, die in z-Richtung und flielen und entweder

in die Leiterquerschnitte eingeprigt sind oder durch diinne Leiter gefiihrt werden.
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Abbildung 3: Aufbau der Leiteranordnung

2.1.2 Modellannahmen

Da Ausdehnung der Leiter in Richtung der z-Achse als unendlich angenommen wird, kénnen
samtliche Randeinfliisse vernachlissigt werden und es ist moglich, zur Berechnung der Fel-
der auf das ebene Feldmodells zuriickzugreifen. Dieses Modell stellt eine Vereinfachung dar,
welche die Beschreibung des Problems durch ein zweidimensionales Randwertproblem mit
bekannten Randbedingungen zuléft. Die Losung dieses Problems fithrt zu Ergebnissen, die
sich ,mit guter Genauigkeit auf Leiteranordnungen in der Praxis iibertragen lassen“ [8, S.3].
Die Losungen, die unter diesen Voraussetzungen gewonnen werden, bilden allerdings gewisse
Anteile des elektrischen Feldes auflerhalb der leitfihigen Gebiete nicht ab.

Fiir das Zeitverhalten der Feldgréflen und Potentiale wird in dieser Arbeit davon ausgegangen,
daf} alle erregenden Stromdichten eine harmonische Zeitabhéangigkeit aufweisen und daf3 alle
aus Schaltvorgéngen herriihrenden Effekte abgeklungen sind. Die Leiteranordnung befindet

sich also im quasistationidren Endzustand.

Bei Erregung durch eingepréigte Strome fester Frequenz breitet sich das Feld in Form einer
Welle von den Leitern weg in den Auflenraum aus. Dies fithrt im allgemeinen dazu, daf} die
Wirkung einer Felddnderungen an entfernten Aufpunkten nur verzégert wahrgenommen wird.

Die maximale Lateralausdehnung der Anordnung und damit auch jeder Abstand zwischen



zwei Leitern wird jedoch im Verhéltnis zur Wellenlénge als so klein angenommen, dafl jede

Anderung einer Feldgrofie instantan im gesamten interessierenden Gebiet wirkt.

Unter diesen Voraussetzungen ist die Vernachldssigung des MAXWELL’schen Verschiebungs-
stroms im Auflenraum mdoglich. Innerhalb der leitfdhigen Gebiete ist die Dichte des Lei-
tungsstrom sehr viel grofler als die des Verschiebungsstromes. Die das Feld beschreibenden
Differentialgleichungen, wie sie im folgenden hergeleitet werden, vereinfachen sich dadurch
betréchtlich.

2.2 Einfithrung der elektrodynamischen Potentiale A und P

Ausgangspunkt der Betrachtungen sind die MAXWELL’schen Gleichungen, die in ihrer diffe-

rentieller Form wie folgt lauten:

0

tE=—-—B 2.1
ro ek (2.1)
R
tH=.J+ =D 2.2
ro + ETad ( )
div D = p, (2.3)
div B = 0. (2.4)

Hierbei bezeichnet E die elektrische Feldstérke, D die elektrische Flufidichte, J die elektrische
Stromdichte, H die magnetische Feldstérke, B die magnetische Flufldichte und p die Dichte

der freien Raumladungen. Alle Gréfen sind vom Ortsvektor # und der Zeit ¢ abhéngig.

Diese Gleichungen werden durch die Materialgleichungen ergénzt, die hier aufgrund der Tat-
sache, dafl weder permanente elektrische Polarisation noch permanente Magnetisierung des

Materials vorliegen, die folgende Form annehmen:

—

D =¢E, J=kE und B =uH. (2.5)

Die hier erscheinenden Materialparameter sind die Dielektrizitdtskonstante ¢, die elektrische

Leitfahigkeit x sowie die magnetische Permeabilitdt pu.

2.2.1 Herleitung der feldbeschreibenden Differentialgleichungen

Samtliche Berechnungen erfolgen — wie in Abschnitt 2.1.2 vorausgesetzt — unter der Voraus-
setzung, dafl die Dichte des MAXWELL’schen Verschiebungsstromes bei der Berechnung der

Felder nicht beriicksichigt werden mu#f.

In diesem Fall kann anstelle des AMPERE’schen Gesetzes (2.2) das Gesetz von OERSTEDT:
rot H = J, (2.6)

verwendet werden.



Aus Gleichung (2.6) erhédlt man durch Divergenzbildung unter Verwendung des aus [28] ent-
nommenen ersten Lemmas von POINCARE, divrot = 0, fiir die fiir leitfihige Gebiete giiltige

Kontinuitétsgleichung der Quasistatik:

div.J = 0. (2.7)

Aufgrund der Tatsache, dal die magnetische Flufidichte Bin Gleichung (2.4) quellenfrei ist,

kann man ein Vektorpotential A einfiihren:
B = rotA. (2.8)

Setzt man diese Definition in die Gleichung (2.6) ein, so erhélt man unter Verwendung von
Gleichung (2.5):

rotrotA = kK. (2.9)

Betrachtet man nun nochmals das Induktionsgesetz (2.1) und setzt dort die Definitions-
gleichung des Vektorpotentials (2.8) ein, so kann man aufgrund des ersten POINCARE’schen
Lemmas rot grad = 0 zur elektrischen Feldstéiirke ein Skalarpotential ® hinzufiigen, ohne die
resultierende magnetische Flufldichte B damit zu &ndern:

rot{E + %/YJr grad @} = 0,

woraus man fiir die elektrische Feldstérke
. 9 -
E = —aA — grad ® (2.10)

ableiten kann.

Allerdings werden die elektrodynamischen Potentiale A und @ durch die Gleichungen (2.8)
und (2.10) nicht vollstéindig festgelegt, da sich die Feldgrofien nicht dndern, wenn der Gradient
einer beliebigen Skalarfunktion ¥ zu A addiert und gleichzeitig die Zeitableitung von ¥ von

® subtrahiert wird. Die neu definierten Potentialfunktionen A’ und ®':

A=A+ gradW und
0

P =0——T
ot

liefern dieselben Ergebnisse fiir B und E.

Die beiden Potentialfunktionen sind nur dann eindeutig, wenn man eine Aussage iiber die
Quellen des Vektorpotentials trifft und geeignete Grenzbedingungen definiert [43]. Im vor-
liegenden Fall der Erregung durch quasistationdre Strome bietet sich die CouL.oMB-Eichung

fiir die Formulierung des Problems an. Es wird daher

divA @ 0 (2.11)

festgelegt.



2.2.2 Ebenes Problem

Die Feldgrofien und Potentiale des zu untersuchenden Problems sind nicht von z abhéngig;
es gilt % = 0. Probleme dieser Art kénnen in zwei Teilprobleme zerlegt werden, die durch
folgende Feldgroflen beschrieben werden:

(1) }zl = €, H, + &,H,, E} = &.F,, 21
(2) Hy=¢€.H,, Ey = e, B, + ey by
Die beiden Teilsysteme sind voneinander entkoppelt. Diese Tatsache 148t sich nachweisen,
indem man Anderungen der Energiedichte in einem beliebigen Volumen 7 untersucht, die
von der elektrischen Feldstédrke eines Systems zusammen mit einer Feldgréfle des anderen
Teilsystems verursacht werden. Wegen

{f (Bv x Hy)ds = {f (B> x f1)ds =0

or or

findet kein Leitungstransport durch die Oberfliche des Volumen statt, und wegen
Ei-Ey=0
wird in dem Volumen keine Leistung in Wérme umgesetzt.

Im hier vorliegenden Fall soll das Feld durch rein z-gerichtete Strome erregt werden, sodaf
auch die elektrische Feldstéirke nur eine z-gerichtete Komponente ausweisen kann. Das in
der zweiten Zeile von Gleichung (2.12) beschriebene Teilsystem wird somit nicht angeregt.
Die nicht auftretenden Komponenten der Felder sowie deren Unabhiingigkeit von z lassen

Schlufolgerungen auch fiir die Potentiale zu.

Da das magnetische Feld keine z-Komponente besitzt, muss das Vektorpotential rein z-

gerichtet sein und darf nicht von = oder y abhéngen [11]:

A=A (z,y,t), A,=A,=0. (2.13)

Durch das Ergebnis fiir das Vektorpotential wird auch die Eichbedingung (2.11) erfiillt.

Ausgehend von Gleichung (2.10) kann man noch eine Aussage zum Skalarpotential treffen.
Der Gradient des Skalarpotentials im Leiterinneren und das Vektorpotential miissen dieselbe
Richtung wie das zugehorige E-Feld besitzen und dieselben Variablenabhéngigkeiten aufwei-
sen. Fiir die einzelnen Komponenten der elektrischen Feldstérke in Gleichung (2.10) erhélt
man mit Gleichung (2.13):

—%Q)(l)(%y, Zat) = EI = 0’

9 ~a
—8—y<1>()(x,y,z,t) =FE,=0.

Die Ortsableitungen des Skalarpotentials nach z und y verschwinden also. Ergo kann das

Skalarpotential nur eine Abhéngigkeit von z und t besitzen:

a0 = o0 (2, 1).



2.2.3 Bedeutung des Skalarpotentials ®

Zur Untersuchung des Skalarpotentials ® ist es zweckméflig, zwischen den leitfihigen In-
nenrdumen der Leiter und dem nichtleitfihigen Auflenraum zu unterschieden. Gréflen im
Innenraum der Leiter werden mit hochgestelltem (i), Gréflen im Auflenraum mit (a) ge-
kennzeichnet. Da die Stromdichte J auferhalb der leitfahigen Gebiete bis auf die erregende
Stromdichte J, nicht existiert, wird fiir diese GréBe auf die Indizierung in hochgestellten

Klammern verzichtet. Die folgende Herleitung ist [8, S. 16 ff] entnommen.

Innerhalb eines Leiters tritt also (immer unter Vernachléssigung der elektrischen Verschie-

bungsstromdichte) die folgende z-gerichtete Stromdichte bzw. elektrische Feldstérke auf:

-

J = é’ZJ(:B,y,t), E(l) = ng(l)(x7y7t)

Fiir das Skalarpotential im Inneren eines Leiters findet man unter Verwendung von Gleichung
(2.10) durch Divergenzbildung:

: i i =i, 9 26 R Nt
divgrad®® = AW = —div(EW + EA( )) = - dlv_E() ~5 dw_A() :

da elektrisches Feld und Vektorpotential aufgrund der Gleichungen (2.7) und (2.11) diver-

genzfrei sind.

Das Potential &) geniigt demnach der LAPLACE-Gleichung:
AW =,

Da es auflerdem nur von einer Ortskoordinate abhéingt, gelangt man durch zweimalige Inte-

gration zu dem Schlufi:

(I)(i)(z7t) = Cl(t)z + CQ(t)v (214)
beziehungsweise:
grad @V = &, Oy (¢). (2.15)

Unter Ausnutzung des einen Freiheitsgrades eines skalaren Potentials wird nun fiir die Kon-
stante Ca(t) = 0 gewahlt.

Der Gradient des Skalarpotentials ist also eine Konstante. Fiir die weitere Rechnung ist
dieses Ergebnis ausreichend. Der Konstanten C(t) 1a8t sich allerdings fiir Zweileitersysteme

mit einer physikalischen Gréfle in Verbindung bringen.

Zur Bestimmung von der verbleibenden Konstante C(t) wird dazu Gleichung (2.15) in Glei-
chung (2.10) eingesetzt:

— .

5O = 040 graaa® = 04 2.0y,

10



Anschlieflend wird das unten angefiihrte Flachenintegral gebildet, das aufgrund des Indukti-

onsgesetzes verschwindet:

L9 - B PN
L Z @, 48 = ML Zg0v.q8 =
Lf rot { EVY + atA }-dS = Lf{rotE + 8tB }-dS=0.

Als Integrationsgebiet wihlt man eine Fliche S, die iiber die Kontur C' der Leiterschleife
gespannt ist (also: C' = 0S). Die Kontur C' ist in zwei Abschnitte unterteilt: die infinitesimal
kleine Strecke der Spannungsquelle Uy zwischen den Punkten ¢ und b und den Rest der

Kontur. Die Darstellung von S und C' kann der Abbildung 4 entnommen werden.

Abbildung 4: Integrationsweg zur Bestimmung von ®

Das Flidchenintegral 148t sich dabei nach dem STOKES’schen Satz in zwei Linienintegrale
aufteilen, deren Integrationswege zum einen von a nach b entlang der Kontur C' durch beide
Leiter und zum anderen von b nach a iiber die punktférmig gedachte Spannungsquelle U

verlaufen.

b a
o O = - o 0 - . 9 -
O L 2 gin.q9 = O L 2 10V, g5 O L 2 A0y . g5 =
g{rotE + 5,5 } dS_J{E + 54 } ds+bf{E + 5,4 }-ds=0

Mit Gleichung (2.10) driickt man nun das Integral lings der Leitungskontur als

a a
I{E(l) + %A(l)} ds'=— Igrad o0 . g5 = (<I>(l) )
b b

11



aus. Fiir das zweite Integral liefert nach [8] die Zeitableitung des Vektorpotentials keinen
Beitrag, da das Vektorpotential beschrénkt ist und die Integration iiber einen infinitesimal

kleinen Weg verlduft. Man erhélt:

Die Addition der beiden Integrale liefert den Wert Null. Aus diesem Grunde erhélt man fiir

eine Doppelleitung der Lénge [ im ebenen Fall die Beziehung

Ci(t) = &, - gradd®) = gcp(i) _ 1

i i 1
- _ﬂ@p — oWy = —u(@).

“ 21

Die Konstante C(t) stellt somit den Spannungsabfall {iber einem Leiterstiick der Lénge [
dar, den eine angeschlossene Spannungsquelle, die in den Leiter einen konstanten Strom [

einprégt, verursacht.

2.2.4 Differentialgleichungen fiir die elektrodynamischen Potentiale

Bei der Herleitung der fiir die Potentialfunktionen giiltigen Differentialgleichungen unter-

schieden werden, ob sich der Aufpunkt

e im stromdichtefreien Auflenraum bzw.

e im leitfihigen Innenraum eines Leiters

befindet. Der folgende Rechengang folgt dabei der in [11] ausgefithrten Argumentation.

2.2.4.1 Differentialgleichungen fiir den Innenraum

Im Innenraum des i-ten Leiters kann man die Gleichung (2.9) (Seite 8) unter Verwendung

der Gleichungen (2.11) und (2.10) wie folgt umformen:

rot rot/fgi) = — Affz(i) = ,umiEi(i) = —liK; (%ffgl) + €, C’Z-(t)> .

)

Fasst man den Term %ff? + e, C;(t) geméf der BucHHOLZ-Konvention

W=D e, [ cupar = w (2.16)

(2

zusammen, erhélt man als Differentialgleichung fiir die einzige verbleibende Komponente und

damit fiir den Betrag des BUCHHOLZ-Potentials die Diffusionsgleichung:

12



Das BucHHOLZ-Potential erfiillt im {ibrigen auch die CouLoMB-Eichung

diviv¥ = 0.

Die gesuchten Feldgrofien lassen sich aus dem BUCHHOLZ-Potential berechnen:

BY = rotw !, (2.18)
o O -
E(l) — _ (1) 2.1

1 atWZ ( 9)

2.2.4.2 Differentialgleichungen fiir den Auflenraum

Die Untersuchung der Eigenschaften der Differentialgleichungen fiir den Auflenraum folgt
den Betrachungen in [11]. Im Gegensatz zum Inneren der Leiter, in denen die elektrische
Stromdichte und damit die elektrische Feldstidrke nur eine z-Komponente aufweisen, besitzt
die elektrische Feldstirke im Auflenraum der Leiter stets alle drei Komponenten. Die z-

Komponente des Aulenraumfeldes ist dabei von z unabhéngig:

Eza) (.flf, ya 2, t)
E®(w,y,2,t) = | B (2,y,2,1)
Eéa) (x,y,t)

Die Komponenten in z- und y-Richtung resultieren aus den Potentialdifferenzen zwischen

mehreren Leitern.

Rl

Abbildung 5: Elektrische Feldstéarke E zwischen zwei Leitern

[~

Das geméf Gleichung (2.10) dem Vektorpotential A®@ zuzuordnende Skalarpotential ist daher

im allgemeinen auch von allen drei Koordinaten abhingig:

3@ = @ (z,y, 2, 1).
Als einzige Komponente von E® gteht dessen z-Komponente
B = & 5O = B (a,y,1) =~ A® 1)~ D0 (a,y,2,1) (2.20)

13



mit dem Vektorpotential im Auflenraum A®@) in Beziehung. Aufgrund der Forderung nach

Stetigkeit der tangentialen Anteile der elektrischen Feldstérke an den Leiteroberflichen darf

daher die z-Komponente von E® nicht von z abhéngig sein. Bezeichnet man mit Ec(ba) den

Anteil von E® | der durch das Skalarpotential im AuBenraum verursacht wird, also:

a) def 0 a
E<(I>) = & ()(x,y,z,t),

kann E((;) ebenfalls nur eine Funktion von z und y sein:
E® = B® (2, 4,1). (2.21)
Als Ansatz fiir das skalare Auflenraumpotential erhilt man demnach:

@ (x,y, 2,1) = (2 — 20)EY (2,7, 1). (2.22)

Die fiir das Skalarpotential im Auflenraum giiltige Differentialgleichung erhéilt man aus der
Gleichung (2.10) durch Divergenzbildung:

0

O F®Y = _divB® — div- 4@,
ot

divgrad ®® = —div(E® + a

Die Divergenz der Feldstéirke verschwindet aufgrund von Gleichung (2.3), da im Auflenraum

keine freien Ladungen existieren:
divD® = divE® = 0.

Die Divergenz des Vektorpotentials im Auflenraum A®) st aufgrund der CouLoMB-Eichung
des Potentials (Gleichung (2.11)) bekannt:

divA® =0,
Damit ergibt sich:

AD® (g, y, 2z, t) = 0. (2.23)

Durch Einsetzen von Gleichung (2.22) reduziert sich diese Gleichung auf die zweidimensionale
LapLACE-Gleichung fiir B

AEC(;) (z,y,t) =0.

Die zur Losung dieses Potentialproblems nétigen Randbedingungen miissen noch ermittelt

werden.

Fiir das Vektorpotential im Aufienraum A® vereinfacht sich die Gleichung (2.9) aufgrund

der Divergenzfreiheit von A 7u
rot rot A® = grad divA® — A A® = ,uaJ:),

14



wobei die GréBe J, die erregende Stromdichte im Auflenraum beschreibt.

Da Vektorpotential und erregende Stréme im vorliegenden ebenen Fall nur eine z-Komponente

aufweisen und nicht von z abhéngig sind:
AO(@,y,t) = A (@,y.1),  To(a,y,t) = Edel(z,y,t),

gehorcht die einzig verbleibende z-Komponente von A® der zweidimensionalen POISSON-

Gleichung:
AA® (2,9, 1) = —pae. (2.24)
Diese geht fiir stromdichtefreie Gebiete in die LAPLACE-Gleichung iiber:

AA® (z,y,t) = 0. (2.25)

Alle elektromagnetischen Feldgrofien des Leitersystems lassen sich somit durch Losung zwei-

dimensionaler Potentialprobleme bestimmen.

2.3 Grenzbedingungen an der Oberfliche der Leiter

Wertet man die MAXWELL’schen Gleichungen fiir Aufpunkte auf der Oberfléiche eines Leiters
aus, erhilt man die im folgenden aufgefithrten Grenzbedingungen fiir die in Abschnitt 2.1

vorgestellten elektromagnetischen Feldgrofien.

2.3.1 Allgemeine Grenzbedingungen

Der Vektor . € R? beschreibt im folgenden einen Aufpunkt auf einem Abschnitt der Rand-
kontur des Leiters i. Der dort existierende Normalenvektor 7iy steht senkrecht auf dem Kon-
turabschnitt und weist in den Leiter hinein. Die Gleichungen sind [30], S. 91 ff (fiir die Gréfien
des elektrischen Feldes) und S. 310 ff (fiir die magnetischen Grofien), entnommen; auf eine

Herleitung aus den MAXWELL’schen Gleichungen wird verzichtet. An einer Grenzschicht gilt:

iy x  (H®(7,t) - H“( t) = (F t), (2:26)
Tio (pa H P (7, t) — i HO (7%, 1)) = (2.27)
ity X (E(a)(FC,t)—E()(rC, t)) =0, (2.28)
7io (eaE®) (7, t) — i EW (7, 1)) = 0(Fe, 1), (2:29)

Die Gleichung (2.26) verkniipft hier die Tangentialkomponenten der magnetischen Feldstérke
an der Leiterkante mit dem Strombelag K (7, t). Die Normalkomponenten der magnetischen
Flufidichte gehen ebenso wie die Tangentialkomponenten der elektrischen Feldstéirke stetig

iiber. Dagegen springt laut Gleichung (2.29) am Rand der Leiter die Normalkomponente

15
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Leiter 2 Leiter ¢

AuBlenraum: i, €5, K2 =0

Leiter 1 l

Leiter N

Abbildung 6: Konturen und Normalenvektoren eines allgemeinen Leitersystems

der elektrischen Fluidichte um die orts- und zeitverédnderliche Flichenladungsdichte o (7%, t).
Die in Gleichung (2.27) enthaltenen Gréflen e; und e, stellen die Dielektrizitdtskonstanten

innerhalb von Leiter ¢ bzw. im Auflenraum der Leiter dar.

Mit Hilfe dieser allgemein giiltigen Grenzbedingungen ist es nun moglich, entsprechende
Grenzbedingungen fiir die eingefiihrten Vektorpotentiale E(a), w (bzw. E(i)) sowie die Ska-
larpotentiale ®@ und ®® zu formulieren. Dabei werden die gegebenen ebenen Verhéltnisse

beriicksichtigt.

Aus den Grenzbedingungen fiir die magnetischen Feldgrofien B und H kann man dabei Grenz-
bedingungen fiir die magnetischen Vektorpotentiale A®@ ypd WO gewinnen, die zur Losung

der Randwertprobleme fiir diese Potentiale notig sind.

Die Grenzbedingungen fiir die elektrischen Grofien D und E liefern schlieBlich die Randbe-
dingungen fiir das Potentialproblem fiir ®®). Das elektrische Potential im AuBenraum hat
jedoch keinen Einfluf} auf die Stromverteilung im Inneren der Leiter und wird daher auch

nicht weiter untersucht.

2.3.2 Ubergang der Tangentialkomponente der magnetischen Feldstirke

Da die Oberfliche des Leiters aus physikalischen Griinden keinen Flichenstrombelag trigt

(K = 0), erhdlt man aus Gleichung (2.26) unter Verwendung der Definition des Vektorpo-
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tentials B = rotA und der Materialgleichung B= ,uﬁ :

L (o x rot A (7, 1)) = - (7ig x rot AD (7, 1)).
Ha i

-,

Wie in Gleichung (2.13) nachgewiesen, besitzen die eingefiithrten Vektorpotentiale AR A0
und WO nur eine Komponente in z-Richtung: A = e, A®), W = ¢, W Damit kann das
Kreuzprodukt aus Normalenvektor und Rotation des Vektorpotentials mit Hilfe des Nabla-

Kalkiils umgeformt werden. Mit

0
5
V — @
0
0z
und rotA = V x A erhilt man
ity X Tot (€, A(Fe, t)) = 7ig x (V x (€ A(T, 1)) = 7lo x ((VA(Fe, t) X €.).

Auf dieses Ergebnis wird der GRASSMANN’sche Entwicklungssatz fiir doppelte Kreuzproduk-

te,

—.

ix(bxd=(@-ab—(a b e

angewendet, der zu dem Zwischenergebnis

o X 104(2y A(Fey 1)) = VA(F, t) (g - €) —&, (g - (VA(F, 1)) = e 94
N 8n0
=0

fithrt. Die Grenzbedingung (2.26) an der Leiteroberfldche lautet also (mit VA = gradA):

1 1 )
—iiy - grad A®) (7, t) = —iio - grad AV (77, 1).

a Hi
Abschlielend kann der Gradient des Vektorpotentials im Innenraum wegen
grad W (z,y,t) = grad (A(i) (z,y,t) + f C(t)dt) = grad AV (2, y, 1)
noch durch den Gradienten des BUCHHOLZ-Potentials ersetzt werden:

1 1 :
— ity - grad A®) (7., 1) = —iig - grad W (7, 1), (2.30)
Ha M

2.3.3 Stetigkeit der Normalkomponente der magnetischen Fluf3dichte

Aufgrund der aus der Quellenfreiheit der magnetischen Fluidichte resultierenden Gleichung
(2.27) geht die Normalkomponente der magnetischen Flufidichte B auf der Oberfliche stetig

iiber, also:
ity - (B® (7., t) — BO(7,, 1)) = 0.
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Mit Hilfe von

fio - 1ot(8, A) = g - (V x (€, A)) = 7ip - (VA x &,) = (il x VA) - &,
und VA = gradA erhélt man

ity x grad A® (7., 1) = iy x grad AD (7., 1).

Die Komponente des Gradienten von A, die entlang der Leiterkontur weist, muf} also an der

Grenzflache stetig iibergehen.

Diese Forderung kann auf zwei verschiedene Arten erfiillt werden. Die erste Moglichkeit liegt
darin, daB das rein tangential zur Leiteroberfliiche gerichtete Vektorpotential A = e, A(7e, t)

selbst als stetig angesetzt wird. Dies fithrt zu der Forderung

A (7, 8) = WO, 1) = [ C)dt = AD (7, 1), (2.31)

Alternativ dazu wire wegen

grad WO (7., t) = grad AV (7., 1)

auch die Formulierung

AD (7, 1) = WO, 1) (2.32)

moglich. Zur Beantwortung der Frage, welche der beiden Gleichungen richtig ist, mufl der

Ubergang der elektrischen FeldgroBen an der Grenzschicht untersucht werden.

2.3.4 Stetigkeit der Tangentialkomponente der elektrischen Feldstirke

Uber die Grenzbedingung (2.28) werden die tangentialen Komponenten der elektrischen
Feldstarke in Aulen- und Innenraum miteinander gekoppelt. Im Inneren eines Leiters besitzt
das elektrische Feld nur eine z-Komponente und verlduft damit ohnehin rein tangential zur
Oberfléiche des Leiters: EO) = &, EW. Der z-gerichteten Anteil der Feldstirke im Auflenraum,
E | kann mit Hilfe der Gleichungen (2.20) und (2.21) bestimmt werden:

.@W%ﬂz—%ﬁ%ﬁﬁ—E@@ﬂ)

Unter Verwendung des Zusammenhangs zwischen BUCHHOLZ-Potential und elektrischer Feld-

stdrke im Innenraum aus Gleichung (2.19), Seite 13, erhélt man
0 9
_wOir = LA H — E® (5
(%W (T, t) 5 (T, t) o (Te,t),
WO, t) = AL ) + [ B (%, t)dt.
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Das BucHHOLz-Potential kann nach Gleichung (2.16) durch WW(z,y,t) = AD(z,y,t) +
[ C(t)dt ersetzt werden:

NWQ&+IC@&:AW@J%hP§%@ﬂ&
Beriicksichtigt man die aus Gleichung (2.31) ersichtliche Stetigkeit des Vektorpotentials:
AR (7 1) = AD(F,, 1),

kann man als Ergebnis dieser Uberlegungen feststellen, da der Beitrag des elektrischen Ska-

larpotentials im Auflenraum E((I)a) auf den Oberflichen der Leiter konstant ist:

By (7, t) = O(0);
die Leiteroberflichen bilden also die Aquipotentiallinien von Ec(ba). Diese Beziehung liefert die
Randbedingung, welche zusammen mit Gleichung (2.23) das Potentialproblem im Auenraum

beschreibt. Die Losung dieses Randwertproblems liefert das skalare Potential ®(®).

Die Verwendung der in Gleichung (2.32) formulierten Randbedingung fiir das Vektorpotential,
A® = WO fijhrt hier auf

EQ (7ot) = 0

und damit auf ein physikalisch unsinniges Ergebnis fiir Efba). Daher mu8B fiir den Ubergang

der Vektorpotentiale die Gleichung (2.31) verwendet werden.

2.3.5 Ubergang der Normalkomponente der elektrischen Fluf3dichte

Die Gleichung (2.29) nimmt hier aufgrund der Tatsache, dafl die elektrische Feldstirke im
Innenraum rein z-gerichtet ist und somit keinen Anteil in Richtung der Fléchennormalen auf

der Grenzschicht besitzt, die folgende Form an:
(7o t) = Tg - (2aB® (7, 1)),

Nach Losen des Randwertproblems fiir das elektrische Feld im Auflenraum kann mit Hilfe
dieser Gleichung aus der dann bekannten Feldstérke die Dichte der Fldchenladung, die sich

auf der Leiteroberfliche ausbildet, berechnet werden.

2.4 Integraldarstellungen fiir das Vektorpotential

Ausgehend vom zweiten GREEN’schen Satz und der Differentialgleichung fiir das Vektorpo-
tential (Gleichung (2.25), Seite 15) werden in diesem Abschnitt Integraldarstellungen fiir das
Vektorpotential entwickelt.
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2.4.1 Herleitung der Integraldarstellung fiir nichtleitende Gebiete

Der zweite GREEN’sche Satz

Hj (cb AV — U Acb) drp = 3(;6 <<I> erad¥ — ¥ grad<1>> - 7o dSo (2.33)
T =dr
ist giiltig fiir Volumina 7 mit stiickweise glatter Berandung 07 und fiir mindestens zweimal
stetig differenzierbare skalare Funktionen ® und W, wobei 7 ein Volumen mit einer geschlos-
senen Oberfliche S = 07 bezeichnet und der Normaleneinheitsvektor @y aus dem Integra-
tionsvolumen 7 herauszeigt. Die angegebenen Integrationen und Differentiationen geschehen
grundsétzlich nach den Koordinaten des Quellpunktes 7. Die Koordinaten des Aufpunktes

spielen in diesem Zusammenhang die Rolle von Parametern.
Fiir die Skalarfunktion ¥ in Gleichung (2.33) setzt man die z-Komponente des Vektorpoten-
tials A® im nichtleitenden AuBenraum ein, fiir die die Differentialgleichung (2.24) gilt:

AA® =y, J..

Benotigt wird nun fiir @ eine Funktion, die einer Differentialgleichung geniigt, welche in ihrer

Struktur derjenigen fiir das Vektorpotential d&hnlich ist:
Ad = —03.

Der Ausdruck d3 bezeichnet die dreidimensionale DIRAC-Distribution [39, Kap.2].

Aus der Literatur entnimmt man den Fundamentalkern

e—jkr
K= mit AK + KK = —65.

- 4rr

Wie unschwer zu erkennen ist, erhélt man mit k£ = 0 die gesuchte Funktion, die als Kernfunk-
tion K@ bezeichnet werden soll und fiir die Funktion ® eingesetzt wird. Diese Kernfunktion
stimmt hier mit der GREEN’schen Funktion des freien Raumes iiberein. Die Funktion K@)

ist dabei von Auf- und Quellpunktvektor abhingig.

Damit erhélt man fiir die linke Seite von Gleichung (2.33):

[[f ™ aa®) —A® ARy dry = | (K® gradA® — A® grad K)) - i dSp,
T =—pade =—03 S=0t

ﬂf A® 83 dry = pa jﬂ K® Jodr + @ (K® gradA® — A® grad K®) . 77, dSp.

S=01
N—— —

— A@)

Der Beitrag einer externen erregenden Stromdichte J, wird als erregendes Vektorpotential

A, ausgedriickt:

Ae = o [[[ K@ 1odr. (2.34)
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Mit dieser Abkiirzung ergibt sich:

AR = @S (K® gradA® — A® grad K@) - iy dSp + Ae.

S=01
Das Hiillflichenintegral auf der rechten Seite dieses Ausdrucks ist iiber die Oberfliche aller
Leiter sowie die unendlich ferne Hiille zu bilden. Da das Vektorpotential A® im Integranden
nicht von z abhéngig ist, kann die Integration in z-Richtung separat durchgefiihrt werden.
Unter Beachtung der Tatsache, dafl fiir das Flachenelement auf der Hiillfliche dSy = dzg ds,

gilt, erhélt man:

A@ = 86 (A® grad ( jK dzo) — jK<a dz) gradA®) - g dso + A.
C=00

~~

def def
= G20 =Gao

Der Integrand des Volumeneintegral in Gleichung (2.34) ist ebenfalls unabhéingig von z. Daher
148t sich diese Gleichung mit dmy = dzp d€2y wie folgt formulieren

A _’uaJTJ f K@ dZO)dT(),

Qa —o0
die Integrationsfliche €2, erstreckt sich dabei {iber den Auflenraum aller Leiter.

Die hier neu eingefiihrte Funktion Gog bezeichnet die Kernfunktion fiir den ebenen Fall. Sie

wird als
f e
G20 dé j K(a)dZO (2.35)

definiert; ihre Eigenschaften werden in Abschnitt 2.4.2 und Kapitel 3 genauer untersucht.

Unter Verwendung dieser Funktion erhélt man die Integraldarstellung des Vektorpotentials

aus den Randwerten:

AR = 98 (A® grad Gag — Gao gradA®) - iy dsg + Ae. (2.36)
C=00Q2
In dieser Gleichung bezeichnet Q0 die Querschnittsfliche aller Leiter und C' = 02 deren

Kontur. Die Funktion G ist die zweidimensionale Kernfunktion fiir ebene Feldprobleme.

Alternativ zu Gleichung (2.36) ist eine weitere Integraldarstellung fiir die Normalableitung

von A®) méglich. Dazu wird jeweils auf beiden Seiten die Richtungsableitung 7i-grad gebildet:

ii - gradA® = 77 . grad 95 (A(a) grad Gy — Gag gradA(a)) 1o dsg + 71 - grad A,. (2.37)
C'=09

Wé&hlt man in Gleichung (2.36) das Gebiet der Leiter als Querschnittsfliche Q2 und dement-

sprechend den Rand C' = 92 als Integrationskontur, erhélt man fiir Aufpunkte auf dem Rand

des Konturintegrals die , klassische* Randintegralgleichung. Auf analogem Weg ist iiber Glei-

chung (2.37) eine vollstindig gleichwertige Integralgleichung fiir die tangentialen Komponen-

ten der magnetischen Feldstérken zu erreichen.
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2.4.2 Kernfunktion des ebenen Stromverdringungsproblems fiir nichtlei-
tende Gebiete

Fiir die weitere Rechnung wird die in Abschnitt 2.4.1 definierte Kernfunktion Gog benétigt,
die aus dem Fundamentalkern durch Durchfithrung der Integration dzy berechnet werden

kann.

Die Kernfunktion fiir den ebenen Fall wurde in Gleichung (2.35) wie folgt definiert:
400

Gao = [ K®dz.
—0o0

Nach dem Einsetzen des Kerns kann die Integration analytisch ausgefithrt werden. Hier wird

die Abkiirzung 72 = (z — 20)? + (y — yo)? verwendet:

1 +oo 1 +L dz
Goo = — [ K®dzg = — lim [ —20
47 _L 47 L—>oo»£ /7«2 + Z(%
1 zo=+L
=—— lim [1 218)| "
(o by )|

r2

2
1} =In (i) 1)),

1
— Lo -

Der auftretende Ausdruck 4/ 2—22 + 1 kann fiir grole Werte von L durch die folgenden Ausdruck

ersetzt werden:

[ r2 r2
— 4+l —+1
L? + 212 +4

mit dessen Hilfe die Gleichung fiir Gog weiter ungeformt werden kann:

1 R? 1 R2
o (2t 1 (222
207 Ty s 1R? S T an i 2 )
T L—oo 1+2L2+1 T L—o0o

1
7

- (ln (R?) =2 lim 1n(2L)) - —2i In(r) + const.

™

Die Konstante, die dem Kern hinzugefiigt wurde, ist unendlich grofl und fiithrt theoretisch
dazu, daf das Integral divergiert. Sie ist jedoch physikalisch bedeutungslos ([30, S. 270]); ihr

Beitrag zum Integral muf3 also nicht beriicksichtigt werden.

2.4.3 Beitrag der unendlich fernen Hiille

Der Rand C' = 012 der in dieser Arbeit betrachteten Leiteranordnungen besteht aus mehreren
nicht zusammenhingenden Gebieten: den Réndern der einzelnen Leiter C; = 0€); sowie der

unendlich fernen Hiille C.
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Durch die folgende Betrachtung wird jedoch gezeigt, dafi das Randintegral {iber die unendlich
ferne Hiille verschwindet und damit keinen Beitrag zur Normalableitung des Vektorpotentials

im Losungsgebiet liefert.

yaYO y

Abbildung 7: Unendlich ferne Hiille

Der Beitrag mig- gradA(()i) = B%Ag) der Fernhiille zur Richtungsableitung des Vektorpotentials

im Aufpunkt P, ergibt sich zu:

9 4@ = =2

% = 5750 P (A®(7o, t)grad In(r) — In(r)grad A®) (7%, 1)) - figdsec; (2.38)
0 0

Coo

hier bezeichnet 7 den Ortsvektor eines beliebigen Punktes im Auflenraum und 7 einen Quell-
punkt auf der fernen Hiille. Die unendlich ferne Hiille wird unter den gegebenen ebenen
Verhéltnisse hier als Kreis mit Radius pg angenommen, der sehr grofi gegeniiber allen Ab-
messungen der Leiteranordnung in z und y-Richtung sein soll. Diese Voraussetzung stellt
keine Einschrinkung der Allgemeinheit dar, da die Form der Fernhiille eben wegen ihres

Abstandes zum den Leitern keinen Einflufl auf das Ergebnis hat.

Der Nachweis, dafl die unendlich ferne Hiille C, keinen Beitrag zur Ableitung des Vektor-

potentials im Aulenraum liefert, wird vorteilhaft in ebenen Zylinderkoordinaten gefiihrt, in
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denen Aufpunktvektor ¥ und Quellpunktvektor 7y (7,7 € R?) die folgende Form annimmt:

7= expcos(p) + Eypsin(p), 7o = Expocos(po) 4 & posin(eo).

Den Betrag des Abstandsvektors r = |7F] = |7 — 7| wird hier zu

r= \/p2 + P — 2ppo cos(p — o)

Die im folgenden benétigte Normalenableitung ist auf der Fernhiille mit der Ableitung nach

po identisch:

Mg - grad = —.
dpo

Die Winkel ¢ und g sowie die Gréflen p und pg konnen der Abbildung 7 entnommen werden.
Mit diesen GroBen wird Gleichung (2.38) zu:

0 0
ZA@ = — 2 () i _ =A@

AL(rt) = oj (A (po, po, t) B0 In(r) IH(T)apOA (P, w0, 1)) podipo.  (2.39)
Das Vektorpotential realer Stromverteilungen liBt sich stets durch die Uberlagerung von
1
2
ab. Die Normalenableitung des Vektorpotentials verhélt sich fiir weit entfernte Quellpunkte

Stromschleifen erzeugen und weist Dipolcharakter auf; es klingt daher fiir r — oo mit % ~

proportional zu p%, so daB der Integrand im Gleichung (2.39) auf der unendlich fernen Hiille

0
tatséachlich verschwindet.

Eine detailliertere Betrachtung zum Beitrag der Fernhiille kann [11] und [33] entnommen

werden.

2.4.4 Herleitung der Integraldarstellung fiir leitende Gebiete

Zur Vervollstandigung der Ansétze wird hier kurz die Herleitung der Integraldarstellung fiir
das BuCHHOLZ-Potential im Innenraum des i-ten Leiters beschrieben. Diese kann auf analoge
Weise zu einer Randintegralgleichung umformuliert werden. Zusammen bilden diese beiden
Integralgleichungen ein System zur Berechnung der Potentialfunktionen im Innen- und Au-
Benraum (siehe auch [38]). Dieser Weg wird aber zugunsten eines in Kapitel 4 beschriebenen

Reihenansatzes fiir den Innenraum nicht begangen.

Fiir das BucHHOLZ-Potential im Innenraum W gilt die Differentialgleichung (2.17):

(2 (2

. 9
AW = i J; = —wipi—w
W i, /ﬁuatW ,

ewtte

die nach Ubergang in die komplexe Ebene mit Wi(i)(f", t) = Re {Egi) } auf die HELM-

HoLTZgleichung fiihrt:
AWD = —jwr v,
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Da die im Innenraum giiltige komplexwertige Kernfunktion K M) eine entsprechende Gleichung

erfiillen muf, ist sie eine Lésung der Gleichung
AK(i) + kQK(i) = 05

mit k% = jwr;p;. Die Kernfunktion

geniigt dieser Forderung. Aus diesem Grundkern kann man die Kernfunktion fiir ebene Pro-

bleme berechnen:

i J
Gy = —Ho” (kr);

der Ausdruck H[(JZ) bezeichnet die HANKEL-Funktion zweiter Art der Ordnung Null. Zur Her-
leitung von G wird auf [21] oder [38] verwiesen. Der Kerne fiir den Innenraum im ebenen

Fall wird hier zur Unterscheidung mit einem hochgestellten @) indiziert.

In den zweiten GREEN’schen Satz werden nun fiir die Skalarfunktion ¥ das z-gerichtete
BucHHOLZ-Potential W im Innenraum von Leiter i und fiir ® den entsprechenden Kern

fiir leitfihige Gebiete G; eingesetzt. Man erhélt:

jﬂ (KO AW —w®  AKO )dr = @S (KO gradw® — W grad KO - 77, dSy,
T — k2w — k2K ) g5 S=0t

fﬂ WO 55 dry = @S (KO gradw® — wO grad KO) . 77, dSp,

S=0819
—_—

=w
und als Ergebnis:

w® = fjﬁ (KD gradw® — w grad KO - i dSo.
S=019

Da die Funktion W® nicht von zo abhéngig ist, kann auch hier mit dSy = dzpdsg die

Integration dzg durchgefithrt werden. Man erhilt analog zum Auflenraum fiir

w = gS (G;io) gradW® — W grad Ggg) - 1o dso.

25



26



Kapitel 3

Untersuchung der Kernfunktion

In Kapitel 2 wird der zweite GREEN’sche Satz zur Herleitung der Integraldarstellungen des
Vektorpotentials verwendet (s. Seite 20). Die Funktionen im Integranden des Hiillfléichenin-
tegrals auf der rechten Seite der Gleichung (2.33) miissen dabei verschiedene Bedingungen
hinsichtlich Differenzierbarkeit und Integrabilitéit erfiillen. Wahrend diese Bedingungen sei-
tens des Vektorpotentials A ohne weiteres als erfiillt angesehen werden koénnen, bedarf die

Kernfunktion einer genaueren Untersuchung.

Da die Losung der in den oben definierten Integraldarstellungen auftretenden Integrale auch
unter Verwendung umfangreicher Integralsammlungen wie [20], [36], [37] nicht direkt mdglich
ist, wird die Kernfunktion nach FOURIER transformiert. Diese Rechnung ist in [8] erstmalig
vorgenommen worden und ist von dort iibernommen. Mit der FOURIERtransformierten des
Kerns wird die weiter unten erfolgende analytische Auswertung der Integrale moglich, wobei
auch die Transformierte des Kernes integrierbar und differenzierbar sein mufl. Sie wird daher

in die in diesem Kapitel vorgenommenen Betrachtungen mit eingeschlossen.

3.1 Fourierentwicklung des Kerns

Der in der Kernfunktion G auftretende Abstand |7 — |, 7,7y € R? zwischen Auf- und

Quellpunkt kann durch den entsprechenden Abstand in der komplexen Ebene ersetzt werden:

1

1 1
Gao(x,x0,y,%0) = o In|r| = 50 In(v/(z — 20)2 + (y — y0)2) = 50 In [w — wo|, (3.1)

mit w = x + jy und wo = xo + jYo.

Nach [8, S.221] gewinnt man die FOURIERtransformierte einer reellen und geraden Funktion

f(x,y) gewinnt als

Fa,y) = [ Q,y) cos(va)dv.
0
mit
2 o
Qry) = = | f(a,y) cos(va)de.
0



Setzt man fiir f(z,y) die Funktion
1
In|w| = Re {In(w)} = §(ln(a:2+y2)), w=xz+jycC

ein und berechnet das erste Integral, so erhéilt man unter der Voraussetzung Sm {w} > 0:
1

Injw| = —R —e" ) dv}.

n |w| e{ Of ( ¢ v}

Im Bildbereich der FOURIERtransformation ergibt sich im Integranden des FOURIERintegrals
eine Exponentialfunktion mit einem komplexwertigen Argument jrw. Der positive Ima-
ginérteil von w liefert nach Multiplikation mit j einen negativen reellen Wert, der den In-
tegranden fiir v — oo exponentiell abklingen 148t. Dieses Verhalten ist zur Konvergenz des

Integrals notwendig (s. [47]).

Da die logarithmische Abstandsfunktion hinsichtlich der Variablen x und y symmetrisch ist,
konnen beide Koordinaten vertauscht werden, ohne das Ergebnis der Abstandsbildung zu
beeinfluflen. Fiir die in dieser Arbeit behandelten Fille, bei denen die Kanten aller Leiter
parallel zu den Achsen eines geeignet gewéhlten kartesischen Koordinatensystems verlau-
fen, sind zwei Darstellungen erforderlich, bei denen je nach Lage von Auf- und Quellpunkt

unterschieden werden muf.

Die erste Darstellungsmoglichkeit lautet:

o0

~ L w—wg)| = % [ coslva -zl L2, (3.2)
0

o -

v

Bei dieser FOURIERentwicklung des Kerns ist aufgrund der oben angefithrten Voraussetzungen
fiir die Konvergenz des Integrals eine Fallunterscheidung in y nétig, wenn die im Exponenten
enthaltene Betragsfunktion im Laufe der Rechnung aufgelost werden mufl. Der im Klammern
hochgestellte Index bezieht sich auf diese Fallunterscheidung und dient zur Unterscheidung

von der zweiten Entwicklung:

X 1 T —v|z—x dv
Gy = 5 Of cosli(y — yo)le 1701, (3.3)

Unter der Voraussetzung, dafl die Reihenfolge von Differentiation und Integration vertauscht

werden kann, also

QJ l(eiju(wfwo) + €¥jy(w*,w6‘))dy _ él(eiju(wfwo) + e;jy(w*,w(’;))d% Y=>Yo
Ox 5V 5 Ox v y<yo

gilt (und die Differentiation nach y ebenfalls mit der Integration getauscht werden darf),

erhilt man fiir die Normalableitungen des Kerns

[eo]

0 (y) Sgn(y - YO) —v|y—yo|
8—yoG20 = ——3— Ojcos[l/(x xo)le dv,
00 (3.4)
iG(Y) — 1 fsin[u(aﬁ — :z;g)]e*'j'y*yO'dV
dzxy 20 2m J '
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Der Nachweis der Giiltigkeit der Annahme wird im folgenden Abschnitt bei der Betrachtung
iiber Stetigkeit, Differenzierbarkeit und Integrabilitdt des Kerns gefiihrt.

Die Normalableitungen der alternativen Darstellung lauten:

9 (x ) 17 e Vlz—ol
o G = o Ojsm (y — vo)] dv, .
0 _(x) _ sgn(x— x) T Fu(w—wp) .
O —Gyy = 5 Ofcos[l/(y Yo)le dv.

3.2 Nachweis von Stetigkeit, Differenzierbarkeit und Integra-
bilitidt des Kerns

Die in Kapitel 2 definierte Kernfunktion Gog soll an dieser Stelle im Hinblick auf die folgenden

beiden Fragestellungen untersucht werden:

1. Ist das Einsetzen von Gy in den zweiten GREEN’schen Satz (2.33) zur Gewinnung der
Integraldarstellung des Vektorpotentials im Auflenraum (Gleichung (2.37)) unter den

in Abschnitt 2.3.1 genannten Voraussetzungen zuléssig?

2. Darf die Reihenfolge von Differentiation und Integration in den Gleichungen (3.4) und

(3.5) vertauscht werden, um die Normalenableitungen des Kerns zu berechnen?

Um die erwdhnten Operationen durchfithren zu diirfen, miissen die Kernfunktion und ihre

FouriERtransformierte folgende Voraussetzungen erfiillen:

1. Die Funktion Goy muf} stetig und mindestens zweimal stetig differenzierbar sein.

2. Das FoURIERintegral in den Gleichungen (3.4) und (3.5) muf} integrierbar sein.

Diese Voraussetzungen erfiillt die Funktion Gog wegen ihrer Singularitit fiir ¥ = 7y auf
den ersten Blick nicht; bei der Betrachtung des FOURIERintegrals kommt erschwerend die
Tatsache hinzu, dafl die obere Integrationsgrenze nicht im Endlichen liegt. Zum Nachweis der
geforderten Eigenschaften mufl daher die Integrationstheorie nach LEBESGUE herangezogen
werden. Mit Hilfe dieser Theorie lassen sich jedoch die geforderten Eigenschaften fiir die

Kernfunktion nachweisen.

Laut [18], S. 98, ist eine Funktion g(7) = [ f(7,v)dv in einem Punkt 7 stetig, wenn die im

Integranden auftauchende Funktion f folgenden Bedingungen geniigt:

1. Fiir jedes feste v ist die Funktion f stetig im Punkt 7 € R3.

2. Fiir jedes feste 7 ist f integrierbar iiber den R3.
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3. Die Funktion f ist beschréankt.
Fiir die Differenzierbarkeit von g miissen folgende Forderungen an f erfiillt sein:

1. Fiir jedes feste v ist die Funktion f differenzierbar im Punkt 7 € R3.
2. Fiir jedes feste 7 ist f integrierbar iiber den R3.

3. Die Funktion f ist beschrinkt.

Schrinkt man nun den Definitionsbereich der Kernfunktion wie folgt ein:

Gao : RM\{ro} = R, () — Gao(F),

so erfiillt die Funktion

1 ] N * *
f:Rx RS\{T’O} — R, (7?7 I/) s ; e:t]u(w—wo) + e:F]u(w —wg)

als Integrand des FOURIERintegrals die erste Bedingung. Weiterhin ist f beziiglich der Va-
riable v integrierbar iiber R\{0}. Der Ausschluf§ dieser Menge vom LEBESGUE-Mafi Null
beeinfluit laut [18], S. 70, die Integrabilitét nicht, so dafl auch die Bedingung 2 erfiillt wird.
Auf dem eingeschrinkten Definitionsbereich in v ist der Integrand auch beschrinkt, so dafl

G in allen Punkten des R? mit Ausnahme von 7 = 7 stetig ist.

Unter den angefiihrten Einschrankungen ist f differenzierbar, so dafl auch die Differenzier-

barkeit von G99 nachgewiesen ist.

Zum Nachweis der Integrabilitdt betrachtet man nochmals die Funktion Gog mit ihrem mo-

difizierten Definitionsbereich:
G20 : RS\{T()} — R, (77) — G20(77)

Auch an dieser Stelle wurde eine Menge vom LEBESGUE-Mafi Null aus dem Definitionsbe-
reich der urspriinglichen Funktion ausgeschlossen. Auf dem neuen Definitionsbereich ist die

Funktion Gog integrierbar, somit ist sie es auch auf dem urspriinglichen Definitionsbereich.

Damit sind Differenzierbarkeit und Integrabilitiit der Kernfunktion auf dem R? nachgewie-
sen. Die Forderungen an die Stetigkeit erfiillt Ga¢ nur, sofern der Punkt 7 = i aus ihrem
Definitionsbereich ausgeschlossen wird. Das Verhalten von Gog und der Ableitungen in genau

diesem Punkt mufl noch untersucht werden.
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3.3 Nachweis der Singularitéit fiir den Kern und die Normal-

ableitungen des Kerns

Untersucht man die Funktion
G 1 In |77 — 7|
=——In|r—7r
20 or 0

im Punkt ¥ = 7, erhélt man einen singuldren Beitrag. Der Beitrag der Kernfunktion selbst
erweist sich nach [8, S.26] als schwach singuléir. Der Beitrag der Normalableitung 148t sich

als DIRAC-Distribution darstellen, wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird.

Die folgende Untersuchung geschieht unter Verwendung der FOURIERtransformierten des
Kerns (3.2) und der entsprechenden Ableitungen aus Gleichung (3.4). Betrachtet wird nun un-
ter Annahme ebener Verhiltnisse eine Linienladung A, deren Quellpunktskoordinaten xq, g

lauten und die sich im Vakuum befindet:

y A
E,
Linienladung =
Yo o O - [ B —
A Ey
xo X

Abbildung 8: Linienladung A bei x = xo,y = yo
Das Potential dieser Ladungsanordnung entnimmt man der Literatur (z.B. [9]) :
() =5 tnlr| mit 7 =lr—r
7)=———1In|r| mit r=|r—rgl.
7 2me 0

In diese Beziehung wird nun die FOURIERentwicklung des logarithmischen Abstandes aus

Gleichung (3.2) eingesetzt und man erhélt:

AW
90—€G20

Die vorgegebene Ladung wird als Flidchenladungsbedeckung o auf der Fliche y = yg = const

aufgefasst:
g = /\51<$ — l’o),

wobei hier durch §; die eindimensionale DIRAC-Distribution bezeichnet wird.
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Mit 7 = €, und der Grenzbedingung (2.29) (siehe Seite 15) wird aus

o D AOGY)
Z = _9Z% =-9---20 _
£ 0y ly>yo e Oy
Y—Yo
zunachst:
A o0

A1 (z — xp) = — fcos[l/(ac — x9)]dv,
0

und anschliefend die folgende Integraldarstellung fiir die DIRAC-Distribution entwickelt:

e}

d(x —x0) = P coslv(z — xp)]dv.
0

Dieses Ergebnis stimmt mit den Betrachtungen in [10] iiberein, die dort anhand einer Unter-
suchung des Potentials einer Punktladung mit Hilfe einer [30] entnommenen Entwicklung fiir
den reziproken Abstand erzielt wurden.

Durch Vergleich mit der Normalableitung des Kerns G%) (Gleichung (3.4)) fiir y > yo, y — yo:

d | _ L
5O |, = ¥z | conlva =~ o)

gelingt der Nachweis:

1
0 G(y)) — :':551 (CC . -’EO) Yy2yo

0 .
Y—Yo y<yo

Die Rechnung fiir die z-gerichtete Ableitung verlduft analog.

Zur Verifikation des Ergebnisses wird nun gepriift, ob die gefundene Kernentwicklung der aus
Gleichung (2.33) (fiir ® = 1 und ¥ = Gly9) abgeleiteten Beziehung

f AGQO dSo = @ 8G20 dSo =—-1
6n0
S C=0S8

geniigt. Der Integrationsweg C' des Konturintegrals verlauft dabei iiber zwei unendlich lange

Geraden bei yo = yo1 < y und yp = yo2 > y. Unter Verwendung von Gleichung (3.4) erhélt
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man fiir die Normalenableitungen des Kerns:

0G0 ¢ 0G ¢ 0Gy
dso = + dzo — do,
o dng %0 % Yo lyo=yor<y o % Yo lyo=yo2>y o
1 [e.e] o0 [e.@]
=~ j (fcos[u(x — zq)]e VYo dy — fcos[u(ac - xo)]e_”(y°2_y))dudxo
7r
0 0

= —%J‘ j COS[V(.I' — xo)]dxo (e—V(y—ym) + e_V(yO2_y))dl/
0 —oo

=2m61(v)

- _% 0J51(V) (evtvmwon) el =v))dy = —1

-

—9
0Gao
ong

dSO = —1.

Damit ist gezeigt, dafl die Kernentwicklung der Definitionsgleichung des Kerns geniigt.

Durch diese Betrachtungen wurde nachgewiesen, dafl die verwendete FOURIERtransformierte
des logarithmischen Abstandes fiir ¥ = 7y als DIRAC-Stofl dargestellt werden kann. Dariiber
hinaus erfiillt sie die Definitionsgleichung der Kernfunktion. Somit liefert die in Abschnitt
3.1.1 durchgefithrte FOURIERtransformation der Kernfunktion eine Entwicklung, die alle fiir

7 = 7 gewiinschten Eigenschaften aufweist.

Folglich ist die Verwendung von G99 und ihrer FOURIERtransformierten zuléssig.
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Kapitel 4

Reihenansatz fiir das

BucuauaoLz-Potential im Innenraum

In dieser Arbeit wird das Verhalten von Leiteranordnungen bei Erregung durch eingepréigte
stationdre Wechselstrome untersucht, die sich innerhalb des i-ten Leiters durch den komplex

erweiterten Ansatz
Li(t) = Re {L;/"}y, L = |L]e/"

darstellen lassen. Hier wird der Phasenwinkel des Stromes zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit ),
bezeichnet. Die untersuchten Feldgréflien und Potentiale beschreiben den Zustand, der sich

nach Einschalten der Wechselstromquelle fiir ¢ — oo einstellt.

Fiir das BucHHOLZ-Potential im Inneren des Leiters ¢ gilt die Diffusionsgleichung (2.17). Die
Losung der Differentialgleichung im Leiterinneren erfordert eine Aufteilung des Potentials in

orts- und zeitveranderliche Anteile.

Mit Hilfe des Ansatzes

W (@i, yi,t) = Re {Vi(ai, yi)ed 00} (4.1)
gelangt man auf die Differentialgleichung fiir die Ortsfunktionen V;:

fte { (AVi(wi, yi) — jwpiriVi(zi, yi))ej(thrwe)} =0,

die der Gleichung (2.17) entspricht und die fiir alle ¢ gelten muf. Folglich gehorcht der orts-
abhingige Anteil des BUCHHOLZ-Potentials der HELMHOLTZgleichung;:

AVi(@i, yi) — jwripsVi(wi, yi) = 0. (4.2)

Im Folgenden wird auf die Kennzeichnung von komplexen Groflien durch einen Unterstrich
verzichtet. Alle betrachteten Groflen werden als komplex angenommen, sofern sie im Text

nicht ausdriicklich als reelle Groflen benannt sind.



4.1 Ansatz fiir V; aus Separation

Zur Losung der Stromverdringungsgleichung fiir die Ortsfunktionen V;, Gleichung (4.2), wird

ein Produktansatz
Vi(zi,yi) = Eilz:) - Yi(y:)
gewahlt, der auf zwei entkoppelte Differentialgleichungen in xz; und y; fiihrt:

0%V, 0%V, 1d%5; 1 4%y
AV, = — = jwkipiV; & D=t o5
i + JWHRi G Vi = d.Z‘ZQ +Y; dy?

—— = JWKill;.
83322 8%2 J il

Betrachtet man die einzelnen Summanden der Differentialgleichung, so fillt auf, dafl diese nur
von jeweils einer Variablen abhéingig sind. Daher kénnen die auftretenden Terme der linken
Seite nur Konstanten sein, so dafl die Entkoppelung dieser partiellen Differentialgleichung
zweiter Ordnung in zwei gewohnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung moglich ist.

Hier sind zwei Losungsmoglichkeiten gegeben:

14, 1 d%;

und
1d%= 5, . 1 d?Y; ~2
5 da? = Qi +JwRil A Y 4 = —Qip, (4.4)

unter Einschlufl des Sonderfalles o, = 0 bzw. &;, = 0.

Die Elementarlosungen der Differentialgleichungen in Gleichung (4.3) sind:

E; o sin(anx;) \% Zi o< cos(in i),
Y; sinh(ﬂmyi) \ Y; COSh(ﬁinyi)y
mit 82, = a2 + jwrip; . Fiir Gleichung 4.4 erhélt man entsprechend:
= sinh(ﬁmxi) Vv = o< cosh(ﬁmxi),
Y; o sin(@iny;) \ Y; o< cosh(aimyi),

. 22 _ ~2 .
mit 5, = &g, + JWKil; -

Man erhélt also zwei Ansatzvarianten, die in jeweils einer Richtung Orthogonalfunktionen
enthalten, mit denen die Anpassung des BUCHHOLZ-Potentials im Inneren an eine Potential-
vorgabe auf dem Rand (bzw. an eine Vorgabe der Normalableitung des Potentials) méglich

ist:

(1) Em(zi) = vpirn cos(inTi) + vDign SIN(Qin ),

Yin(yi) = vpig,n cosh(Binyi) + vnia,n sinh(Biny;)
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(2)  Einlxi) = vpis.n cosh(Bin®;) + vpie.n sinh(Binzi),
Yin(yi) = vDi7,n c08(@inYyi) + vDig,n sin(Qinys)-

Hier bedeuten vp;p,, € C,p =1,...,84 komplexwertige Unbekannte.

Die Gesamtlosung fiir V; erhélt man durch Superposition aller Elementarlésungen:
o0

Vi=> Ein-Yin.
n=0

N—_——

def
= W,n

Nach Einsetzen der Losungen erhilt man demnach als Ansatz:

o0

Vi(wi,yi) = Z { [vDi1,5 €OS(in ;) +UDi2,n Sin(in ;)| [vDis,n cosh(Binyi)+vDian sinh(Biy;) | +

n=0

+ [vpis.n cosh(Binzi) + vpisn Sinh(Binws)] [Uniz.n coS(@inyi) + vDisn Sin(Ginys)] } (4.5)

mit konstanten Koeffizienten vp;,, € C,p=1,...,8.

4.1.1 Formulierung als DIRICHLET’sches Randwertproblem

Nutzt man den aus der Separation der Stromverdrangungsgleichung gewonnenen Ansatz da-
zu, ein rechteckférmiges Gebiet zu untersuchen, bei dem auf jeweils einem Randabschnitt das
Vektorpotential vorgegeben und auf allen anderen zu Null gesetzt wird, so erhédlt man nach
Superposition aller vier Teilldsungen den nachstehendem Ansatz zur Losung dieses DIRICH-
LET’schen Randwertproblems fiir das Vektorpotential im i-ten Leiter in Abhéngigkeit von
den lokalen Koordinaten (z;,y;) und unter Verwendung der Abmessungen des Gebiete , a;
und b; (s.a. Abbildung 3 auf Seite 6):

o

Vi, yi) = nz:;) { [vi1 nsinh[Bin (b — yi)] + vign sinh(Binys)| sm+

) ~ . ~ sin(@in i
+ [vi47n sinh (B, (a; — x;)] + vig,n sinh(Biy, a:z)] M}, (4.6)
sinh(Bina;)
mit bekannten Konstanten «;y,, Bin, &, und Bm . Die im Ansatz enthaltenen Koeffizienten

Vilm, Vi2,ns Vi3ny Vian € C sind unbekannt. Dieser Ansatz hat den Vorteil, da8 das Poten-

tial auf jedem Randabschnitt durch einen Koeffizientensatz beschrieben werden kann. Das
Vektorpotential mufl jedoch an den Réndern des Leiters durch Sinusfunktionen nachgebil-
det werden. Erwartet wird aber aus Untersuchungen an anderen Geometrien, dafl die grofite

Stromstérke und damit das Maximum des Betrags des Vektorpotentials an den Kanten des
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Leiters auftreten wird, also genau dort, wo die Sinusfunktionen im Ansatz Nullstellen aufwei-
sen. Ein weiterer Nachteil entsteht aus der Tatsache, daf3 die Bestimmung des in den Leiter
eingepriagten Gesamtstromes I; durch Anwendung der Beziehung I; = HQ@ J; -d€Y; hier nicht
zu einer einfachen Losung fithrt. Weiterhin zeigt sich bei der Auswertung der Randintegral-
gleichung, daf} diese Losung zusammen mit der verwendeten Kernentwicklung zu analytisch
nicht l6sbaren Ausdriicken fiir die Koeffizienten der zu losenden Matrixgleichung fiihrt. Die-
ser Ansatz wird daher verworfen, obwohl er auf den ersten Blick die naheliegende Variante
darstellt.

4.1.2 Formulierung als NEUMANN’sches - Randwertproblem

Einen Alternativansatz gewinnt man durch Entwicklung eines Ansatzes fiir das NEUMANN-
Problem, welches durch Vorgabe der Normalableitung des Vektorpotentials auf jeweils einem
Randabschnitt definiert wird. Die Losungen der vier Teilprobleme werden zur Gewinnung des
Gesamtansatzes superponiert.
Yi
A

Tl = €y *
Yqi T

7

Lqi Randabschnitt 1 %

Abbildung 9: Verhéltnisse auf Randabschnitt 1 von Leiter 4

Zur Bestimmung des ersten Teilansatzes gibt man auf Randabschnitt 1 von Leiter i (auf der

y; = 0 und 0 < x; < q; gilt) die Normalableitung des Vektorpotentials vor, wihrend diese
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auf allen anderen Seiten zu Null gesetzt wird:

i - gradW(i)|yi:0 = %W(i)\yio # 0,
%W“Nw:m o,
({%W(i)hio =0,
%W“N%ai = 0.

Man erhilt nach Ableitung der Gleichung (4.5) und Einsetzen der Werte fiir ; und y; einen
Ansatz fiir den Beitrag zum Potential, der durch Vorgabe auf Randabschnitt 1 entsteht und
als V; 1 bezeichnet werden soll:

[e.9]

Vii(xi, yi) = Z {Ci,n cos(int;) COSh(ﬁmyi)}, ¢in = const € C.
n=0

Da mit dem Gesamtansatz die Normalableitungen des Potentials auf dem ganzen Rand nach-
gebildet werden miissen, wiederholt man die Prozedur insgesamt viermal, wobei jeweils ein

Randabschnitt eine Potentialvorgabe tragt. Die vier Einzelergebnisse werden superponiert.

Diese Methode fiithrt auf

o0

cos(jnT;
Vi, yi) = nZ:o { [vi1,nCO8h[Bin (yi — bi)] + vig.n cosh(Binyi)] W
~ ~ cos(unY;
+ [vi4,n cosh[Bin (z; — a;)] + vig,n cosh(Bin a:z)] (Nmy)}, (4.7)
cosh(Bina;)
mit unbekannten komplexen Koeffizienten v;;, , € C,p = 1,...,4. Die Konstanten:
nmw . nmw
Qip = — und Qi = —
a; b;

sind bekannt und von der Geometrie der betrachteten Anordnung, den Materialparametern
der Leiter und der Frequenz des erregenden Stromes abhéngig. Sie entsprechen auch den

gleichnamigen Konstanten in Gleichung (4.6).

Fiir die Normalableitungen erh&lt man:

Vi sin(in ;)
81"1- = nZ:;) (0770 [Uzl,nCOSh(ﬂzn (yz bz)) + Vi3.n COSh(/Bmyz)] CObh(ﬁmbl) +
+ Bin [Vian sinh(Gin (i — a;)) + viz,n sinh(Byy, 7)) M
cosh(Bina;)
und
oV — . . cos(Qin;)
= in | Vi1 nSinh(Bin (v; — bs i3 SINh(Binyi) | ———F—5—
ayl ngo/@ [U 1, sin (/6 (y b )) + v 3, s (/8 y )] COSh(IBZ’an’)
— @in[Viam cosh(Bin (i — a;)) + viz.n cosh(Bin ;)] M (4.8)
cosh(Bina;)
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Damit sind Ansétze fiir das divergenzfreie Vektorpotential im Inneren und auf den Réndern
eines einzelnen Leiters bekannt. Die Erweiterung auf N Leiter geschieht durch Aufsummie-

rung der Vektorpotentiale im Inneren aller Leiter:
N

V=> V.
i=1

4.2 Einfluss der Nullterme

Die Bedeutung der nullindizierten Funktion:

cosh(Bio(yi — bi)) . cosh(Bi0yi)
cosh(B0b;) B9 cosh(Biobs)

Vio(xi, yi) = vi1,0 +

cosh(@g(a?i — a,)) 1o, COSh(BiQJJi)
cosh(Bi0a;) e cosh(B0a;)

bedarf einer genaueren Untersuchung, da nur sie bei der Berechnung des in den Leiter einge-

Vi4,0

préigten Stromes iiber die Gleichung I; = HSL J - dQ; einen Beitrag liefert. Die Stromdichte
innerhalb des Leiters wird dabei iiber Gleichung (2.19) und die Materialbeziehung J =k ED

berechnet.

Verwendet man nédmlich Gleichung (4.7) zur Darstellung der ortsabhiingigen Anteile der
Stromdichte, kann diese ebenfalls als Reihe von harmonischen Funktionen dargestellt wer-
den. Bei der Integration iiber die Fliche des Leiters erhélt man fiir alle Reihenglieder bis auf

dasjenige mit Index 0 wegen

- nm 0 n#0
fcos (—xl)dxl =

0 ¢ ¢c n=0

den Wert Null als Ergebnis der Integration.

Berechnet man ausgehend von diesem Ansatz den in den Leiter ¢ eingepriagten Gesamtstrom

als
I; = fsz A, Q= e,
Q;
erhélt man unter Zuhilfenahme der Gleichungen (2.21) und (2.22):

Ii = —jwm JI Wl(l) . gdei = —jomi JI WZ(I)dQZ
Q; Q;

Fiir den hier behandelten Fall rechteckiger Leiter wird das Flachenintegral zu

Iz' = —ju)/ii fi fiWi(i)dxidyi;
0 0
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anschlieBend wird fiir W der aus Gleichung (4.7) bekannte Reihenansatz eingesetzt und

ausgewertet. Es verbleibt:

I = —jwk; f Ibl‘/{odﬂﬁidyi,
J (4.9)

. a; b; ~
= —JWK; (—Z tanh(ﬁiobi)[vﬂ,o + Ul'g,o] + - tanh(ﬁioai)[vizl,g + UZQ’O]).
Bio Bio

Die Koeffizienten der nullindizierten Anteile weisen je nach Symmetrieeigenschaften des unter-
suchten Leitersystems ebenfalls Symmetrien auf, die vor Aufstellung des Gleichungssystems

eingearbeitet werden kénnen und zur Uberpriifung der Ergebnisse dienen.
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Kapitel 5

Randabschnittsintegralgleichungen

Ziel dieses Kapitels ist es, die in Kapitel 2 hergeleitete Integraldarstellung fiir das Vektor-
potential im Auflenraum (Gleichung (2.36)) in ein lineares Gleichungssystem zu iiberfiihren,
dessen Losung die Bestimmung der im Reihenansatz fiir das BuCHHOLZ-Potential im Inneren

der N Leiter (Gleichung (4.7)) enthaltenen Koeffizientensétze v;p,,p = 1,...,4 ermdglicht.

Da die zu bearbeitenden Gleichungen im allgemeinen sehr unhandlich sind und daher der
Uberblick iiber die Vorgehensweise leicht verloren gehen kann, soll sie hier kurz beschrieben

werden:

1. Die Integraldarstellung des Vektorpotentials im Auflenraum in Gleichung (2.36) gilt fiir
allgemeine Konturen C. Diese Gleichung wird unter Beachtung der Flichennormalen

auf rechteckige Gebiete angewendet.

2. Durch Festlegung auf die (rechteckige) Kontur des Leitersystems ist es nun moglich,
unter Beriicksichtigung der Grenzbedingungen aus Abschnitt 2.3 in einem ersten Schritt

eine Integralbeziehung zwischen A® und WO zu finden.

3. Einsetzen des Reihenansatzes fir W aus Gleichung (4.7) fithrt auf eine Reihendar-
stellung, mit der A® durch eine Reihe von bekannten Funktionen dargestellt werden
kann. A® ist dabei eine Funktion des Aufpunktes.

4. Der Aufpunkt wird auf einen der vier Randabschnitte gelegt. Dadurch wird eine der

beiden Koordinaten festgelegt, die andere kann Werte in einem Intervall annehmen.

5. Die Normalableitungen von A® werden gebildet; anschlieBend wird der Aufpunkt auf
einen Randabschnitt gelegt. Als Resultat dieser Operation verbleibt auf beiden Sei-
ten der gewonnenen Randintegralgleichung eine Funktion, die von einer Ortskoordinate
abhéngig ist. Diese Funktionen werden nach Orthogonalfunktionen entwickelt. Ender-

gebnis ist ein lineares Gleichungssystem fiir die unbekannten Koeffizienten.

6. Abschlieflend wird die Nebenbedingung Gleichung (4.9) in das lineare Gleichungsystem

eingearbeitet. Das entstehende Gleichungsystem wird als Matrixgleichung formuliert.



5.1 Integraldarstellung von A® fiir Rechteckleiter

Zur weiteren Auswertung der Integraldarstellung von A® ist die Bestimmung der Richtung

der Normalenvektoren auf dem Rand C; = 0€); des Leiters ¢ notig. Die Numerierung der

Kanten des Leiters ¢ erfolgt dabei derart, dafl beim Durchlaufen der Kontur C; in Laufrichtung

die Richtung des Vektors d” und die Richtung des Normalenvektors auf €2; ein Rechtssystem

bilden.

Die Abbildung 10 veranschaulicht die Richtungen der Normalenvektoren auf der Kontur.

Randabschnitt 2

Yi, Yoi
A
/ Randabschnitt 3
b;
ﬁi4 = é;n ¢ Ni3 = —€y
Q;
Randabschnitt 4
T
. . -
N1 = €y f g = —€y
yqi
a;
Lqi Randabschnitt 1

> i, Tog

Abbildung 10: Normalenvektoren der Randabschnitte von Leiter ¢

Bei der Integration entlang eines Konturabschnitts wird neben der Richtung des Normalen-

vektors, die Abb. 10 entnommen wird, eine Komponente des Quellpunktvektors festgelegt.

Die andere Komponente kann nur in dem Bereich liegen, der durch die Abmessungen des

Konturabschnitts vorgegeben ist. Die Nummer des jeweiligen Randabschnitts wird im folgen-

den in runden Klammern vorangestellt (z.B. RA1 fiir Randabschnitt 1):

(RA1) g <m0 < i +ai, Yo = Yais

(RA2) x0 = zq4i + ai, Yagi < Yo < Yqi + b,
(RA3) g <zo<xg+ai, Yo =Yg+ bi,
(RA4) o = zq;, Yai < Yo < Ygi + bs-

Setzt man die zu den vier Abschnitten von C; gehtrenden Normalenvektoren und Integrati-

onsgrenzen in Gleichung (2.37) ein und summiert anschliefend die Beitréige aller Leiter auf,

44



erhilt man:

N a;
A0 =3 ( [ < {_ A g Gm@i A(a)] N

i—1 \ 0 Yo Yo Yo=Vqi
0 0
+ [A<a> 5~ Gao — Ggoa—A(a)] >dxoi+
Yo Yo Yo=Yqi+b;
g , , (5.5)
+ f —A(a)—Ggo + Ggo—A(a) +
0 8:150 0 To=Tqi

0 0
[A(a)a—Gzo - G20—A(a)} )dym’) + Ae.
x x TO=Zqi+a;

Auf den Randabschnitten der Leiter geht das Vektorpotential im Auflenraum - der geltenden
Grenzbedingung (Gleichung (2.31)) gehorchend - in das BucHHOLZ-Potential im Innenraum

iiber.

Die den Leitern zugeorndeten Konstanten C; liefern fiir den Fall, dafl sich der Aufpunkt im
Auflenraum befindet, keinen Beitrag zum Vektorpotential:

QSgrango . T_i()dSO = 0; (56)
C;

hierzu wird das Konturintegral in vier Integrale iiber die Randabschnitte aufgeteilt. Anschlie-

Bend werden die entsprechenden Normalenvektoren eingesetzt und die Integrale berechnet:

¢gradG20 : ﬁodSO =
C:

7

Tqita; Yqitbi
Lo L oo L
= f — In |77 — 7 dxg + f — In |7 — 7| dyo—
2 ) ayU Yo=Yqi ) 81'0 TO=Tqi
Tqi Yqi
Tqita; 9 Yqitbi P
— j —111‘77—7?0‘ dl’o— f —1I1|7?—F0‘ dyg s
e Yo Yo=Yqi+bi Yo Yo T0=%qita;
qr qi

1 s e _(y - yqi) (y — Yqi — bz)
- _%< f ((33 —20)% + (Y — Yqi)? - (. —20)* + (Y — Yqi — bi)2>d:c0+

Tqi

Yqi+bi

V(e s a) )d%)'

v (r—2¢)?+ (W —w0)?* (¢—2q —a;)?+ (y—yo)?

Nach geeigneter Substitution und mit Hilfe der Stammfunktion [3, S.38, Nr.57]
d 1
IGQ —E§2 = aarctan(g), a>0, a=const,

gelangt man zu:
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gggrango . ﬁQdSO =
C/.

1

y_yqi_bi

1 T — Tos — A
= —— | —arctan (—L ) — arctan +
27T< (y_yqi_bi) (w—ﬂﬂqi—ai)
-+ arctan ( Tai ) + arctan (y Yai ! ) +
Y= Yai — bi T — i
+ arctan (x — Pai T ai) + arctan (ﬂ —
Y= Yai T — Tqi — g
— arctan ( qi) — arctan (y ~ Yai ))
Y —Yqi — Tqi
Mit:
1 T
arctan(§) + arctan(g) = sgn(§)§ (5.7)
(aus [3, S.185]), erhélt man demnach:
@gradGQO . ffiodso e __( — Sgn(w) +Sgn( x xqz )+
&, 2 Y= Yai — bi Y — Yai — bs
=C1 ;22
T — Xgi — Q; T — Tqi
sgn( ) — sen( )
Y — Yqi Y — Yqi )
=c3 =cCq

unter Beriicksichtigung der durch die Vorzeichenfunktion in Gleichung (5.7) nétigen Fallun-
terscheidungen in x und y:

Der Fall zo; < * < Tgi+a, Ygi < Y < Yqi +b; kommt nicht vor, da sich dieses Gebiet innerhalb

c1lca|es|eg | B

T < Ty Y < Yqgi 1{11]1]0

T < Ty Ygi <Y<Yqu+bi | 1|1 |-1]-1]0

T < Tqi Ygi +bi <y -1 (-1]-1]0

Tgi <T < ZTgi ta Y < Yqi 1(-1]1/|-11]0
Tqi <T < ZTgita Ygi +bi <y 1111110
Tgi +a; <T Y < Ygi 1|-1)-1]-1]0
Tqi +ai <T Ygi <Y<Yqi+bi |-1| 1 |[-1]1]0
Tgi +a; <ZT Ygi +0;i <y 1/1]1|1]0

Tabelle 1: Auswertung von § . gradG»0 - fipdsg

des i-ten Leiters befindet.

Legt man den Aufpunkt auf einen Randabschnitt des i-ten Leiters, liefert das zu bestimmende

Integral aufgrund der Singularitdt der Kernableitung einen Beitrag, der fiir den Fall, daf}
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der Spannungsabfall iiber einem Stiick Leiter vorgegeben wird, den Stérvektor des linearen
Gleichungssystems bildet. Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Félle, in denen die Erregung
durch externe oder in den Leiter eingeprigte Strome gegeben ist, fillt der Beitrag aus dem

Storvektor heraus und wird daher nicht weiter mitgefiihrt.

Unter Ausnutzung des Beitrags der Konstanten und unter Beachtung der Grenzbedingungen
ergibt sich die Integraldarstellung fiir A®:

(¢ y 9 9
AW = Z f {_Wi(l)—Gm + &GQO—Wi(I)] +

=\ Yo pi " Oyo —

iy 0 0 i
+ [Wi( G &G%a—wf )} ) dao+
Yo Hi Yo Yo=Yqi+b;

bi N O o )
+ j ([—Wi(l)—Gzo + M—%GQO—W,L-(I)] +
0 To=Tq;

dxo wi 0w
i a a 0 i ~
+ [Wi( )2 Gy — M—Gzo—Wi( )] dyoi + Ci | + Ae.
Oz pi " Oxo Co=tqita;

(5.8)

Zur Erfassung des durch einen externen Strom erregten Vektorpotentials A, wird ein lini-
enférmiger Leiter betrachtet, der bei 7% = €,xe + €,ye angeordnet ist und den Gesamtstrom
I, fiihrt. Andere externe Stromverteilung lassen sich ggf. durch Aufintegration aus diesem

Potential herleiten. Wegen

-

Jo = €:102(F — 7o)
ergibt sich aus Gleichung (2.34):

_Haie In ((x - we)z + (y - ye)2)'

Ae = +NaIe GQO(wva = Te, Y, Y0 = ye)ds[) =
C;

5.2 Reihendarstellung fiir A®)

Im néchsten Schritt wird fiir W in Gleichung (5.8) der mit dem Separationsverfahren gewon-

nene Reihenansatz aus Gleichung (4.7) eingesetzt. Die zu den Koeffizientensitzen gehorigen
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Integralausdriicke werden zusammengefasst.

a ( 9 L
A (g, y) = (Zvﬂ n{ f — cos(ainxo;)) [8—1;0 In |77 — 7’0]] - dzo;+
i=1 n=0 Yo="Yqi
1 “Z 0
+ ————— | cos(ainzo;) [— In |7 — 7?0’] dxg;—
cosh(finb;) of Yo Yo=Yqi+bi
— &ﬁm tanh(ﬁmbi) J COS(OémxoZ') |:1n ”F— 770|:| dl‘()i—
'LLZ 0 Yo=Yqi
1 b b
- h(Bin(yoi — bi)] | 57— In |7 — 7 dyo;
coh(Gb) Ofcos [Bin (Yo ) [axo n |7 rol] . Yoit+
b;
f cosh|Bin(yoi — bi)] 9 In |77 — 7| din}—i—
cosh Bm i) do To=2qi+a;
1 “" )
i3ny (- =77 in®oi) |5 — |7 — 7 dzo;
+ vj3, {( Cosh(ﬁmbi)) Of cos(inTo;) [83/0 n |7 T0|] _— xoit
+ j cos(ainTo;) [8i In |77 — Fg|] dzo;—
0 Yo Yo yqz+b

aj

— &ﬂm tanh(ﬂmbi) j COS(OJmﬂ?Oi) |:111 |F— Fo‘:| dxg;—
Hi Yo yqz+b

0
b.
1 ! 0
- = h( B vn:) | —— n |7 — 7 duos
SN Oj cosh(Binyoi) [axg n |7 To} . Yoit+
b; 9
jcosh Binyor) [— In [ — m] dyo; |+
cosh ﬁm i) § Jxg To=Tqi+a;
1 ¢ - o . .
+ vi4,n{(—7~) j cosh|[Bin (o — a;)] [8— In |7 — 7"0|] dzo;+
cosh(Binai)” g Yo Yo=Yai
_ @ - 0 S
# f cosh|[Bin (xo; — a;)] [a— In |77 — ’l“()|:| dxo;+
COSh(ﬁmCLi) o Yo Yo=Yqi+bi
7 ~ a = .
+ j(— cos(@inYoi)) [8 In |77 — ro@ dyo;—
0 Z0 TO=Tqs
b;
Ha > - .
— 28 tanh(ﬁmai) f cos(@inYyoi) [ln |7 — ro} dyo;+
j2% 0 TO=%Lqi
b; 9 B .
f cos(@inY0i) | 57— In |7 — 79| din}+
cosh ﬂmaz 5 Oz To=Tqi+ai
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a;

1 ~ 0
+ vz (———=——) | cosh(Binzo;) [— In |7 — F0|] dzoi+
{ cosh(Bina;) Of o Y0=Yqi
S SN I I
—————— | cosh(Binzoi) | =— In|¥ — 7| drg;—
cosh(Bina;) Of o Yo=Yqi +b;

b; P
I cos(@inYoi) [— In |7 — 7“0’] dyo;i—
xo xo Iql

cosh Bmaz 0
p ;
— 2 Bip tanh(Bina;) j cos(@inYoi) [ln |7 — Fo|] dyoi+
/-‘L’L' 0 o «qu+az
b.
7 ~ 8 . .
+ ICOS(amin) [87 In |7 — 7’0’] din}_
0 0 To=Zqita;

. 1
+Cz’> = otalen (@ = 2e)* + (y = ye)?)-

Fasst man die in geschweiften Klammern stehenden Integralausdriicke der letzten Gleichung
zusammen, erhélt man nach Umsortierung der Koeffizienten die folgende Reihendarstellung

fiir das Vektorpotential im Auflenraum:

A®) (2, y) ZZ ) (z,y)vin + f (x7y)vi2,n+

i=1 n=0

a a ~ 1
+ f{gm(x, Yvisn + 0 0 (@ 9)vinnCi) = Cpalen (@ = 20’ + (y — 96)°). (5.9)

Die auftretenden Funktionen f((l.ap))vn(x, y),i=1,...,N,p=1,...4 konnen hier durch analyti-
sche oder numerische Integration bestimmt werden. Der Auswertung der dabei zu berechnen-
den Integrale widmet sich Kapitel 6. Die Zusammenfassung wird an dieser Stelle vorgenom-
men, um einen moglichst guten Uberblick iiber das angewandte Verfahren zu gewiihrleisten,
da die folgenden Berechnungen fiir alle vier Randabschnitte vorgenommen werden miissen

und daher auf jeweils vier Gleichungen fiihren, die einzeln aufgefiihrt werden miissen.

5.3 Uberfithrung in eine Randintegralgleichung fiir W®

Die weitere Rechnung geht von Gleichung (5.9) aus.
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Eine Komponente des Aufpunktvektors (z oder y) wird auf einen der vier Randabschnitte

von Leiter k festgelegt, also:

(RAL) zqp <z <zt +ar, ¥ =Y (5.10)
(RA2) = =wq +ak, Yok <Y < Yqk + bk, (5.11)
(RA3) wqr <o <wmqr+ak, Yy =Yg+ b, (5.12)
(RAY) = =g, Yak < Y < Yqk + b (5.13)

Fiir Aufpunkte auf dem Rand eines Leiters liefern die Kernfunktion GGog und ihre Norma-
lableitungen Singularitéitsbeitrige. Wie in [12] nachgewiesen wurde, sind die Singularititen
aber bereits in der verwendeten Entwicklung nach FOURIER (Gleichung (3.2)) enthalten und

miissen nicht gesondert beriicksichtigt werden.

Nun wird die Normalenableitung von A® auf dem jeweiligen Randabschnitt berechnet; diese

lautet:

(RAD AWy =+ 5 Ay, (5.14)
(RA2) (;Z()A(a)lx:xqﬁak: - %A(a)|x:qu+aka (5.15)
(RA3) 5 Ay, = = 5 A (5.16)
(RA4) O%A@Nx:qu =+ %A@“‘Hx:qu. (5.17)

Bei dieser Differentiation nach Ortskoordinaten verschwinden die Konstanten Cj, eine wei-
tergehende physikalische Interpretation verzichtet dieser Tatsache ist in dieser Arbeit nicht

enthalten.

Die Normalableitung von A® wird dann zur Auswertung der Orthogonalitéit mit cos(mTr)

(bzw. auf y-gerichteten Randabschnitten mit cos(&gm,yr)) multipliziert und das Integral
ag by,

| ...dzy (entsprechend [ ...dyy) gebildet.

0 0

Fiir die Entwicklungskoeffizienten der Orthogonalreihen c(;, xq)nm muB also unterschieden
werden, ob sich der Aufpunkt auf einem z- oder einem y-gerichteten Randabschnitt befindet.
Daher wird wird folgendes definiert:

ag

def 0
Clip,kq),nm = f Cos(akm$k>a_yf((;;))7n (wk + Zak, Y = COTLSt)d(L‘k,

0

fiir a-gerichteten Randabschnitte (¢ = 1 = y = yq, oder ¢ = 3 = y = yq + bx) und
p=1...4.
Fiir y-gerichteten Randabschnitte soll gelten:
b
def (* 0 ,(a)

c(ip,kq),nm = j COS(dkmyk)%f(Z;),n(m = const, Yr + qu)dyka
0
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mit g=2=x=x4 ta,odergq=4=r=z4h,p=1...4.

Die Koeffizienten des erregenden Potentials werden wie folgt abgekiirzt:

a
def I
d(’“])ﬂm = _Mzﬂ_e f Cos(akmxk) In ((SUk + Lak — xe)Q + (y - ye)2)d$k, gq=1vqg=3
0
aof  pale
€ ~
A(kq),m = _4a—7re f cos(@myr) In ((z — ze)? + (Yk + Yak — ye)Q)dyk, q=1Vgqg=3,
0

jeweils fir p=1...4.

Fiir den Fall ¢ = k£ und p = ¢ miissen weitere Anteile an den Koeffizienten beriicksichtigt

werden. Daher werden diese Koeffizienten mit einer Tilde gekennzeichnet.

Unter Verwendung dieser Konvention erhilt man fiir die rechte Seite von Gleichung (5.9):

ak

0
W cos(akmxk)a—yA(a) (@ + Tahs ¥) lymyer dor = digry m+
0
N oo
+ Z Z (6(i1),(k1),nmvi1,n + C@i2),(k1),nmVi2,;n T C(i3),(k1),nmVi3;n + c(i4),(k1),nmvi4,n)7
i=1 n=0
b
- 9 4
(2) j COS(Oékmyk)%A (;Ea Yk + qu)|$=$qk+akdyk = d(k2),m+
0
N oo
+ Z Z (C(il),(k2),nmvil,n + C(i2),(k2),nmViz,n + C(3),(k2),nmVi3.n + C(i4),(k2),nmvi4,n)7
=1 n=0
ay
0 4@
(3) f Cos(akma:k)a—yA (T + Taks Y) ly=yqr+b, ATk = d(k3),m+
0
N oo
+ Z Z (C(il),(k?)),nmvil,n + C(i2),(k3),nmVi2,n T C(i3),(k3),nmVid,n T c(i4),(k3),nmvi4,n)7
i=1 n=0
by
9 4@
(4) j COS(O&kmyk)%A (SC, Yk + qu)|l=qudyk = d(k4),m+
0
N oo
+ Z Z (C(il),(k4),nmvil,n + C(i2),(k4),nmVi2n T C(i3),(k4),nmVi3,n + 5(i4),(k4),nmvi4,n)-
=1 n=0
(5.18)
Die Konstanten c¢(;y)(xq)nm mit p,g = 1,...,4, n,m € N, C(ip)(kp)nm mit p = 1...4, und
dikp)ns? =1,...,4, n € N konnen wiederum bestimmt werden.

Bildet man nun durch Anwendung der Operatoren €, - grad bzw. €, - grad die Normalablei-
tungen der linken Seite der Gleichung (5.9), gehen diese mit Gleichung (2.30) in die Nor-
malableitungen des BuCHHOLZ-Potentials iiber. Fiir diese kann die Reihendarstellung (4.8)
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verwendet werden. Es verbleibt pro Seite jeweils eine Reihe mit einem Koeflizientensatz:

P oo
(1) A G+ g D == B2 41 B tamh (B by ) cOS(n i),
n=0 "
8 s a = s ~
(2) %A(a) ($, Yk + qu)’x:mqurak = Z kalnﬂkm tanh(ﬁknak) Cos(aknyk)7
, o (5.19)
(3) a_yA(a) (xg + Tqk, Y) |y:qu+bk = Z u_%vk&n/@km tanh(Bknbi) cos(aknr),
n=0""
8 > a = = ~
(4) %A(a) (2, Yk + Yak)le=zq =— Z ivk4,nﬂkm tanh(Brnax) cos(Grnyi)-
n=0 """

Unter Verwendung der Orthogonalitétsrelation fiir Kosinusfunktionen, die man der Gleichung

(E.2) entnimmt, erhélt man unter Verwendung des KRONECKER-Symbols fiir

ag

0 N a

(1) j COS(Oékmxk)a—yA(a) (Tk + Tk, Y)ly=yo ATk = _%Ukl,nﬁkm tanh(ﬂknbk)ik(l + dom),
o ) b

(2) f COS(dkmyk)gA(a) (T, Yk + Yak) o=z g t-ar dYk = %Ukﬂ,nﬁkm tanh(ﬂknak)EkG + Som),
0 (A
“ 0 W ay

(3) f COS(OékmCCk)a—yA(a) (Tk + Tk, Y) ly=yqe+b, ATk = ﬁka,nﬁkm tanh(ﬁkn@c)?ﬂ + dom),
o ) b

(4) f Cos(dkmyk)%A(a) (T, Yk + Yak) |lr=2q, dYx = _%vk4,n/8km tanh(ﬁlmak)g(l + dom)-
0 (A

(5.20)

Setzt man das Ergebnis aus (5.20) in Gleichung (5.18) ein, ergibt sich unter Verwendung der

folgenden Definitionen:

def - a a
C(ip)(kp),;nn = C(ip)(kp),nn + %Bkm tanh(ﬁknbk)gk(l + 50771)7 p=1,3 und

def - Pa 5 b,
C(ip)(kp),nn — C(ip)(kp),nn + Eﬂkm tanh(ﬁknak)g(l + 50m)a p=24
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das folgende System von Gleichungen:
N oo

(1) Z Z (1), (k1) nmVilm + Ca2),(k1)mmViz,n + C(i3),(k1) mmVisin + C(i4), (k1),nmVidn ) +
=1 n=0

+ d(kl),m = Oa

N oo
(2) Z Z (C(il)a(kQ)anmvilv“ + C(i2),(k2),nmVi2,;n T C(i3),(k2) nmVi3,;n T C(i4),(k2),nmvi4,n)+
i=1 n=0

+d m = Oa
(k2), (5.21)

N oo
(3) Z Z (C(il)ﬂ(ki%):nm“ﬂ»n + C2),(k3).nmVizin + C(i3),(k3),nmVizn + C(i4),(k3) mmVidn )+
+ d(x3),m = 0,
N oo
Y0 (), tetymmVitm + €2y, (6a) mmVizin + C(53),(b4) mmVisin + C(ia), (ot um Vi) +

+ d(k’4),m = 0.

Dieses System von algebraischen Gleichungen ist fiir alle m € N giiltig. Bricht man die
Reihen nach den ersten M Gliedern ab, erhilt man ein lineares Gleichungssystem aus 4M
Gleichungen zur Bestimmung der 4M Unbekannten im Reihenansatzes fiir das BUCHHOLZ-

Potential innerhalb von Leiter k.

5.4 Beriicksichtigung des eingeprigten Stromes

Mit dem aus Gleichung (5.21) entwickelten Gleichungssystem sind 40 Gleichungen fiir 4M
Unbekannte vorhanden. Allerdings muf3 auflerdem die Gleichung (4.9) beriicksichtigt werden,
da der Gesamtstrom im i-ten Leiter bekannt ist. Da mit dieser zusétzlichen Gleichung eine
eindeutige Losung des Gleichungssystems nur unter bestimmten Voraussetzungen moglich
ist, ist eine vertiefte Betrachtung der Gleichungen nétig, die aus den Gleichungen (5.18) und

(5.20) resultieren, wenn der dort verwendete Index m den Wert Null annimmt.

Fiir m = 0 berechnet man in Gleichung (5.18) die folgenden Integrale:

ap 6
(1) Ia_yA(a)(fUayHy:qudxk’
0
by
8 a
@) [ 5 AD @Yl
0
(5.22)
ag
@) [ LAD (@ y)]ymyand
dy Ty Y)ly=yqn+br 9Tk,
0
by
8 a
0
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also jeweils die Wegintegrale der Normalableitungen des BUCHHOLZ-Potentials auf dem je-
weiligen Randabschnitt (da die Kosinusfunktionen, mit denen die Normalableitungen zur
Auswertung der Orthogonalitdt multipliziert werden, wegen m = 0 fiir alle x; den Wert 1

annehmen).

Die bei der Herleitung der Gleichung (4.9) verwendete Beziehung
L= [[J-e.ao
Q;

kann man nun unter Hinzuziehung der integralen Form der Gleichung (2.2):

gS jig ds_j J - e.do;,
C;=09Q;

folgendermafien umformulieren:

L= ¢ H-d3 (5.23)
C;=09;

Mit H = rotW( i) kann man die Tangentialkomponente der magnetischen Feldstéirke durch

die Normalable1tung des Vektorpotentials ausdriicken:

€r € €
. o . d d
_ i) _ i) _ | O o 0 _ = i — i
pil =V x WO =vxwle, = |2 5 5 —exa—yW()—ey%W().
0o o0 w

Somit findet man fiir die Integrale in Gleichung (5.22):

179 *
0 [ 5AY @ mmdre = [ Hlyydan,
o 0

1 o f
@ ;f%ﬂWawﬁwﬂ@m=gﬁmmww@m
% 0

ak (5.24)
(3) 10 jay ‘T Y ‘y qu"‘bkdxk - IH|?J qu+bkdxka
0
1 0 bk
(4) M_ J‘%A(a) (x,y)’x:qudyk = IH|$:qudyk7
7 0 §

woraus man durch Addition bzw. Subtraktion aller vier Gleichungen zu:

aj bk ag bk
[ Hlymydzn + [ Hlomegerordyn = [ Hlymygrnedor — | Hlompydy = P A, (5.25)
0 0 0 0

also auf das Umlaufintegral in Gleichung (5.23) gelangt. Die vier den mit Null indizierten

Orthogonalfunktionen des Reihenansatzes fiir das BUCHHOLZ-Potential zugeordneten Glei-

chungen und die in Gleichung (4.9) formulierte Nebenbedingung sind also linear voneinander
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abhiéngig. Bei der weiteren Bearbeitung wird daher eine Unbekannte (in diesem Fall v40)
durch die anderen drei nullindizierten Koeffizienten v;1 g, v;2,0 und v;3 0 und den eingeprégten
Strom I; ausgedriickt:

_ aiffio tanh(Bib;)
biﬁi() tanh(@oai)

Bio
—jwkipib; tanh(Bipa;)

Vig0 = [Vi1,0 + vi3,0] — vio,0 +

I, (5.26)

wie aus Gleichung (4.9) bekannt. Mit —jwk;u; = Bio = BiO vereinfacht sich die Gleichung
weiter:
ai tanh(ﬂiobi)

v; = — =
0 b; tanh(ﬁioai)

1
Biob; tanh(Bioa;)

[vi1,0 + vig 0] — vig,o + I;. (5.27)
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5.5 Formulierung der Matrixgleichung

Die Gleichungen (5.21) und (5.27) werden im aktuellen Abschnitt eine Matrixgleichung iiber-
fithrt. Die aufgestellten Matrizen und Stérvektoren kénnen dazu verwendet werden, Matrix-
gleichungen fiir Mehrleitersysteme mit externer Erregung und eingeprigten Stromen durch

Zusammenstellen der Untermatrizen fiir Einzelleiter zu formulieren.

Demnach wird zunéchst der Beitrags eines Leiters untersucht, wobei zwischen Erregung durch

externe Stromfidden und eingepréigte Strome unterschieden wird.

5.5.1 Matrixgleichung fiir Einzelleiter

Fiir Systeme, die nur aus einem leitenden Gebiet bestehen, mufl in Gleichung (5.21) fiir die

Indizes 7 und k jeweils i = k = 1 eingesetzt werden.

5.5.1.1 Erregung durch externe Stréome

Zur Unterscheidung von dem allgemeinen Fall wird bei allen verwendeten Vektoren und Ma-

trizen der Index (e) in Klammern hinzugefiigt.

Fasst man die Koeffizienten v;p,,p = 1,---,4,n € N und dyppn,p = 1,--- ,4,n € N als

Losung- bzw. Storvektor eines linearen Gleichungssystems auf:

V1,0 di1,0

Vi1, M di1,m

;3,0 dk3,0
_(e) def |Vig, M 2(e) def |dk3,M
v = ) d, "’ = , (5.28)
K3 k‘ d

Vi4,0 k4,0

Vid, M dia, v

V2,0 dr2,0

| vig, M | | dik2,M |

kann Gleichung (5.21) unter Verwendung der Matrix Agel), die in Gleichung (5.29) definiert

ist, in die folgende Form gebracht werden:

A g, =

1 V1= )
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L9

C(1,1),(1,1),00

C(1,1),(1,1),n0

C(1,1),(1,3),00

C(1,1),(1,3),n0

C(1,1),(1,4),00

C(1,1),(1,4),n0

C(1,1),(1,1),0n

© C(1,1),(1,1),nn

C(1,1),(1,3),0n

© C(1,1),(1,3),nn

C(1,1),(1,4),0n

© C1,1),(1,4),nn

C(1,3),(1,1),00

C(1,3),(1,1),n0

€(1,3),(1,3),00

€(1,3),(1,3),n0

€(1,3),(1,4),00

€(1,3),(1,4),n0

C(1,3),(1,1),0n

© C(1,3),(1,1),nn

€(1,3),(1,3),0n

© €(1,3),(1,3),nn

€(1,3),(1,4),0n

© C(1,3),(1,4),nn

C(1,4),(1,1),00

C(1,4),(1,1),n0

€(1,4),(1,3),00

C(1,4),(1,3),n0

C(1,4),(1,4),00

C(1,4),(1,4),n0

C(1,4),(1,1),0n

C(1,4),(1,1),nn

C(1,4),(1,3),0n

C(1,4),(1,3),nn

C(1,4),(1,4),0n

C(1,4),(1,4),nn

C(1,2),(1,1),00

C(1,2),(1,1),n0

C(1,2),(1,3),00

C(1,2),(1,3),n0

C(1,2),(1,4),00

C(1,2),(1,4),n0

C(1,2),(1,1),0n

C(1,2),(1,1),nn

C(1,2),(1,3),0n

€1,2),(1,3),nn

€(1,2),(1,4),0n

C(1,2),(1,4),nn

C(1,1),(1,2),00

C(1,1),(1,2),n0

C(1,1),(1,2),0n

© C1,1),(1,2),nn

€(1,3),(1,2),00

€(1,3),(1,2),n0

€(1,3),(1,2),0n

© C(1,3),(1,2),an

€(1,4),(1,2),00

C(1,4),(1,2),n0

C(1,4),(1,2),0n

C(1,4),(1,2),nn

€(1,2),(1,2),00

€(1,2),(1,2),n0

Systemmatrix fiir Einzelleiter bei externer Erregung

€(1,2),(1,2),0n

€(1,2),(1,2),nn

(5.29)



hierbei ist darauf zu achten, dafl die Integration der Stromdichte im untersuchten Leiter geméaf
Gleichung (4.9) den Wert Null ergeben mufl. Diese Bedingung ist durch den Stérvektor zu

erfiillen.

Daher ist zu fordern, daf§ die Addition der Elemente di1,0, d13,0, d14,0 und di20 Null ergibt:

di1,0 + di3,0 + diap + di2p = 0.

Im vorliegenden Fall (rein externe Erregung) ist eine Zusammenfassung in Untermatrizen

Vi), (kva) € CnH1xn moglich, die folgt definiert sind:

ot Ci,p),(k,q),00 " C(ip),(k,q),0n
Vip),(ka) = : : ,
Ci,p), (k)0 """ Cliyq),(kq),nn

in denen die zum Koeflizientensatz v;; gehtrenden Konstanten zusammengefasst sind, die fiir

Aufpunkte auf Seite ¢ des Leiters k berechnet werden.
Die Matrix Ay 1:

Y(,1),,1)  V(1,2),1,1)  V(1,3),1,1)  V(1,4),(1,1)

[Ap1] def | Y(1,1),(1,2) Y(1,2),(1,2)  7V(1,3),1,2) Y (1,4),(1,2) (5.30)
Y(,1),1,3) V(1,2),1,3)  V(1,3),(1,3) Y(1,4),(1,3)
Y(a,1),1,4)  V(1,2),1,4)  V(1,3),(1,4)  V(1,4),(1,4)

umfasst Untermatrizen, die sich durch Permutation der Lage von Auf- und Quellpunkt auf
jeweils einem Randabschnitt von Leiter k bzw. ¢ ergeben. Die Werte fiir Auf- und Quellpunkt

bei der Berechnung der Untermatrizen v kénnen der Tabelle 2 entnommen werden.

Ya,n | Y22),10) Y3),(LY) | Y(1.4),1,1) Y0 = Yq1

Y(1,1),(1,2) 7(1,2),(1,2) Y(1,3),1,2) | Y(1,4),1,2) | To = Tqr + a1

Y (1,1),(1,3) Y (1,2),(1,3) Y(1,3),1,3) | Y1,4,1,3) | Yo = Yq1 t by

Y(1,1),(1,4) 7(1,2),(1,4) Y(1,3),1,4) | Y1,4),1,4) To = Tql
Y=Yq1 |T=Tq+0a1 |Y=Yq1 +b1| =20

Tabelle 2: Werte von Auf- und Quellpunktsvektor fiir verschieden Randabschnitte

Bei Wahl dieser Darstellung ist darauf zu achten, dafl durch die nullindizierten Gleichung

und der Storvektor die Nebenbedingung (5.25) bzw. (4.9) implizit erfiillt werden mu8.
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5.5.1.2 Erregung durch in den Leiter eingeprigte Stréme

Bei Erregung des Leitersystems durch einen in den betrachteten Leiter eingeprigten Strom

ist eine Modifikation der Matrix, des Losungs- und des Storvektors notig.

Bedingt durch die lineare Abhéngigkeit der vier Gleichungen, die durch die Zeilen 1, N,2N
und 3N der Matrix représentiert werden, fillt ein Koeffizient weg; er wird durch die anderen
drei nullindizerten Koeffizienten ausgedriickt. In der Matrix fillt folglich eine Zeile weg (I" €
(AN —1) x (4N —1)). Alle Ausdriicke in den Spalten 1, N +1 und 2N + 1 werden modifiziert.

Die modifizierten Vektoren # und d nehmen dann folgende Gestalt an:

0;1,0 dr1,0
Vi1 di1,1
Vi1, M di1,m
0;3,0 dk3,0
;3,1 dg3,1
L def |Vig,M = def |dr3 M
v; = _ s dk = ~ . (531)
V34,0 dra,0
Vi1 dra 1
Vid, M dra, v
02,1 di2,1
V2,1 di2,1
_U1‘27M_ _dk2,M_

Da in Gleichung (5.27) vi2,0 durch vi4,0 und den eingepriagten Strom ausgedriickt wird, miissen
die Eintrége in den Spalten 1, N + 1 und 2N + 1 der Matrix und der Stoérvektor wie folgt

modifiziert werden:

o astanb(Bab) e
C(z,p),(z,q),no = C(z,p),(z,q),no bz tanh(@-oa-) C(z,2),(k,q)7 p = 1 oder o,
C(i,4),(i,q):n0 = C(3,2),(i,q),m0 ~ C(i,4),(k,q) (5.33)
1
- I;
Biob; tanh(Bipa;)

Die Losung des linearen Matrixgleichung

dkp,n = dkp,n -

Ay -t =dy
liefert dann die gesuchten Koeffizienten.
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C(1,1),(1,1),00

C(1,1),(1,1),m0

C(1,1),(1,1),01 **

C(1,1),(1,1),n1 **

C(1,1),(1,1),0n

C(1,1),(1,1),nn

€(1,8),(1,1),00

€(1,8),(1,1),m0

€(1,3),(1,1),01 "

€(1,3),(1,1),n1 "

€(1,3),(1,1),0n

C(1,3),(1,1),nn

C(1,4),(1,1),00

C(1,4),(1,1),n0

C(1,1),(1,4),01

C(1,1),(1,1),n1

C(1,4),(1,1),0n

C(1,4),(1,1),nn

C(1,2),(1,1),01 *

C(1,2),(1,1),n1 "

C(1,2),(1,1),0n

C(1,2),(1,1),nn

C(1,1),(1,3),00

5(1,1),(1,3),710

C(1,1),(1,3),01 **

C(1,1),(1,3),n1 **

C(1,1),(1,3),0n

C(1,1),(1,3),nn

C(1,3),(1,3),00

€(1,3),(1,3),m0

C(1,3),(1,3),01 **

C(1,3),(1,3),n1

C(1,3),(1,3),0n

C(1,3),(1,3),nn

C(1,4),(1,3),00

C(1,4),(1,3),m0

C(1,4),(1,3),01

C(1,4),(1,3),n1

C(1,4),(1,3),0n

C(1,4),(1,3),nn

C(1,2),(1,3),01 **

C(1,2),(1,3),n1 *

C(1,2),(1,3),0n

C(1,2),(1,3),nn

6(1,1),(1,4),00

6(1,1),(1,4),710

C(1,1),(1,4),01 *°

C1,1),(1,4),n1 **

C(1,1),(1,4),0n

C(1,1),(1,4),nn

6(1,3),(1,4),00

5(1,3),(1,4),n0

C(1,3),(1,4),01 **

C(1,3),(1,4),n1

C(1,3),(1,4),0n

C(1,3),(1,4),nn

6(1,4),(1,4),00

6(1,4),(1,4),n0

C(1,1),(1,4),01

C(1,4),(1,4),n1

C(1,4),(1,4),0n

C(1,4),(1,4),nn

C(1,2),(1,4),01 °*

C(1,2),(1,4),n1 *°

C(1,2),(1,4),0n

C(1,2),(1,4),nn

C1,1),(1,2),10 **

C(1,1),(1,2),n0 **

C(1,1),(1,2),1n

C(1,1),(1,2),nn

€(1,3),(1,2),10 **

€(1,3),(1,2),n0 "

C(1,3),(1,2),1n

C(1,3),(1,2),nn

C(1,4),(1,2),10

C(1,4),(1,2),n0

C(1,4),(1,2),1n

C(1,4),(1,2),nn

Ca,2),(1,2),11

C1,2),(1,2),n1 **

C1,2),(1,2),1n

C(1,2),(1,2),nn

def , (i
e

(5.32)
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5.5.2 Matrixgleichung fiir Mehrleitersysteme

Fiir Systeme, die aus mehreren Leitern aufgebaut sind, bietet sich die durchgehende Verwen-

dung des Modells an, welches in den Leiter eingepriagte Strome zuléfit.

Verwendet man nun Losungs- und Storvektor aus Gleichung (5.31) und definiert man die
Untermatrix Atk wie in Gleichung (5.34) vorgenommen, gelangt man zur Matrixgleichung

fiir Mehrleitersysteme aus N Leitern:

A - Ay U1 dq
. N O I (5.3)
Ant -+ Ann N dy
~ ——
=T =5 _q

In dieser Gleichung représentieren die Untermatrizen A;; den Einfluf, den der Leiter ¢ (auf
dem sich der Quellpunkt befindet) auf die Stromverteilung in Leiter k& (auf den der Auf-
punkt gelegt wurde) ausiibt. Die Lage von Auf- und Quellpunkt wurde in Tabelle 3 nochmals

aufgefiihrt:
Ay Ajo Ay Quellpunkt auf Leiter 1
Ay Ao e AN Quellpunkt auf Leiter 2
ANt Ano e Ann Quellpunkt auf Leiter N
Aufpunkt auf Aufpunkt auf --- Aufpunkt auf
Leiter 1 Leiter 2 Leiter NV

Tabelle 3: Werte von Auf- und Quellpunktsvektor fiir Mehrleitersysteme
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é(i,l)’(k,l)ym

Ci,1),(k1),m0

Ci,1),(k,3),00

Ci,1),(k,3),m0

C(i,1), (k4,00

C(i,1),(k,4),m0

C(i,1),(k,1),01 **

C(i,1),(k,1),n1 **

C(i,1),(k,3),01

C(i,1),(k,3),n1 **

C(i,1),(k,4),01 *

C(i,1),(k,4),n1

Ci,1),(k,1),0n | C(5,3), (k1,00

C(i,1),(k,1),nn 5(i,3),(k,1),no

Ci,1),(k,3),0n | C(4,3),(k,3),00

Ci,1),(k,3),mnn C(4,3),(k,3),m0

Ci,1), (k,a),0n | C(,3),(k,4),00

Ci,1), (kya),mn C(4,3),(k,4),m0

C(i,3),(k,1),01 **

C(i,3),(k,1),n1 **

C(i,3),(k,3),01

C(i,3),(k,3),n1 "

C(i,3),(k,4),01 **

C(k,3),(4,4),n1 "

C(i,3),(k,1),0n

C(i,3),(k,1),nn

C(i,3),(k,3),0n

C(i,3),(k,3),nn

C(4,3),(k,4),0n

C(i,3),(k,4),nn

6(i,4),(k,1),00

6(i,4),(k,1),n0

C(i,a),(k,3),00

C(i,a),(k,3),m0

C(i,a), (k,4),00

C(i,a),(k,4),m0

C(i,1),(k,4),01

C(i,1),(k,1),n1

C(i,4),(k,3),01

C(i,4),(k,3),n1

C(i,1),(k,4),01

C(i,4),(k,4),n1

C(i,4),(k,1),0n

C(i,4),(k,1),nn

C(i,4),(k,3),0n

C(i,4),(k,3),nn

C(i,4),(k,4),0n

C(i,4),(k,4),nn

C(i,2),(k,1),01 "

C(4,2),(k,1),n1 **

C(i,2),(k,3),01 "

C(4,2),(k,3),n1 **

C(i,2),(k,4),01 "

C(4,2),(k,4),n1 **

C(i,2),(k,1),0n

C(i,2),(i,1),nn

C(i,2),(k,3),0n

C(i,2),(k,3),nn

C(4,2),(k,4),0n

C(i,2),(k,4),nn

C(i1),(k,2),10 °°

C(i,1),(k,2),m0

C(i,1),(k,2),1n

C(i,1),(k,2),nn

C(i,3),(k,2),10 °*

C(i,3),(k,2),n0 "

C(i,3),(k,2),1n

C(i,3),(k,2),nn

C(i,4),(k,2),10

C(i,4),(k,2),n0

C(i,4),(k,2),1n

C(i,4),(k,2),nn

C(i,2),(k,2),11

C(i,2),(k,2),n1

C(i,2),(k,2),1n

C(i,2),(k,2),nn

def , (i)

(5.34)
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Kapitel 6

Auswertung auftretender Integrale

6.1 Analytische Auswertung

Zur Berechnung der Funktionen in Gleichung (5.9), die zur Berechnung des Vektorpoten-
tials im Auflenraum nétig sind, werden vier Integralausdriicke (und zwei weitere, die sich
durch Differentiation aus diesen vier ergeben) benétigt. Da fiir die Logarithmusfunktion im
Integranden zwei verschiedene Kernentwicklungen zu Einsatz kommen, miissen 8 Varianten
berechnet werden. Verwendet man die so erhaltenen Ausdriicke in der weiteren Rechnung,
so sind die erhaltenen Ausdriicke nach Orthogonalfunktionen (hier: Kosinusfunktionen) zu

entwicklen.

Unter Verwendung der Fouriertransformierten des logarithmischen Abstandes als Kernent-
wicklung ist eine rein analytische Berechnung der Integrale moglich. Sie wird hier bis zur
Riickfithrung der Integralausdriicke auf die Funktionen R und T durchgefiihrt; die Riickfiih-
rung dieser Funktionen auf die komplexwertige Exponentialintegralfunktion Fi(z) wird aus

Platzgriinden in Anhang A durchgefiihrt.

Die Funktionen 7T+ und R+ sind dabei wie folgt definiert:

R:t(w, c1,C2, /3, ’Y) dZBf
— J\ {67.]'1/11)(1 - (1 — 60701) COS(’}/Cl)eijycl)(]_ — (1 — 50,62) COS(/BCQ)e*jVCQ):t
0

+ e VW) (1 — (1= 8p.e1) cos(yer )e VD) (1 — (1 — 80,c2) cos(ﬂCQ)e*j”(*Cg))}-

V+« V— o

.{y[ LI ][V}rﬂ+yiﬂ]}dy, (6.1)



und

T:t(U),Cl,CQ,O[,ﬁ,’y) déf
J{e(— (1= G) coslver)e ) (1 (1~ Gn.2) cos(Bea)e )
0

+ eV (1 — (1 = 8g.1) cos(yer)e VD) (1 = (1 — g o) cos(@cz)e*M*CS))}.

(ol - el g v (62)

v+a v—a''v+p v-—
Fiir ihre Argumente gilt: w, ¢1, ¢c2, o, 3,7y € C.
6.1.1 Funktionen in der Reihendarstellung von A®
6.1.1.1 Definition

Fiir die gesamte analytische Auswertung wird dabei die in den Kapiteln 4 und 5 eingefiihrte

Nomenklatur verwendet, die die lokalen und globalen Koordinaten mit Hilfe der Lagevektoren

verbindet:
T = Tg + T To = Tqi + To;
Y= Yq + Y, Yo = Yqi + Yoi (6.3)

w= z+Jy, wo = Z0 + jYo;
entsprechend fiir xyy, Tg, yqr und y;, .

Unter Verwendung dieser Kovention lauten die gesuchten Funktionen:

a;

o ydef 1
dl (l’, Y, Yo,1, n) = _% j COS(Oéin.TOi) In |w - w0|dx0i7 (64)
0

b.
. e 1 3 8
da(z,y,i,n,m) def —5- f <cosh[ﬂm(y0i —n)] [8—xo In|w— woj] _
0

TO=Tqi

—(=1)" cosh|Bin (yoi — 1)) L()il“o In |w — w0|] ) dyoi, neR (6.5)

To=Xqita;i

b;
ooydef 1 -
ds(z,y,x0,1,n) = “or f cos(@inyoi) In |w — wo|dyo; (6.6)
0
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und

, 1 ¢ . )
d4(.17, Y1, n, 77) déf T 5 (COSh[ﬁin(in - 77)] |:(9—y0 In |’UJ — w0|] —
0

2
d Yo=Yqi

~ 0
_(—1)n cosh[ﬁm(%m - 77)] [a— In ]w — w0’:| > d:L'()i, nec R. (6.7)
yo Yo yqz+b

Die Funktionen do und d4 fassen bewufit zwei Integralausdriicke zusammen, da dadurch be-
reits im ersten Schritt der Rechnung eine Zusammenfassung gleichartiger Ausdriicke méglich

wird.

Zusétzlich wird die Ableitungen von d; nach yy und die Ableitung von ds nach xy bendtigt.
Da die Differentiation nach der globalen Variable zy mit der nach den lokalen Variable xq;

iibereinstimmt, wird im Folgenden 88 d1 berechnet (und entsprechend d3)

Fiir den in allen Integralausdriicken vorkommende Logarithmus stehen zwei Kernentwick-
lungen (Gleichungen 3.2 und 3.3 auf Seite 28) zur Verfiigung. Um die jeweils verwendete
Entwicklung zu kennzeichnen, wird in Anlehnung an Kapitel 3 die in im Fourierintegral ent-
haltene Fallunterscheidung durch einen hochgestellten Index gekennzeichnet. So bezeichnet
dgy) die Funktion d;, bei der die Kernentwicklung mit Fallunterscheidung in y-Richtung ver-
wendet (Gleichung (3.2)) wurde.

6.1.1.2 Die Funktion d;

In einem ersten Schritt wird die Entwicklung fiir den Kern mit Fallunterscheidung in y-
Richtung aus Gleichung (3.4) in das Integral in 6.4 eingesetzt:

a;

dgy) (z,9,Y0i,4,n) = — f cos(inTo;) (eiﬂ'l’(w*wqi*jymfxoz')_i_

0%8

dv Y=yo0

. * ¥ g .
_|_e:F.7V(w qu+.7y01 IOZ))jdeM

y<yo

Vertauschen der Integrationsreihenfolge und Ausklammern aller an der Integration dxg; nicht

beteiligten Faktoren liefert:

o a;
1 —_
d(Y)(ac Y, Yoi, iy ) 4_f eIV (w—wgi—jyoi) jcos(amxm)eﬁ”mdxoﬁ—
0

a;
dv  y>yo
4 eFIv(w —wg;+iyoi) jcos Qintoi) eI 0 dgg;) — .
6 Vo y<yo

Die Losungen fiir die beiden Integrale dxg; mit oy, = % sind bekannt:

J cos(ay §) e IEAE = i% [1— (—1)refive] |
0

1 1

+
V+ Qup vV — Qip

J (6.8)
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und man erhalt

. o
d?) (@, Y, yoi,1,n) = ¥L j (eijy(w_in_iji)(l - (‘Unﬁjmi)_
8 5
_ eq:ju(w*—w;i-l—jyoi)(l _ (_1)n6:tjuai)) [ 1 1 %, y2y0. (6.9)
V4o V—Qipd V y<yo

Unter Verwendung der folgenden Partialbruchzerlegung

l{ 1 }:_1[ 1 ia]"”éo’ (6.10)

viv+a V—a y—i—a 1%

148t sich das Ergebnis

A (2,9, yoi,i,n) = £ [ (eH0m i (1 — (—1)neFva)

0%8

8T
_ eijV(w**wéiJrjym)(l _ (_1)neij7/ai) L 1 _ 1 ]dl/, Y>Yo
Qip V+Qip  V—Qp y<yo
mit der Funktion T wie folgt formulieren:
. J ,
dgy) (.I', Y, Yoi, L, n) == 167 v T—( + (’U} — Wqi — iji)v :l:a/i7 07 Qin, 07 azn) .
wm
Die Rechnung unter Verwendung der alternativen Kernentwicklung geht von
a; e}
4 (o, yors i m) = o= | cos(amor) [ (T 0wz g
o 0
+e?’/(w*fw;ﬂrjym*xol'))%dxm T2
v x<zq

aus und ergibt nach Umstellung;:

oo
1 I( Fr(w—wei—jyoi) 4 €¥V(w*—w;+jy01))

A @,y yos,ism) =

a
§ +uzg dl/ r>x0
j cos(ainTo;)e idag; —

o v xgxo.
Die Losung fiir das innere Integral lautet fiir oy, = —Z’: :
“ 1 1 1
. +v€ _ n _tra;
cos(a etVsdéE = F=|1 - (=1)"e - + - , 6.11
f (cin &) ¢ :F2[ (=1) Hl/—}—]am l/—]am] ( )

0

sodaf} der gesuchte Ausdruck

17 N
dg )(w v, yOZ’Z’n 8_J e@’ W—Wqi —JY0:) _|_63FV(U’ —wq¢+Jyoz))(1 _ (_1)neil/a¢),

1 1 dv z>zqi+a
. + < Zrate6.12)

B . )
VH)tn  V—JQind VT g<ay
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bzw., wieder mit der Partialbruchzerlegung (6.10) auf

(o]

1 , o
d(X) x, Y, Yoi, i, n) = £ eﬂFu(wquiijm) +63FV(w —wg;+7Yoi) 1—(—1 neilﬂli .
ot = 4 | (1= (=1)re=)
1 1 >Tqitai
: [ S }dl/, TERAT 6 13)
V+]0in V—=]Qin z<Tqy;

fiihrt. Als Endergebnis findet man:

dgx)(ac,y,y()i,i,n) = Ty (F jlw — wg — jyoi), £Jai, 0, jain, 0, jay) .

+—
16770,

Fiir die noch zu lieferende Ableitung von d; nach yg; findet man:

0 T e, vas
) (0, o i) = — 2 [ () (1 (1))
Yoi 8
Fiv(w*—wk, +jyoi) n_=tjva; 1 1 Yy2yo
—e Gt (1 — (—1)neivar) + ]du, :
VtQin V=i y<yo
] . ¥>yo
= —ERf( F (w — wq; — JYoi), £ai, 0, ain, 0, Ofm),y<y ;
Y0
beziehungsweise
. o0

0 ) : j —wai—ivos o .
A i - _ < Fr(w—wgi—jyoi) _ 2 Frv(w*—wk+jyo:) 1—(=1)" tra;y,
ain 1 (‘Taya Yo 72771) 8 J (6 e q )( ( ) e )

) [ 1 1 i|dl/, T>Tqita;

- + -
V+jain V—])0n r<Tq;

= 2R (F(w = ws = jyor) i, 0, jevn, 0, javin).

Fir den Fall oy, = g, = 0 liefert die Verwendung der Kernentwicklung kein brauchbares

Ergebnis. Stattdessen kann die Kernfunktion direkt integriert werden.

Hier nimmt Gleichung (6.4) die Form
1 ¢
di (2, y,y0i,4,0) = “or f In[w — wq; + 0; + jyoildzoi, (6.14)
0
an. Mit
In |w| = Re {In(w)},w € C,

und dem aus [3, Nr. 465] entnommenen Integral

[ m(&)de = g(n(e) + 1) (6.15)

erhilt man:
. 1 ) )
di(z,y,y0i,1,0) = —%%e {(w — Wqi — JYoi — ai) In(w — wq; — Jyoi — a;)—

— (W — wqi — jYoi) In(w — wq; — jzoi) — ai}. (6.16)
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6.1.1.3 Die Funktion d-

Auch hier wird zunéchst die Ableitung der Kernentwicklung der Gleichung (3.4) entnommen

und in den Ausdruck eingesetzt. Anschlieend wird sortiert und geeignet ausgeklammert:

[e.e]

. b
ds’ (w, y,i,m,m) = ﬂy_ﬂ J <C°Sh[ﬁm(y0i — )] [ (BT v Tl o)) gy
0

0
o0
— (=1)" cosh[Bin (yoi — 1)] f (e:tju(w—wqi—ai—jym) _ ezlijl/(w*_wgi—ai+j90i))dy> dyoi, yZyo7
5 y<yo
. o0
- :F% i (eiMw*wqi)@ — (—1)reFver) — eFIwTTwg) (1 (—1)”613"’“"))'
T
0
b; S
' j cosh[Bin (yoi — n)]e= Pidygdr, ="
5 y<yo

Die inneren Integrale werden unter Verwendung von

b 1 1 1
fcosh Bin(x —n)]e™"dz = 5{(Sinh[ﬂm(bi —n)]e*" + sinh(Binn)) [v+ﬁm - V—ﬁm]

]} (6.17)

+ (cosh[Bn (bi — n)]e™" — cosh(Bimn)) [1/4_3 + v—[3

gelost. Weiteres Ausklammern und Zusammenfassen fithrt auf

J T jv(w—wq; n, Fjra; jv(w* —wg, neFivai
_ 3F8_7rf(ei] (w=wa) (1 — (—1)neTavar) — FIvw' —wi) () _ (_1ynetivar)).
0
. vb; . 1 1

. ((Slnh[ﬁin(bi - U)]ei bi + Slnh(ﬁmn)) [V—i—ﬂin B V—Bm]:l:
" 1 1 >Yqitbi
+ (cosh[Bn (b; — m)]e™" — cosh(Binn)) [zx—i—ﬂ' * v—PBi )dyjyyiqy ’

in in =Yqi

und die folgende Riickfithrung auf R und 7"

dgy) (JZ', Y, /iv n, 77) :FF (Slnh[ﬁln(bz - 77)]T— ( + (U} - wqi - ]bl)a :l:(li, 07 /87;7% 07 aln)+

+ Slnh(ﬁlnn) 7( + (’U) - U}qi), :l:aia 07 /32'717 07 aln)i
+ COSh[ﬁin(bi - U)]R—( + (w — Wqi — jbl)) :l:aiu 07 /B’iTw 07 Oézn):F

Y>Yqi+bi
F cosh(Binn) R ( F (w — wqi), £a;, 0, Bin, 0, Oém)>, <q .
YSYqi

68



Verwendet man die alternative Kernentwicklung, 148t sich

dé)() (x, Y, i,m, 77) :l: f <C0Sh Bm Yoi — j e:FV(”LU—wqi—iji) + e:FV(w* _w(*ﬂ—i_jym))dl/_
0
— (=1)™ cosh[Bin (yoi — n)] j (6¥V(W7qu*ai7jy0i) + eiFV(w*—w;—ai—i-iji)) dl/> dyoi, xziqi‘*‘ai’
0 z<zqy;
1 00 b;
| (et (-ayreseery ot~ )
Fr(w*—w})) n_ +tva; ; e T>Tqitaq
+e /(1 —(=1)"e™") f cosh|[Bin (yoi — n)]e™"idye; |dv, ,
r<xyi
0 =T
mit
b j 1 1
) _ tjvz —_— ; ) . +jvb; : ) _
J coshlfine =37 = 3§ (simbl (= mle =+ sinbBm) [ = 1
. 1 1
+ (cosh|[Bin (b; — n)]et % — cosh(B;y, —+ - . (6.18
(cosh{Bin(bi — )] o) [+ o) | (619
zZu
. o0 .
= SL f —1)netrai) (((ejFV(wwqijbi) 4 e¥”(w**“’;¢+]bi)) sinh (B, (b; — )]+
0

1 1
V+j/8in V—jﬂm

i (eq:u(w W) +e:FV(w —wg )Slnh(ﬁmn)>[ ]:l:

() _ T U)) cosh{ Gy — )

 Fv(w—we) A W ) 1 1 >d r>rqitaq
(6 q e q )COS (ﬁmn) [V+]ﬁzn + v _]ﬁln} v, r<wq;

umformen. Das Ergebnis lautet:

ng) (.’E, Y, i7 n, 77) = :l:lé—ﬂ' < Slnh[ﬁzn(bz - n)]T—i-( + (’U) — Wqi — ]bz)a :l:jai, 07.].62'77,7 07]azn)+
+ Slnh(ﬁmn)T—i—( + ('lU - wqi)v :I:jaiv Ovjﬂﬂw O7jazn)j:
=+ cosh[Bin (bs — MR- ( F (w — wgi — jbi), £jas, 0, Bin, 0, jovin) F

) . ) >Tqitaq
+ COSh(ﬁinn)R*( + (w - wqi), :l:]aiy()’]ﬂina Oa]ain))a et .

<Tq;

69



6.1.1.4 Die Funktion dj

Wird Gleichung (3.2) zur Bestimmung von d3 verwendet:

b;

1 , P
dgy) ($, Yy Tois T, n) = . j cos(@inYyoi) (eiJV(w_qu—JyOz—ﬂcoz)_i_
0

o%g

_|_e:Fju(w*_w(’;i—i-jyoi—:coz'))d_deOi Y=>Yo
v y<yo
1 (o.]
_ E I(eiju(w—wqi—in) + e:!:ju(w*—wéi—mol-)).
0
b dv >
- , y>y
- f cos(@inyo;)e ™0 dyo; —, ’
§ v <o
ergibt sich mit den Gleichungen (6.11) und (6.10):
17 :
A5 (2, w0i,1,m) = £ [(eRIV om0y TG0 () (—q)rethe).
s
0
1 1 1 Y>Yqit+bi
C = [ — — — |dv
JCQin LV + J0in V= JQin Y<Yqi
J . s . Y>Yqit+bi
= F 167sznT+( + (w - wqi - $0i)7 ijbl) O’]ain’ O)]ain)7 ygqui )
bzw. fiir
O ) @y, w01, 1,m) = — == R_(F (w0 — wqs — 707), 7b5,0, jan, 0, jign), "=
83701’ 3 s s L0y by 160 qi 02/ iy Uy ins Yy mn) <y :
Alternativ wird
1 b; 0o
&5 (@, w01,m) = 1 [ con(iangon) [ (70w
0 0
+e:Fu(w*—w;i-i-jyoz'—mm))d_ydy0i7 T220
v <z
1 00 b;
— g j( Fr(w—wq;i—o:) COS(dinin)eiJVWdin—l—
0 0
b dv >
* * . - . X=X
+ e FV(w* —wg; —zo;) jC()S(@Z.nyoi)QLBJFJV?JOZdin)_7 =*0
B 14 z<zq
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mit Gleichung (6.8) und Gleichung (6.10) zu

dg’)X) (1‘) Y, Xoi, i, 77,) = :':8]_71' (e$y(w7wqi*$0i) (1 _ (_1)neijubi)_

ng

B ejFV(W**w;i*in)(l _ (_1)n€:|:jvbi))~i |: 1~ B 1~ :|dV,
Qin LV + Qin V= Qn

T>xqi+a;
— 71 (W — wq; — To;), £Jbi, 0, in, 0, i),
1671'011'11 (:F]( qt Oz) 705 mn m) v<ag

=F
Fiir n = 0 wird &;o = 0. Die Gleichung (6.6) ergibt mit
. 1
d3($7 Y, Zo, 1, 0) = _2_ f In "LU - w0|dy0i
T 0
das zu Gleichung (6.16) analoge Ergebnis:

. 1 ) . )
d3(z,y, zoi,1,0) = —5%6 {J((w — Zqi — Toi — Jbi) In(w — xq; — x0i — jbi)—

—(w — 2q; — z0i) In(w — wg; — o) — jbi)}. (6.19)

Die Ableitung 5~ d(x) lautet:

0 . . . - - T>Tqit+0a;
a d(X)(‘T7y7x0i7zan) :R_(:Fj('w—wqi—.’BOi),ijbi,O,ain,0,0{in), 4 .
Z0oi 2<xq;

6.1.1.5 Die Funktion d4

Fiir die letzte gesuchte Funktion findet man

o0

di (@, y,i,m,7) f (COSh Bin(aros —m)] [ (*90m v y Tl
0

— (=)™ cosh[Bm(JJOi —1)]

ng

a;

1
47

=4

ng

0

a;

+ eij”(w*_w;i)(l — (—1)”e¥”bi) (J cosh[@n(a:ol- — n)]eij”m(’idxm))dy,

0

71

(eiju(wqui*jbﬁxm) + e Fiv(w” —“’;i"'jbimi))dy) dzo;, Y2Yqitbi

J

&

x‘“))dl/—

)
yqui

(eijy(w_wq”(l - (—1)”6@1)")@ cosh(Bin (xo; — n)]eT7 dzo;)+

yzyqi"!‘bi
)
yqui



mit dem Ergebnis:

AV (z,y,i,n,m) = +

- yrerhy

0;38

<<( +jv(w—wg;—a;) +e$]l/(w —w az)) Slnh[ﬂzn( a; —n)]+

+jv(w—wq;) Fiv(w*—wy h 1 _— ! — |+
+ (e +e ) sin (@m)) [V+j6m u—jﬁm]

4 <(eijl/(’w*’wqi*ai) _ eijV(w*fwzi*ai)) COSh[ﬂNin(ai - 77)]_

. ek ~ 1 1 i+b;
_ (eiju(w—wqi) _ oFiv(w —wqi)) Cosh(ﬁmn)> [ — _ D)dy’ Y2>Yqitb ’
v+ 3Bin V= JBin Y<Yqi

= :I:l'é—ﬂ(slnh[ﬁm( a; 77)]T+( + (’LU — Wqi — ai), Fb;, O7jﬁ~m7 O’jém)_

— sinh(B;m) T4 ( F (w — was), b4, 0, 5Bin, 0, 1 6in ) F
+ COSh[éin(ai - n)]R— ( + (w — Wq; — a’i)v :Fb’bv Ovaim Om]B’m,)j:
yzyqi‘i’bi

= cosh(Biun) R (F (w = wa), Fbi,0, 55in, 0,3 0im) £ )"~
YSYqi

Auch hier mufl noch die andere mogliche FOURIERtransformierte herangezogen werden. Ihre

Verwendung fiihrt auf

d( )(m Y,i,m,M) j (COSh ,Bm(gjOZ )] j (€$V(’w7wqi*$0i) _ o Tr(wr—uwg _xO’))dy—
0
— (-1)" cosh[Bn (wo; — n)] f (e wasmibimro) e”(w*wéi“bixm))dl/) dagi, ",
<z
0

J
— 4L
47

o%g

((e$u(w7wqi)((1 o (_1)n)€ijubi) - e:Fl/(w —w* )((1 o (_1)n)€$jubi))

f cosh[Bm(acOi — n)]eimm)dl/ =0
0

<z

Auswerten der inneren Integrale mit Gleichung (6.17) ergibt

. o0

dix)(a:,y,i,n,n) _ igj_ﬂ- j ((eﬂFu(w—wqi)((l _ (_1)n)e:|:jz/b ) — o FV (W —wy )((1 — (=)™ )eﬂFjubi))
0

{(sinh[ﬁm(ai — n)]ei”“i + sinh(ﬁinn)) [ ! !

V"‘Bin V— Bin

|E=

+ (COSh[Bm@i - n)]eiyai - COSh(/an)) [V_{_lﬁ T 1/—15. ] })dy e
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und damit

ay @,y im ) = o sinh(Bin (@ — )T (F (w — wqi — @), Fbi, 0, Bin, 0, Bin) +
+ sinh(Binm)T- ( F j(w — was), Fbi, 0, Bin, 0, Bin) +
+ cosh[Bn (a;i — )R- ( F j(w — wqi — a;), Fbi, 0, jBin, 0, Bin) F
T>Tqita;

+ COSh(Binn)R* ( + ](w - wqi)7 :Fbw O’ Bina 07 Bln))

<Tq;

6.1.1.6 Bestimmung der Funktionen der Reihendarstellung

Mit Hilfe der Ergebnisse fiir die Funktionen dy, do, d3 und dy lassen sich nun die Funktionen

f darstellen, die in der Reihendarstellung von A® Gleichung (5.9) verwendet werden.

(a) 9w 1 9 _
f(il),n(x’y) - ayodl |y0:yqi + COSh(,mei) 8y0d1 ‘yozyqi-l-bi
Ha (¥v) 1 )
_ Eﬁm tanh(ﬁinbi)dly |yo=yq¢ _ md2}’ ‘n:bw
(a) I 9 N
f(z‘3,n)($’y) = cosh(Bimbs) Dyo dy |y0=yqi + 3y0d1 ‘yo:yqﬁbi
Ha 1
_ Eﬁm tanh(ﬁmbi)dgw|yo:yqi+bi — mdgy)|n:0>

(a) 1 (x) 0 (%
) $7 = - d =a; - d To=, 1+
f(z47n)( y) COSh(ﬁmai) 4 |77 Do 3 ‘0 q
1 9 ) Ha 5 5 (x)
+———5—d To=xgqita; — T~ intanh inaid TO=Tqi?
cosh(ﬁmai) 8.%0 3 ’0 qit ,U«iﬁ (6 ) 3 ‘0 q
und
(a) 1 () 1 9 x)
RN CoI) P S— ) I — S——; |
f(ZZ,n)( Y) cosh(Bomas) 1 =0 cosh(Bmas) 970 3 |zo=2q
0 X Ha > P x
+ g lromauetar = Bt (B} gt

6.1.2 Entwicklung nach Orthogonalfunktionen

Im n#chsten Schritt werden die Funktionen d; bis d4 nach Orthgonalfunktionen entwickelt.
Da bei dieser Rechnung jeweils eine Komponente des Ortsvektors fest vorgegeben ist, wihrend

iiber die verbleibende Komponente integriert wird, ist es nicht notig, alle 16 Ausdriicke aus
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Abschnitt 6.1.1 zu berechnen. Man kann sich darauf beschrinken, die Funktionen, die ei-
ne Fallunterscheidung in y beiinhalten, fiir feste Werte von y nach Kosinusfunktionen zu
entwickeln, die von x abhingig sind. Funktionen mit Fallunterscheidung in « werden dement-

sprechend nach von y abhéngigen Kosinusfunktionen entwickelt.

6.1.2.1 Die Funktion D"

Hier wird zunichst die y-Komponente des Aufpunktes festgelegt: y = yqx oder y = yqi + bi.
ak

Die gesuchte Funktion ist iiber D?) def I cos(akmxk)a%dgy)dxk definiert.
0

Die Berechnung der Ableitung nach y ergibt a% = Fu:

o0

. (773
DY (g yoisism kym) = =2 | ((cosanmay) [ {7 vam ot (1 — (1)yeFie) -
0 0

v 1 1

i Y2>Y0
Qin " V+Q4p V—0Qin

}dy) dzy, ,
y<yo

_ o Fiv(wg, —wg; —iyk+iyoi) (1— (_1)n€ijvai) } .

woraus man durch nochmalige Vertauschung der Integrationsreihenfolge und Ausklammern

ee) ag
D§Y) = _8]_7r (eiJV(qu—wqi+Jyk—]y0i)(1 _ (_1)ne:F]Vai) f COS(akmxk)eijmkdxk—
0 0
ag
—e:F]”(qu_wqi_jykﬂin)(1—(—1)"eij"“i) j cos(pmry)e TV dxy-
0
v 1 1 y>y0
. - ])dy,
Qin " V+Qip V—=0Qin y<yo

erhélt. Nach einer abschlieSenden Auswertung der Integrale mit Gleichung (6.8) 148t sich das
Resultat

oo

1 v (wak —wai+3Yk—Y0:) neFiva; +j
i i)(1 — (=1 FIvaiy (1 — (—1)MeTIV%
16mm0f[(@ (1= (1)) (1 = (—1)"e7 )+

DY =+

+ e¥j1’(qu*wqi*jyk+jy0¢)(1 _ (_1)neijl/a¢)<1 _ (_1)m€3Fjl/ak)),

i _

] (1V7

y<yo

unter Verwendung der zusammenfassenden Funktion R_ wie folgt ausdriicken:

) 1 . ) y>y
D%”(yk,yowan,k,m) ==+ Ty (F(2qk —Tqi+JYk —Y0i), £ai, Faks Qin, Ok, Qin), ’
167a, y<yo

(6.20)

Damit ist eine Losung fiir den ersten Integralausdruck gefunden.
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Die Ableitung 8 d1ebes Ausdrucks liefert:

0 . . . Yy>yo0
D§Y)(yk7y0ialvnak7m) = _—R+( (qu‘_-rqi"i']yk_]y()i)aiai7$ak7ainaakmaain)7 .
Yo 167 y<yo

Fiir aj, = 0, agyn # 0 muss statt Gleichung (6.13) die Gleichung (6.12) verwendet werden.
Der weitere Rechenweg bleibt gleich und fithrt auf:

. 1 . ) y>y
D§Y)(yk7y0i7270,k7m) =+ R (F(xqh—2qi+ Yk —JY0i), Fak, 0, Qpm, 0, o), ’
16T, y<%o
(6.21)

Somit verbliebt nur noch der Fall n = m = 0 = «;, = 0, oy, = 0. Ausgehend von Gleichung
(6.16) ergibt

D§Y)(yk7y0i’i707 k O f _d(y) y Yoi, iv O)dl'k,
wieder mit Gleichung (6.15):
) 1 %o
Dly (yk)yO%i)O) ka 0) == _% J\ |:8_y(ln(w - wqi - ijl) - 11’1(’11) - qu)) dl‘kv

und als Endergebnis

1 ) . . )
(y)(yk, Y0i,1,0,k,0) = —%3‘36 {(qu — Wqi + Jyr — Jyoi) In(wer — wai + Yx — JY0i)—

- (qu — Wqi — ]y[)z) ln(qu — Wqi — jy[)i)*

— (wak — Wqi + Jyk) In(war, — wai + Jyr) + (Wqr — wqi) In(wqr — qu‘)}- (6.22)

6.1.2.2 Die Funktion Déy)

Fiir diese Funktion, die definitionsgeméf3 D(Y)(yk,z n, k,m, 77) f cos(gmTr) ydg}')dxk
0
lautet, findet man nach Bilden der Ableitung:

. o0 ag
Dé}’) (yk,i,n, k,m,n) — ;_W f (e:l:ju(qu—wqﬁ-jyk)(l _ (_1)n€:|:juai) f COS(Oéka)k;)eiijkdl‘k—

0
ak

_ eiFjV(ka—wéi—jyk)(l — (=1)"eFTve) f Cos(akmxk)eﬂ”kdxk)'
0
1

V+/8in a V_ﬂin]
1 1 Y>Yqi+bi
+ ) dv, .
v+Bin v—LBin

. <( Sinh[,@m(bi — n)]eiybi + Sinh(ﬁinn)) [

+ (cosh[Bin (b — n)]er i — cosh(Binn))

ySyqi
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Auflésen der Integrale liefert

_ 1 T +iv(wer—wqi) n_Fjva; m _tjvag
= Fo | (T (L (21 (1 - (<)) 4

:ij(wkw)l__ n _tjva; 1 — _1m:|:j1/ak) 1 1 .
PG (1 (1)) (1= ()T ) [ ]
1 1
- (sinh[Bin (b; — n)]e? 4 sinh(Biy - +
((simlin (b = m)e= + sinb(Binn)) [ 5 = =]
, 1 1 Y>Yqit+bi
+ (cosh[Bin (bi — n)]e™™? — cosh(Bin + )l/dl/, o
(cosh[Bin(bi — )] (Binm)) [V+5m e y<e
und erlaubt die Darstellung durch R und 7"
1 . . .
=F 15 <Slnh[ﬂm(bz' — Ty (F(wqr — wai + Jyr — Jbi), £ai, Fag, Bin, Ckm, Ctin)+
+ Slnh(ﬂznn)Tﬁ-(:‘:(qu - wqi + jyk)a :l:(li, +ag, ﬁina Oy aln):l:
+ cosh[Bin (b; — )] Ry (F(wqr — wai + Jyr — jbi), £ai, Fak, Bin, Ckm, Qi) F
. >Yqitbi
F cosh(Binn) By (F(wqr — wqi + JYk), Tai, Fak, Bin, O‘kn’wam))»y iq :
YSYqi

6.1.2.3 Die Funktion D’

ag
Fiir D:gY) (z,i,m,k,m) def I Cos(akmwk)a%déy)dxk erhiilt man nach Differentiation und Sor-

i 0
tieren:
o0 a
DY (y, xoi, iy, kom) I( v (wan—wqi iy~ IOL)(I cos( gk ) eI day )+
0 0

ak
+ T T) ([ cos(apmag)e R day) ) (1 - (1)),
0

1% 1 1 Y>Yqi+bi
t TS [ ~ - .~ i|dV )

JQn LV 4+ J0Qin V — JQ4n y<yqs

1 (o0}
- T v (war —waitiye—To0i) (1 _ (_1\MeTivar)_
¥167Tf(€ @k~ (1 (~1)mesivan)
_ eﬂFjV(wzk*wajyk*xm)(l _ (_1)me¢jvak))(1 _ (_1)neivbz’).

1 1 1 1 >yqit+bi
. Ny — — — H + dy  YEYaTh

JQin LV 4 JQp V—JQind LV + Qi V— OQm Y<Yqi
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Das Ergebnis lautet fiir n # 0:

Dgy)(y,xm,i,n, k,m) = :Flﬁidm.
T (F(wgr — wai + Jyk — Toi), £5bi, Fak, Jdin, Wkms JOin), yzyiqui’
<y
fiir n =0,m # 0:
DY (y, 20,1, 0, k,m) = ]F167r1dka_(3F(qu — Wai + JYk = Z0i), Fak, 0, Am, 0, k), yjy;;:i’

und fiir n =0,m = 0:

. 1 ) ) )
Dz(),y)(yb To;,1,0,k,0) = —%%e {J (war — wai + Jyk — o) In(wer — Wqi + Jyr — Toi)—
— (qu — wqi — 1’0,‘) ln(qu — qu- — in)—

— (wqp = wai + ) n(wigr — was + k) + (wqr — wqs) n(we — wey)) }. - (6.23)
Die noch zu liefernde Ableitung a%)_Dé” ergibt hier:

J 1 . ) . . Y2Yqi+bi
2 p¥—_ " R w0y — 203), 503, Faks §Gin, Q. jain), L200 T
B 0; 3 167 +(:F(qu Wy + JYk sz) J0i, Fak, JQn, Olkm ]am> ¥ <

6.1.2.4 Die Funktion D"

Die Funktion
ay,

DY (y i, k,m.m) < f COS(akmxkz)édz(;y)dxk
0 dy
1a8t sich nach Auswertung der Integrale zunéchst als

. 1 n_Fuvb;
Dé(ly)(y7l’nu k7m’77) = :l:].677 (1 - (_1) et bl)
0

(((eiju(w—wqi—ai)(l - (_1)m€:|:juak,) N eijz/(w*—w;.fai)(l o (_l)meq:jyak)) sinh[ﬁm(ai o 77)]+
+ (eij'/(w—wqi) (1— (_1)meijvak) _eFiv(wr—wg) (1— (_1)me:Fjvak )) sinh(@,m)) .
1 1 1 1
V[t ——= +
v+7Bin V—3Bin" VT Qkm V= 0Om
(e (L (1)) 4 TG (1 (1)) cosh{Fon(a; — )]~

|E=

- (eij’/(w_wqi)(l — (=1)metIrar) 4TIV mwg) () (—1)meFivar)) cosh(@m))-

1 1 1 1 >Yqi+bs
v| - — + ]))dy, Y>yqit ’
vVt 3Bin VvV —JBin VT Um ¥V — Qgm Y<yqi
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und dann wie folgt schreiben:

DY (y,i,n, kym,m) =

1 R . = o
= i16—7'(' (Slnh{ﬁin(ai - U)}T—(:F(qu — Wqi + Yk — ai)7 +aq, :Fak)jﬁina akmu.]ain)+

+ Slnh(/élnn)Tf(:F(qu‘ — Wqs + jyk‘)a +a;, :Fakvjé’in, akmv]dln):‘:
F cosh[Bin(a; — 0)] Ry (F(wak — Wai + JYk — i), Fai, Fak, 1 Bins hm, j0in)F
yzyqi‘i‘bi

F COSh(BmU)RJr(:F(qu — Wqi + JYk), Fas, Far, j Bin, Oékm,jdm)), .
Y>SYqi

Damit sind alle Rechnungen durchgefiihrt, die fiir feste y notwendig waren. Die folgenden vier
Unterabschnitte behandeln die Entwicklung fiir feste Wert von x. Da die Rechnung analog

zu den bereits durchgefiihrten Betrachtungen verlduft, werden nur die Ergebnisse aufgefiihrt.

6.1.2.5 Konstanten fiir Aufpunkte auf y-gerichteten Randabschnitten

Fiir die z-Komponente des Aufpunktvektors wird ein fester Wert vorgegeben: x = yq; oder

T =Ygk + Q-

by,
.. . d f ~
Fur _D:EX)({L"yOZ‘”L’n) é ’J‘ Cos(akmyk)%dy()dyk
0

by,
x 17 oo :
D§ )($’ Y0i s i, n, k’ m) = — v f (6:|:V(qu_qu+zk_]y01)(j cos(&kmyk)eﬁ”y’“dyk)—i—
) lin, 0 6
4 e:Fl/(U)qk—'Lqu-‘t-Zk"F]in) (f COS(O?kmyk)eijyyk dyk)) (1 o (—l)neiyai)-
0
[ 1 _ 1 }dl/, T>Tqi+a;
V+JQin V—)0p z<@g;
ergibt sich:
(o]
D§X) (x> Yoi, 1,y kym) = i167ram Oj (e¢V(qu—wqi+xk—Jy0i)(1 — (—1)meFIvhr)

_ e$u(w;k7w;i+xk+jy0i)(1 _ (_1)m€:tjubk))(1 . (—l)neiya"')-

) I/[ 1 _ 1 :| [ 1 I 1 :|d1/, xeqi-l—ai’

v+ jain v— jain v+ dkm vV — dkm z<Tqy;

bzw. mit R und T

==

~ T—(:F.](qu - wqi + Yy — ij’i)v ijaia :Fbkajai’ru&kmajain)v n 7é 07m 7& 0.
167Tam
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Fiir den verbleibenden Fall n = 0, m # 0 erhélt man:

- :F167rjo7ka7(:Fj(qu — Wqi + Y — JYoi)> Fbk, 0, Ak, 0, Gk )5

fiir n = 0,m = 0: fiir kann Gleichung (6.22) verwendet werden.
Das Ergebnis fiir die Ableitung lautet:

0
Yo

x . 1 ) . ) ) . )
D§ )(wkﬁfomhnv k,m) = —ERJF(??(U)qk — Wqi + Y — JY0i), £jai, For, jin, Ckm, Jtin)

b
Den nichste Matrixkoeffizient, Déx) (z,i,n,k,m,n) = [ COS(dkmyk)%ng)dyk, berechnet man
0

zZu:

. 00 by

Dgx) (1" ’i, n, ]{;7 m, 1”) = _SL (((eq:V(qu_wqi"rl‘k)(j cos(dkmyk)eﬁ”yk dyk)+
T
0 0

b

+ e?u(w*_w;iﬂnk)(f COS(dkmyk)eijyykdyk)) (Sinh[ﬁin(bi o n)]eijljbi 4 sinh(ﬁmn))-
0
1 1
(1= (=1 ne:tuaiy : o . T
( ( ) ) [V"i_]ﬁin V_]ﬂin]
by,
T (ezl:l’(qu—wqri-xk)(f Cos(dkmyk)e:ijykdyk)—
0

b

- eiy(w*iw:‘iﬂk)(j cos(Gmyr) e Y dyy)) ( cosh[Bin (b; — 1)]e™7"? + cosh(Binn))-
0
1 1 r>xqi+a;
v - + - dv, e,
[V+]/Bin V_]ﬁin]> z<zq;
DY (w,iym,kymy ) = =2 (1= (=1)mete) (((ew—w—ﬂ’”(l — (—1)meFiv)
s
0

_ —w;i‘i‘jbi)ej:ijk)) sinh[Bi,, (bi — n)]+
1 1

+ (eTV(w=wai) gFivbey _ oFr(w'—wg) o2ivbiy) ginh (6; ) T —
( ) )) sinb (B [V +JBin vV — Jﬁm]
1 1
[ — |+
V+ Qry  V— Qi

+ ((e$u(w7wqifjbi)€¥jubk) + eq:y(w*_w;i—l-jbi)eijubk)) COSh[ﬁmbi o 77]_

— (eFVwmwa) Fovbry 4 T (w7 mug) iy Cosh(ﬁmﬁ))'

]_ ]. ]. 1 szqi‘i’ai
| — | [——— + ——] |vdy,
v+ ]ﬂzn v— Jﬂzn V4 Qpm V— Opm r<xq;

)
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_ 1 T n_ tva; Fr(wgk —wqi+Tk) m _Fjvb
=gy | 0 et (e e
— e:F”(w*_w;ﬁx’“)(l — (—1)meij”bk)) (sinh[Bin (b — n))etvbi 4 sinh(Binn))-
1 1 1 1
V[V_’_jﬂin_y_jﬁin |: }
:F (e:!:l/(qu—wqi)(l _ (_1)m€:|:]ka)+
+ ejF”(“’*’“’;)(l — (—1)meij”b’“)) ( cosh|Bin (b; — n)]eij”bi + cosh(ﬂmn))-

e

v +]/6m vV — .7/8171 v+ dkm v — dkm r<xq;

V4 Qpm V — Qpm

DY (i, n, k,m, ) =
1 . . . . - .
¥ 16—7r<81ﬂh[ﬁm(bi —T-(F (w — wq; — jb;), £ja;, £k, jBin, Ckm, jtin)+
+ Slnh(ﬁznn)Tf ( + (’U) - wqi)v ijaiv :l:bkv.]/B’Ln, &km7]a’m)i

F cosh[Bin (b — )| Ry ( F (w — wgi — jbi), £jai, £by, jBin, e, jovin ) £

. . ~ . T>Tqita;
T cosh(Binn) Ry (F (w — wei), £jai, b, jBin, Gk, JOém)) ; <q :
r<xq;
def OF
Das Ergebnis fiir Déx) = I cos(dkmyk)a%dgx)dyk
0
. oo by
D:gx) (37147 Toi, 1,1, k, m) = jN j(e:FV(qu—qu‘-i-xk—xm)(1_(_1)neiJVbi>(j Cos(dkmxk)eqz]”y’“dyk)—
87T04in 0 §
b
— P o) (1 (1)1 eF) ([ cos(@nmai)e I edy,))
0
1~ B 1~ }du, mzxqﬂrai_
vV Qup V — Qgp *<xq;
lautet mit
oo
D:gx) (xk” Tois i, n, k, m) - & _ I(eqiu(qu—wqi-i-xk—:cm)(l o (_1)n€:tjubi)(1 o (_1)m€:F]ka)+
TQn, 0
+ e$u(w*—w;i+xk*$0i)(1 _ (_1)neq:jubi)(1 _ (_1)me:tjubk>).
-y{ 1~ _ 1~ } { 1~ n 1~ dv, xzxqﬂrai.
V+ Qip V — OQn V+ Qgm V— Om r<Tqy;
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fiir n # 0,m # 0:

1 T>Tqit+a;
—+ T (F 5w — was — 201, 2505, Fibks Gins Al in)s
167d, +( Fj(w Wqi x0i), £Jbis Fbks Qin, Ok am)a < )
und fiir n =0, m # 0:
1 T>Tqita;
=4 T . - ; — T0i), FJbk, 0, A, 0, & y b :
167 ak, + ( +J ('LU Wqi 330@) F70k, U, Qkem akm) <

Fiir den Fall n = 0, m = 0 wird auf Gleichung (6.23) verwiesen.

Die Ableitung von D:gx) (zk, z0i, 1,0, k,0) liefert:

0

83301-

. 1 . . oo~ L\ TTgita
Déy)(xk)x()ia?’aouk)o) = _w—ﬂ_R—l-(:F](w_wqi_l'Oi)vi]bia:F]bkaainvakm7ain)u b ;

r<Tq;

by
Fiir den letzten Koeffizienten Dix) def I cos(dkmyk)%dix)dyk findet man
0

. o0 bk
dﬁ(l)() (IEk, L0s s ia n, k7 m, 77) = _SL f ((e:':l/(qu _wqﬁ_xk_in) ( f Cos(dkmyk)eq:jyyk dCL'k-)—
Y
0 0
by,
_ e¥l’(w*7w;i+$k*$0i)(f cos(dkmyk)eij”ykdxk)) ((1 o (_1>n)eiuai>
0

1
v +Bm v— 6171

{ (sinh[Gin(ai = m))e= + sinn(Bum)) v [

E:

- ) ~ 1 1 T>Tqita;
& (comlias — e = coshBomo L+ L Pav =0

[e.e]

x . 1 o — s b
dé(l )(xkayvzan7k7man) = :':16—71' ((eq:y(qu Wai Tk x01)<1 - (_l)ne:‘:y/bl)‘i‘
0

+ e?”(w*fw;ﬁrmk*xm)(l . (_1)ne$jubi)) ((1 . (_1)n)eiyai)
{ (stohl (s = e + s B [~ [ 1

= + =
V+ Qpm V — Qkm,

+ (cosh[Bin(a; — n)]e™* — cosh(Binn))

u[ 1 n 1 ][ 1 n 1 ]})dequi—&-ai

V+Bin V_Bin v+ Qkm vV — Qgm
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o 1 . .
Di ) — :F16_7T(Slnh[ﬁin(ai — T4 (F (w — wq; — a;), Fbi, £, Bin, e, Bin) +

+ sinh(Bin) T ( F (W — wai), Fbs, £, Bin, e, Bin) F
+ COSh[Bin(ai - n)]R'i‘( + (w — Wqi — ai)v :sza ibk) Binv Am, BZ?%)ZE

N ~ ~ Y>Yqitbi
+ cosh(ﬁmn)RJr( F (w — wg;), Fbi, b, Bin, ke, ﬂin) + )» <q .
YXYqi

6.1.2.6 Darstellung der Matrixkoeffizienten

Die Koeffizienten der Systemmatrix 5.18 (S. 51) konnen nun mit Hilfe der Integralausdriicke
aus Unterabschnitt 6.1.2 ausgedriickt werden. Hierbei ist daruaf zu achten, dal die Werte
von ¢, die dieNummer des Randabschnittes angeben, auf dem der Aufpunkt liegt, natiirlich
entweder x oder y fest vorgeben. Welcher Werte verwendet werden muf, 148t sich der folgen-

den Tabelle entnehmen:

q X y

1 Yk

2 | xqr +ag

3 Yak + by,
4

Tabelle 4: Lage des Aufpunktes in Abhéngigkeit von der Nummer des Randabschnitts

9 ) 1 9 )
(1), (kq);nm = _a_yODl ly.s0=va: + ma—yoDl Y:Y0=Yqi+bi
Ha 1
n Eﬁm tanh(ﬁinbi)Dgy”y,yo:yqi - ng}]”ym:bw
€(43),(kq),nm = _W%Dly lywo=vai T TyODf] Y:Y0=Yqitbi
H 1
_ M_jﬁm tanh(/@mbi)D?’) |y,yo=yqi+bi _ mDéy) |yﬂ7=07

1
cosh( Bma,-)

0

c(i4)7(kq)7nm - = 4(1)()‘;17777:0‘1' - a—ﬂ,’ODéX)’vaO:$qi+

1 0

(x) Ha ~ ~ ()
" ma—xng o z0=0qi+a; — Eﬁzn tanh(Binai) Dy’ |2 co=2q:»
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und

1 (x) 1 9 )
ciam)(T,y) = ——————D - —— it
(i2m) (@) cosh(Bina;) 4 lwn=0 cosh(Bina;) 0o 3 10T
6 X 2 2 X
+ 8—%D§ ) z,X0=Tqit+a; %ﬁm tanh(ﬁinai)Dé )‘x,xozzqﬂrai-

Mit Hilfe dieser Gleichungen ist damit die Systemmmatrix bestimmt.

6.2 Numerische Integration

Die in diesem Kapitel betrachteten Funktionen D1, Do und D3 weisen zwei Eigenschaften auf,
die eine numerische Behandlung erschweren. Zum einen enthalten Sie in ihren Integranden fiir
w = wq eine Singularitit, zum anderen oszillieren sie stark, insbesondere fiir grofie Ordnungs-
zahlen n. Diese Tatsachen bedingen den Einsatz besonderer Methoden bei der numerischen

Integration.

6.2.1 Auszuwertende Ausdriicke

Vor Durchfithrung der numerischen Integration empfiehlt es sich, die auftretenden Integral-
ausdriicke zu definieren und durch analytische Vorbehandlung (Anwendung der partiellen

Integration) in eine Form zu bringen, die die Approximation erleichtert.

Der ersten Integralausdruck entspricht dabei der Ableitung der oben definierten Funktion dj:

ag a;
(num) def 1 0 9
= —— — inToi) | m—1 - i )
d o Of [COS(Oékm$k)ay {Ofcos(oz To;) [6y0 n |w wo|LOc1 dzg }] y_cgdlﬂk

(6.24)

der zweite einem Teil von dy

ar b a d:lj
num) def g T )— Z O
é ) d 1 j ( m k) { COSh(BinyO) |: In |w w0|:| vo=c1 } 4 Z] "
l — COS (Mk 9 l“ = Yy=c2

(6.25)

Der dem Integralausdruck d; entsprechende Ausdruck bendtigt dabei keine vorherige Umfor-

mulierung.

Die Vorbetrachtungen geschehen exemplarisch fiir dgnum). Die Behandlung der beiden anderen

Funktionen geschieht analog.
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Zuerst wird ein Tausch der Integrationreihenfolge vorgenommen. Den Ergebnissen aus Kapitel
3 zufolge ist dieser Tausch zuléssig. Immer unter Beachtung der Zusammenhénge zwischen

lokalen und globalen Koordinaten aus Gleichung (6.3) gilt:

ap [ @i
9 0
d(num) _ m — ind0¢ —1 — d 7 d )
( f cos(ay xk)ay {OICOS(OA ) [ayo n |w ’woq - Zo }]y Tk,

0 L =c2

1 a; [ o Ak 0
1 . i 94 B d dxg;.
27rf cos(ino )8y {ICOS(ak T) [3110 n |w wo\LO:C1 .Tk}]y To

0 L 0 —co

(6.26)

In einem néchsten Schritt wird die Differentation im Integranden unter Verwendung von
In |w| = Re {In(w)} durchgefiihrt:

ag ag .
0
fcos(ozkm:vk) [— In |w— w0|] dzy, = %e{ fcos(ozkma:k) J - dwk};
3 Yo Jo—c1 3 (z —20) + j(y — vo)
ay
anschlieflend erfolgt eine Auswertung von | cos(amxy) [8%0 In |w— w0|} dxy durch par-
0 Yo=c1
tielle Integration, wobei y = 0 bzw. y = ai zu beriicksichtigen sind:
ag j 1 ag
§Re{ cos(Qpm Tk - dmk} = ——§Re{ sin(agmar) In(w — wo)dayg
J eostewmen) () e (@) a0 = w0)

Hile el )

2, =0
Bei der Auswertung des zweiten Summanden ergibt sich mit sin(agm,xx) ~ x fir zp — 0
zum einen:

sin(agm k) ap — Tk
&= a0) + 50 —w0)

~ lim -
op=a, =0 (z — x0) + j(y — y0)

)

)1 fir z=x4 +a,undy =1y
0 sonst,
zum anderen:
[ sin(akma:k) Tk
(. —20) + j(¥ — wo)

~ lim
=0 z—0 (z — x0) + j(y — y0)

i

-1 fir 2=y undy = yo,
0 somnst,

sodaf} man fiir

—j  fur T =xg,und y = o

. sin(Qgmx = .
[< ( km k) )]xk Ak _ +j fir x:qu—i—akundy:yo

x — ) + j(y — yo) =0
) ( 0 sonst
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erhélt. Dieser rein imaginére Faktor fillt bei der Realteilbildung weg.

Im folgenden werden nun verschiedene Verfahren vorgestellt, mit denen das gesuchte Integral
vom Typ

a

fsin(akmxk) In(w — wp)dxy, (6.27)
0

numerisch ausgewertet werden kann.

6.2.2 GAUSS-LEGENDRE-Quadratur

Einer der einfachsten Ansétze sieht vor, die zu integrierende Funktion durch ein Polynom zu
approximieren und das Integral iiber das Polynom zu integrieren. Mittel der Wahl ist hier
die GAUSS-LEGENDRE-Quadratur [2, Nr. 25.4.9, S. 887], bei der LEGENDRE-Polynome des
Grades N (Py(z)) zur Naherung des Integranden verwendet werden. Als Stiitzstellen wéhlt
man die Nullstellen dieses Polynoms im Intervall [—1, 1] [40, S. 349 ff].

Dieses Verfahren liefert relativ grofie Fehler, da das Polynom in der Nihe der Singularitét
zum Teil stark von der Originalfunktion abweicht. Zusétzlich werden fiir Originalfunktionen
mit vielen Nullstellen Polynome hoher Ordnungen benétigt, da ansonsten die Oszillation
der Funktion nicht ausreichend erfafit wird. Dies fiihrt auf hohen numerischen Aufwand und
sehr lange Rechenzeiten. Diese Methode wird daher fiir die Behandlung des beschriebenen

Integrationsproblems verworfen.

6.2.3 GAUSS-LEGENDRE-Quadratur zwischen zwei Nullstellen mit geson-
derter Behandlung der Singularitét

Zur Verfeinerung des Quadraturverfahrens wird das Gesamtintegral in mehrere Unterinter-
valle aufgeteilt, die z.B. durch die Nullstellen des Integranden oder seiner ersten Ableitung
begrenzt werden. Zusétzlich wird zur Abspaltung der Singularitdt im Integranden der Wert
der oszillierenden Teilfunktion an der Unstetigkeitsstelle subtrahiert. Man erhilt dann fiir
das innere Integral (unter Beriicksichtigung von Gleichung (6.3)):

aj
fsin(ammm) [ln |z — 2q; — x()z‘” dxg; =
0
a;
= f [sin(amw()i) — sin(amwi)] In |(z; — xo;)|dzoi+
0
ai
+ sin(amxi) fln |($1 — $0i) |d£L’0i
0

Als Beispiel ist in Abbildung 11 die Funktion f(z) = In|z —7|sin(10z) — 1 im Intervall [0, 27]

dargestellt. Wie man sieht, enthélt diese Funktion keine Singularitdt mehr.
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Es wird zur numerischen Auswertung in Teilintegrale aufgeteilt, deren Grenzen die jewei-
ligen Nullstellen sind, die in der Abbildung zur Vermeidung von Mehrdeutigkeiten mit x,;

bezeichnet sind.

S 4

f(z) =In|z — 7| *sin(10z) — 1

Abbildung 11: Abspaltung der Singularitit

Fiir die Losung des zweiten Teilintegrales, welches die Singularitdt enthélt, sind zwei Wege
gangbar: es ist auf dem Umweg {iber die komplexe Darstellung des Logarithmus analytisch
l6sbar oder kann mit Hilfe der Methoden, die in Abschnitt 6.2.4 beschrieben werden, nume-

risch approximiert werden.

Gegeniiber der direkt angewendeten GAUSS-LEGENDRE-Quadratur ergeben sich dadurch zwei

Verbesserungen:

e Der Einflul der Singularitdt wird aus dem Originalintegral entfernt und gesondert be-

handelt.

e Durch die Aufteilung in mehrere Teilintervalle werden Rundungsfehler vermieden, die
ansonsten Aufgrund der FlieSkomma-Addition von stark unterschiedlichen Zahlen auf-

treten wiirden.

Als Nachteile sind die zeitaufwendige Nullstellensuche und die damit verbundenen langen
Rechenzeiten zu nennen, die bei stark oszillierenden Integranden und angestrebter hoher
Genauigkeit durch den Umstand nochmals verldangert werden, dafl sehr viele Teilintegrale

berechnet werden miissen.

6.2.4 FiLoN-Quadratur

Eine deutliche kiirzere Bearbeitungszeit benétigt das im folgenden vorgestellte Verfahren, das
im wesentlichen [24] entnommen wurde. Die zu integrierende Funktion wird hier in drei Teile

zerlegt:

1) einen hochoszillierenden nichtsinguldren Anteil I,, im Intervall [0, zgy]
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2) den nichtoszillierenden singuldren Anteil I, im Intervall [y, Zso)

3) einen zweiten hoch-oszillierenden nichtsinguléren Anteil I, im Intervall [xgy,, a]

Die relevanten Bezeichnungen kénnen der Abbildung 12 entnommen werden.

Y A
f(z) =In|z — xo| cos(10mx)
|
|
|
LA
A~ /\ /\ | I\ A R
VSTV :
| ]
| ]| |
| ] | |
0 xsu‘xso ag
0

Abbildung 12: Unterteilung in oszillierende und singulére Teilintegrale

Fiir die oszillierenden Anteile 1 und 3 wird eine FILON-Quadratur zur Integration verwendet.
Der nicht-oszillierende Anteil mit der Singularitdt wird wie in Abschnitt 6.2.4 beschrieben

bearbeitet.

Man erhilt nach Aufteilung des Integrales in drei Teile demnach folgende Ausdriicke, deren

Integrationsgrenzen durch Substitution auf das Intervall [0, 1] transfomiert werden:

ak
jsin(akmxk) In(w — wp)dxg, =
0
= I sin(agmar) In(w — wo)dxy, + j sin(agmar) In(w — wo)dxg+
0 Tsu

ag
+ j sin(agmar) In(w — wo)dxy, =

1 1
= fsin(akm$/) In(w" — wo)da' +Iging + Isin(akmx") In(w” — wq)day,
0 0

Iy Io
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Ty T — T . .

/ " SO / / " 4

r =—, = —, w =z +jy,w =z + jy.
Zsu Tso

Letztendlich verbleibt ein Ausdruck der Art:

1

jsin(af) In(§ — &p)d¢, & = const, (6.28)

0
fiir die numerische Auswertung.

Bei einer FILON-Quadratur wird im Gegensatz zum oben erlduterten Verfahren nach GAUSS-
LEGENDRE nur der nicht-oszillierende Anteil des Integranden, also die Logarithmusfunktion,

durch ein Polynom des Grades n — 1 approximiert:

n(§ — &) ~ Zlkf §o) In(cr),

wobei hier durch [ das k-te Polynom der LAGRANGEinterpolation bezeichnet wird, fiir das

1, =k
0, J#k

gilt und das wie folgt dargestellt werden kann:
(€ —co)(§—c1)---(§—cn)

(ck —co)(ck —c1) - (ck — cn)

lk(cj):{ ak>j:1727"'an

lk’(g): 7k:O>"'7n

Als Stiitzstellen ¢j der numerischen Integration verwendet man die GAUSS-Punkte, also Null-
stellen 1,..., n des LEGENDRE-Polynoms Py, die im Intervall [0, 1] liegen [24, S.16].

Als Ergebnis fiir das Integral in Gleichung (6.28) 148t sich formulieren:

1

fsm(af) In(¢ — &p)d¢ = Zbk ) In(cx, — o),

0

mit bekannten Gewichtsfaktoren by:

1

be(a) = [ (&) cos(né)de.

0
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Abbildung 13: Approximation einer singuldren Funktion durch ein LEGENDRE-Polynom

6.2.5 Numerische Behandlung der singuliren Integrale

Die numerische Integration mit Hilfe der GAUSS-LEGENDRE-Quadratur basiert auf der Appro-
ximation einer beliebigen Funktion f(x) durch ein LEGENDRE-Polynom Py(x). Es ist leicht
einzusehen, daf} eine derartige Approximation im allgemeinen keine hinreichend genauen Er-
gebnisse mehr erzielen kann, wenn iiber eine Funktion zu integrieren ist, die eine Singularitét
im Integrationsintervall [z, z,] enthélt. Abbildung 13 veranschaulicht das Problem fiir den

eindimensionalen Fall.

Die schraffierte Fliche zwischen der Funktion f(x) und dem Polynom Py(z) reprisentiert
den Fehler der numerischen Integration. Eine Moglichkeit, diesen Fehler erheblich zu reduzie-
ren, liegt in einer nichtlinearen Variablentransformation. In [13] wurde eine Transformation
mit Hilfe der Fehlerfunktion ERF(z) vorgestellt und deren Ergebnisse mit anderen Trans-
formationen verglichen, die z.B. die TANH-Funktion fiir die Transformation verwenden. Wie
sich zeigt, liefert die ERF-Transformation fiir Funktionen mit logarithmischer Singularitét
bereits bei vergleichsweise geringer Stiitzstellenzahl sehr genaue Ergebnisse. Ursache fiir die
Reduzierung des numerischen Fehlers ist die Deformation der zu integrierenden Funktion in
einer Weise, die die Ausprigung der Singularitéit erheblich abgemildert. Abbildung 14 veran-

schaulicht das Prinzip.

Die Fehlerfunktion ERF () ist folgendermaflen definiert [2, Nr. 7.1.1, S. 297]:

3
def 2 _ 2
ERF(¢) = —= | e " dt;
ﬁof
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Abbildung 14: Verlauf der Funktionen nach der ERF-Transformation

sie kann mit Hilfe der wie folgt definierten Funktion F'(£):

def .~ (262)F
F(§) =¢ kzom (6.29)
wie folgt ausgedriickt werden:
_2 -
ERF(¢) = NG e SF(§). (6.30)

Fiir das gesuchte Integral findet man somit die von den Faktoren ay, 8; und 5 abhéngige
Darstellung:

1 N/2
J n(z) cos(iz) da = 3~ (s (Ina) cos(ia))| -+ Fen(e) cosCim)| _
0 k=1

wobei ag, B und 7, bekannt sind:

1 F{qer} a?—(qcp)?
T [1 Flgy © ’

q
I et dt

:qck q
/Bk 2F(q) e,

Wid  q*~(gex)*
2F(q)
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Der hier auftretenden Transformationsparameter ¢ € N ist frei wahlbar. Sein Wert wird

aufgrund der in [13] prisentierten Ergebnisse bestimmt.

6.2.6 Kontrolle durch Anwendung der NAG-Routinen

Die mit Hilfe der angefiihrten Quadraturverfahren erzielten Ergebnisse wurden durch den
Einsatz von Routinen zur numerischen Integration iiberpriift, die im NAG-Paket [34] enthal-
ten sind. Zum Einsatz kamen die Routinen DO1AKF, die ein adaptives Quadraturverfahren
fiir oszillierende Funktionen einer Unbekannten bei festen Integrationsgrenzen bereitstellt,
und DOTALF, in der ein Quadraturverfahren fiir Funktionen einer Unbekannten mit n vorher

bekannten Singularitdten bei festen Integrationsgrenzen implementiert wurde.

Damit stehen geeignete Quadraturverfahren fiir die hochoszillierenden Anteile des Integrals
in Gleichung (6.27) sowie fiir das Teilintegral, welches die Singularitit enthélt, zur Verfiigung.
Diese Methoden werden parallel zu der beschriebenen analytischen Auswertung verwendet.
Das folgenden Kapitel enthélt einen Vergleich der beiden Losungswege in Bezug auf Genau-

igkeit und Rechenzeit.
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Kapitel 7

Beispiele

Dieses Kapitel dient dazu, die Ergebnisse aufzufiihren, die mit der gekoppelten Randintegral-

gleichungs-/ Separationsmethode erzielt wurden.

7.1 Einzelleiter

7.1.1 Homogenes dufleres Magnetfeld

Zur Verifikation der Ergebnisse bietet es sich an, zunéchst das Verhalten eines Leiters mit
quadratischem Querschnitt zu untersuchen, der in ein homogenes dufleres Magnetfeld einge-
bracht wird. Dieser Fall wurde in [16] veréffentlicht.

Anhand eines Einzelleiters im einem homogenen Magnetfeld wird auch das Eindringverhalten
des Feldes in Abhéngigkeit von Frequenz und Permeabilitit des Leitermaterials untersucht.
Dazu wirde zunéchst ein Normierungswert fiir das BUCHHOLZ-Potential berechnet. Fiir ein

ortlich nicht verénderliches Magnetfeld erhélt man im Leiter wegen

ow M
YT on

ein linear ansteigendes Vektorpotential. W1 wird nun so gewihlt, da die Linie W® = 0
mit der Symmetrieachse des Leiters iibereinstimmt, und man definiert den Normierungswert
als:

Wy = [W||

w=0’
also als den Mittelwert des Betrags des Vektorpotentials bei w = 0. Auf diesen Wert Wy wird
nun jeweils das Mittel der Betréige von W® bei unterschiedlichen w und p; bezogen:

Die Untersuchung der Abhéngigkeit der Eindringtiefe von der Leitfahigkeit fithrt auf densel-

ben Zusammenhang wie bei der Frequenz und bestétigt das Modell.
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Abbildung 15: Eindringverhalten eines externen Magnetfeldes iiber w
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Abbildung 16: Eindringverhalten eines externen Magnetfeldes iiber p;
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7.1.2 Einzelleiter im Feld einer erregenden Stromschleife

Es ist moglich, die Untersuchung auf die Fille anzuwenden, in denen eine externe Strom-

schleife das erregende duflere Feld erzeugt.

Die Ergebnisse fiir diese Konfiguration wurden dazu verwendet, die Abschirmwirkung einer
Platte aus leitfdhigem permeablen zu berechnen und in [17] zu publizieren. An diesem Modells
wurde weiterhin die in Abschnitt 6.2 beschriebenen Verfahren zur Losung der Randintegral-
gleichung fiir das Wirbelstromproblem durch numerische Integration getestet und mit der

vorliegenden analytischen Losung verglichen [1].

Von weiteren Beispielen zu dieser Konfiguration wird hier daher abgesehen.

7.1.3 Einzelleiter mit eingeprigten Strom

In einem n#chsten Schritt werden Einzelleiter mit verschiedener Geometrie bzw. aus unter-
schiedlichen Materialien untersucht, in die Strome verschiedener Frequenz eingepréigt werden.
Die Riickleitung des Stroms erfolgt idealisiert iiber die unendlich ferne Hiille und beeinflufit
die Felder im Leiter nicht.

7.1.3.1 Quadratischer Einzelleiter bei f = 50 Hz

Die Abbildungen 17 und 18 zeigen den Verlauf von Real- und Imaginérteil des Vektorpotenti-
als in einem quadratischen Einzelleiter mit ¢ = b = 0, 2 m Kantenlénge, der von einem Strom
I =100A e/ durchflossen wird. Als Kreisfrequenz des Stromes wurde w = 27 - 50 % gewdahlt.
Der Leiter besteht aus Kupfer; dementsprechend gilt fiir die Leitfahigkeit £; = 58-10° % und
fiir die Permeabilitdt ) = po = 4m - 107111—51.

In Abbildung 19 ist der Betrag des Vektorpotentials aufgetragen.

Die an den Réndern gegeniiber der Mitte erh6hten Werte resultieren aus dem Skineffekt.

7.1.3.2 Rechteckleiter bei f =50 Hz

Betrachtet man nun einen Leiter, bei dem die eine Kantenlinge auf a = 0,4m verdoppelt
wurde, wihrend alle anderen Groflen gegeniiber dem Leiter mit quadratischem Querschnitt

aus Unterabschnitt 7.1.3.1 nicht verandert wurden:
1 6 S
b=0,2m,|l;| =100 A,w =27 - 50 —, k1 = 58 10° —, 1 = pp,
S m

erkennt man, dafl die Felder an der schmaleren Seite gegeniiber dem Leiter mit quadratischen
Querschnitt vermindert sind. Die Abbildungen 20, 21 und 22 zeigen Realteil, Imaginérteil und

Betrag des Vektorpotentials fiir diese Leiterkonfiguration.
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0,20 0,00

Abbildung 17: Re {IWW 1} im Einzelleiter in %, f =50 Hz, a=b= 0,2 m, Material: Kupfer

o
4,00x107 \\ i
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Abbildung 18: Sm {W®} im Einzelleiter in %, f =50 Hz, a=b= 0,2 m, Material: Kupfer
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Abbildung 19: [W®| im Einzelleiter in %, f =50 Hz, a=b= 0,2 m, Material: Kupfer
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Abbildung 20: Re {W1} im Einzelleiter in %, f = 50 Hz, a=0,4 m, b= 0,2 m, Material:
Kupfer
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Abbildung 21: %m{W(i)} im Einzelleiter in %, f = 50 Hz, a=0,4 m, b= 0,2 m, Material

Kupfer

Abbildung 22: |[WW| im Einzelleiter in %, f =50 Hz, a=0,4 m, b= 0,2 m, Material: Kupfer
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7.1.3.3 Skin-Effekt

Im folgenden wurde der Einflufl des Skin-Effekts nachgewiesen. In Abbildung 23 ist der Be-
trag der Stromdichte des Beispiels aus Unterabschnitt 7.1.3.1 aufgetragen, um den direkten

Vergleich mit den folgenden Beispielen zu erleichtern.

Die resultierende Stromdiche bei Anderung der Frequenz auf w = 27 - 100 % ist in Abbildung
24 dargestellt.

Abbildung zeigt |J| fiir einen Leiter aus Kobalt; die Leitfdhigkeit dieses Materials betrigt
ki =1 106%, die relative Permeabilitét p,; = 600.

In Abbildung 26 wird |J| fiir den Rechteckleiter aus Unterabschnitt 7.1.3.2 dargestellt.

i

\“W"I[I 1 [

s ‘
R ‘W

\\W,//

W

7
7

¥, 012 Q
" py 0.04 yn

Abbildung 23: |J:| in %, f =50 Hz, a =b=0,2 m, Material: Kupfer

Bei der Simulation des Verhaltens eines Leiters mit gedindertem Materialverhalten ist das Pro-
dukt aus Frequenz, Permeabilitit und Leitfihigkeit sowie der Quotient der Permeabilititen
in Auflen- und Innenraum entscheidend. DiesesProdukt betrégt fiir den Leiter in Abbildung
23 wkcupftcu = 2,32 103$, fiir Abbildung24 und fiir den aus Kobalt bestehenden Leiter
in Abbildung 25 wkcoptco = 986,9 103#. Wie erwartet wird die Stromiiberh6hung an den

Réndern mit wachsenden Werten fiir wsp grofler, bis der Stromflufl nur noch als diinner Belag

auf den Leiterrandern stattfindet.
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Abbildung 26: ]j;\ in %, f=50Hz,a=0,4m,b=0,2 m, Material: Kupfer
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7.2 Systeme aus mehreren Leitern

Da zu dem im letzten Abschnitt nachgewiesenen Effekt der Stromverdrangung bei Systemen
aus mehreren Leitern der Proximity-Effekt hinzukommt, sollen auch solche Systeme unter-

sucht werden.

Die hier gew#hlten Konfigurationen der Leitungssysteme sind an technisch sinnvollen Auf-
bauten bei Stromschienen angelehnt. Aufgrund dessen sind die Abmessungen der einzelnen
Stromschienen jeweils gleich. Weiterhin begriindet dies die symmetrische Anordnung der Lei-
ter bei den Drehstromsystemen fiir den Abstand zwischen den Leitern wird der Buchstabe d

gewahlt.

Alle in diesem Abschnitt untersuchten Leiteranordnungen werden von Stromen mit der Kreis-
frequenz w = 27 50% durchflossen. Die Leiter haben einen quadratischen Querschnitt mit

einer Kantenldnge von a = b= 0,2 m.

7.2.1 Doppelleitung

Zunéchst wird eine Doppelleitung betrachtet, deren Leiter im Abstand d voneinander ange-
ordnet sind. Die Leiter fithren den Strom I = Ipe?® bzw. —I = Ijel™.

y

My

—d—a —d d d+a

Abbildung 27: Doppelleitung

Mit den in Abbildung 27 gewahlten Bezeichnungen wurde ein System aus zwei Kupferleitern
mit ¢ =b=0,2m im Abstand d = 0,1 m bei |;| = 100 A untersucht.
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In den Abbildungen 28 und 29 sind Real- und Imaginérteil des ersten untersuchten Systems
mit d = 10 cm aufgetragen. Bei der Darstellung des Realteils wurde der Betrag gebildet, um
die Symmetrien der Werte in den beiden Leitern besser herauszuarbeiten. Fiir dem in Abbil-
dung 30 dargestellten Betrag von W fillt die unsymmetrische Verteilung mit Uberhshung

an jeweils den Réndern auf, die dem anderen Leiter am néchsten liegen.

4

2,35x10
N 12,30x10
| [2,25x10™
\l2,20x10*
2,15x10™
2,10x10°
2,05x10™
2,00x10°*
1,95x10™

4

00 0,04 0.0
xz'lnm

%,

Abbildung 28: |Re {W1}| im Zweileitersystem, f = 50 Hz, d = 0,1 m

Um die Wirkung des Proximity-Effektes deutlicher zu machen, wurde im folgenden Beispiel
der Abstand der beiden Leiter auf d = 5cm bei ansonsten gleichen Werten fiir Geometrie, Ma-
terialien und Erregung reduziert. Die Abbildungen zeigen wiederum Realteil (Abbildung 31),
Imaginérteil (Abbildung 32) und Betrag des Vektorpotentials (Abbildung 33) im jeweiligen

Leiter.
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Abbildung 29: Sm {W®"} im Zweileitersystem, f = 50 Hz, d = 0,1 m
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Abbildung 30: [WW| im Zweileitersystem, f = 50 Hz, d = 0,1 m



Abbildung 31: [Re {W1}| im Zweileitersystem, f = 50 Hz, d = 0,05 m
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Abbildung 32: Sm {W®} im Zweileitersystem, f = 50 Hz, d = 0,05 m

105



1,70x10*
1,60x10™
1,50x10™

1,40x10*

1,30x10*

Abbildung 33: abs(W ") im Zweileitersystem, f = 50 Hz, d = 0,05 m
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7.2.2 Drehstromsystem

Technisch besonders relevant sind Drehstromsysteme, bei denen drei Leiter verwendet werden,
in die Strome gleichen Betrages eingeprigt sind, die zueinander jeweils um 120° phasenver-

schoben sind, also:
30 i +53F
Il =I0€ s IQZI()e 3, 132106 3.

In der Abbildung 34 ist der Aufbau des untersuchten Systems dargestellt. Die Abmessungen
y

Hy

—a_d_gq —

_Ci_ﬂ a a d a d
2 2 2 2t 3 Td+a

Abbildung 34: Drehstromsystem 1

der Leiter betragen a; = ag = ag = 0.2m, d = 0.2 m bei einem Strom mit |[;| = 100 A. Alle

Leiter bestehen aus Kupfer.

Real- und Imaginérteil des Vektorpotentials im linken Leiter finden sich in den Abbildungen
35 und 36.

Die Abbildungen 37, 38 zeigen Re {Ws} und Sm {W>}, also den Verlauf des Vektorpotentials

im mittleren Leiter.

Die verbleibenden Grofilen Re {W3} und Sm {W3} sind in den Abbildungen 39 und 40 darge-
stellt.
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Abbildung 35: Re {WV} in ¥ ;

25 im linken Leiter
m

Abbildung 36: Sm {Wl(i)} in Y5 im linken Leiter
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Abbildung 37: Re {Wz(i)} in Y5 im mittleren Leiter
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Abbildung 38: Sm {WQO)} in Y5 im mittleren Leiter

m
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Abbildung 39: Re {ng)} Vs im rechten Leiter

m

Abbildung 40: Sm {W3(i)} in Y5 im rechten Leiter

m
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7.3 Vergleich analytische Losung / numerische Lésung

Das Vorliegen einer analytischen Losung zur Bestimmung der Koeffizienten der Systemmatrix
der oben beschriebenen Leiteranordnungen wurde genutzt, um die ebenfalls entwickelten

numerischen Quadraturverfahren mit einer Referenzlésung zu versehen. Fiir die Ermittlung

Anzahl Rechenzeit | Rechenzeit numerisch
Orthogonalfunktionen | analytisch 1074 1077
Einleitersystem 40 333,2 s 3401 s 9612 s
Einleitersystem 80 1058,5 s 15871 s 52500 s
Einleitersystem 120 2201,1 s 55018 s 175670 s
Zweileitersystem 100 7198,4 s 179000 s | 575500 s
Drehstromsystem 100 14991,3 s | 374000 s | 1198000 s

Tabelle 5: Genauigkeit und Rechenzeiten

der Rechenzeiten wurde ein PC verwendet, der mit einem AMD Athlon 64 Prozessor 3500+
(2.2 GHz) und 2,0 GByte RAM ausgeriistet war.
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Kapitel 8

Zusammenfassung

Das im Rahmen dieser Arbeit untersuchte Verfahren stellt eine Methode zur Berechnung der
stationdren Stromverdrdngung innerhalb einer ebenen Anordnung mehrerer Massivleiter mit
rechteckigem Querschnitt dar. Das entwickelte Losungsverfahren erlaubt es, die Stromvertei-
lung im Inneren der Leiter als Reihe analytischer Funktionen darzustellen. Die mit diesem
Verfahren ermittelten Losungen konnen aufgrund der hohen Genauigkeit der Ergebnisse als

Referenzl6sung fiir numerische Verfahren dienen.

Bei der Entwicklung der Losung empfiehlt sich eine schrittweise Vorgehensweise: mit Hilfe
der Differentialgleichungen, die das Verhalten des Vektorpotentials im stromdichtefreien Au-
Benraum und das des modifizierten Vektorpotentials im Inneren eines Leiters beschreiben,

werden Ansatze fiir die beiden Potentialfunktionen entwickelt.

Da sich zur Herleitung eines Ansatzes fiir das Vektorpotential im Inneren eines Leiters die
Verwendung eines lokalen kartesischen Koordinatensystems anbietet, ist eine Bearbeitung
eines beliebigen Mehrleitersystems im ,, Baukastenprinzip“ mdaglich; auch die Uberlagerung

ist aufgrund der Verwendung kartesischer Koordinaten unproblematisch.

Die im Inneren der Leiter geltenden Differentialgleichungen werden durch Separation gelost
und liefern fiir die Potentiale im Inneren Reihenansétze aus Orthogonalfunktionen. Die Ver-
kniipfung der Teilansétze geschieht dann iiber die Rénder der Leiter; diese stellen die duflere
Berandung des stromdichtefreien Auflenraums dar. Fiir die Potentialfunktionen auf den Ran-
dabschnitten findet man vier Randabschnittsintegralgleichungen, die anschlieend durch An-

wendung der Orthogonalitdtrelation in ein lineares Gleichungssystem iiberfiithrt werden.

Um fiir die bearbeiteten Leiteranordnungen eine rein analytische Losung zu gewinnen, ist
ein hoher analytischer Aufwand erforderlich. Bereits bei der Untersuchung der dem Pro-
blem angepafliten Kernfunktion - der logarithmischen Abstandsfunktion - zeigt sich, daf} zur
Auflésung der enthaltenen Betragsfunktion eine erste Fallunterscheidung in Abh#ngigkeit
von der Lage von Auf- und Quellpunkt zueinander notwendig ist. Da eine rein analytische
Losung angestrebt wird, muss eine geeignete Entwicklung fiir den Kern gefunden werden. Die
gewdhlte Losung verwendet die FOURIERtransformierte der Kernfunktion, wobei zu beach-
ten ist, dafl die Transformation nach FOURIER fiir Funktionen zweier Variablen eine weitere

Fallunterscheidung erforderlich macht.



Bei der Aufstellung des Gleichungssystems macht sich erschwerend bemerkbar, dal der Rand
der betrachteten Leiter nur stiickweise glatt ist und jeder der vier Randabschnitte eines

Rechteckleiters nur ein Viertel der bendtigten Gleichungen liefert.

Das vorgestellte Verfahren liefert eine analytische Losung; bei der Berechnung der Losungs-
funktionen muf} allerdings zusétzlich ein grofler numerischer Aufwand betrieben werden. Be-
sonders die numerische Berechnung der Exponentialintegralfunktion fiir komplexe Argumente
ist mit vertretbarem zeitlichen Aufwand nur durch die Benutzung verschiedener Darstellun-
gen moglich, die jeweils fiir verschiedene Bereiche der komplexen Ebene Giiltigkeit besitzen.
Weiterhin werfen die analytischen Eigenschaften dieser Funktion, im besonderen die branch
discontinuity auf der negativ-reellen Achse, Probleme bei der Behandlung auf, die in der Regel
nur mit Hilfe der Funktionentheorie und durch mehrfache Fallunterscheidungen iiberwunden

werden konnen.
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A Riickfiihrung der Funktionen R
und 7' auf die

Exponentialintegralfunktion

Um eine iibersichtlichere Darstellung der Ergebnisse fiir die Matrixkoeffizienten bzw. der
Funktionsausdriicke zur Berechnung des Vektorpotentials zu gewéhrleisten, wurden in Kapitel

6 zwei Hilfsfunktionen R und 7T eingefiihrt:
Ri(w’ Cl? 627 Oé,ﬁ,’}/) =
= [ {e (1= (1= Go.r) cos(ren)e ) (1 = (1= 8o.e2) cos(Bea)e 2%
0

+ e (1 — (1 = 8g.1) cos(yer)e VD)1 = (1 — g o) cos(ﬁcz)e*ﬁf(*c%))}.

1 1 1 1
.{V[V—FOJ—’_V—a][V-i-ﬁ—i_l/—ﬂ]}dV’

und

Ti(waclacQaaaﬁ”Y) =

o0

f {e_j”w(l — (1 = 60.e1) cos(yer)e 7Y (1 — (1 — 8g e2) cos(Beg)e 772)+
0

+£e (1 — (1= 8g,e1) cos(yer)e YD) (1 — (1 — dpea) cos(ﬁcQ)e—M—cS))}-
1 1 1 1
'{V[I/+O[ B I/*Oz}[l/Jrﬁ * y—ﬁ]}dy'

Der Ausdruck 9, bezeichnet das KRONECKER-Symbol:

5ab:

)

l1fira="%
0fira#0b’

fiir die Argumente der Funktionen R und T gilt w, ¢1, co, a, 3,7 € C.
Das Ausmultiplizieren und Zusammenfassen der Klammerausdriicke in den ersten beiden
Zeilen 148t - fiir bestimmte w - die Argumente der e-Funktionen zu Null werden, was aufgrund

der Eigenschaften der Exponentialintegralfunktion zu Diskontinuitéiten fithren kann. Diese

Fille miissen bei der weiteren Auflésung der Funktionen gesondert behandelt werden. Aus



[8] ist bekannt, daf} die dort eingefithrten Funktionen:

T —Jjrw 1 1
H(w,a)zof{e] [M——a_y—a]}dy’ w,a € C, (A.1)

und

M(w,a) = j?{ejm”[L + !

0 V4« V—«

]}du, w,a € C, (A.2)

durch die komplexwertige Exponentialintegralfunktion E;(w) ausdriicken kann. Dieses ist nur

unter Einschréinkung des Definitionsbereiches der Funtionen auf

7r s
- < arg(w) <, 5 < arg(a) < 5

moglich.

Aus Platzgriinden werden zwei weitere, mit diesen direkt zusammenhéngende Funktionen H

und M eingefiihrt, die den in T und R auftretenden Ausdriicken besser entsprechen:

s (w,0) = T{(e—jvw )| ]}dy

0 v+« V—«

e}

Mi(w,a)—f{(eij:tejl’(w*))[;—i— ! ]}dv a, 3 € C.

5 V+« V—

A.1 Die Funktion T'(w, ¢y, c2, @,y 3,7)

A1l Ty fir o, ER

Fir Ty (w, ¢1, c2, o, B,7) erhilt mit Hilfe der fiir o # 3 giiltigen Partialbruchzerlegung

1 n 1 1 1 2b 1 1 b 1 1
v — - _ _ _ _
v+a v—al| |v+b v—>b b2 —a? “ v+a v—a v+b v—>b

zunéchst fiir o € R, 8 € R das Resultat:

T:I:(w7 €1, C2, &, ﬁ7’7) =

= 52%“642 (Hi(wa a) — (1 —0g,c1) cos(yer) Hy(w + ¢1, ) —

— (1 = 0.2) cos(Bez) He (w + c2, )+

+ (1 = 80,61)(1 — 8o,c2) cos(yer) cos(Bea) He (w + 1 + c2, a))+

2 - -
P 2<Hi(w,ﬁ)—(1—50701)005(701)Hi(w+cl,ﬁ)—

Gy
— (1 —do,2) cos(ﬂcz)ﬁi(w + c2, 0)+

+ (1 = 80,61)(1 — 8o,e2) cos(yer) cos(Bea) Ha (w + ¢1 + 02,,6)), a # 3.

116



(A.3)

Der Ausdruck in Gleichung (A.3) schlieft den Fall o = 0 ein; fiir 8 = 0 erhélt man Null.
Fiir a = 8 wird die Zerlegung

v [V%l—a—i_uia} [Via_uia] - [(V—i}a)fl_(l/—la)?} * [Via_uia]

benotigt. Beriicksichtigt man, daf sich Ausdriicke der Art [ [(V a2 Tty ) }e Wy mit

Hilfe von partieller Integration und Substitution zu

6[[ v+ a)? V—la)2 eijdyz_jwof[y—lka_yia}eijdy
umformen lassen, erhélt man fiir
Ty (w,c1,c2,0,0,7y) =
= —a(—jwM(w, a) + jw* M(—w*, a)—
—(1 = do,e1) cos(yer) (—j(w + e1) M (w + ¢1, @) £ j(w*+c) M (—w*—cf, @) —
— (1 = do,c2) cos(Bea) (—j(w + c2) M (w + ca, ) £ j(w* +c3) M (~w*— 5, o)) —
—(1 = dp,¢2) cos(yer)(1 — do.c2) cos(ﬂcl)(—j(w +c1+e)M(w+ e + o, )£
:l:j(w*+c“{+c§)M(—w*—c*{—c§,a)) — )—1—
- (ﬁi(w, @) — (1 = 8g.¢1) cos(yer) Hae (w + ¢1, a)—
— (1 = o,2) cos(Bez) He (w + 2, o)+

+ (1 — 8o,c1)(1 — do,c2) cos(yeq) cos(ﬁ@)ﬁi(w +¢1 + co, oz)).
(A4)

Diese Ergebnisse gelten fiir alle w, cq, ¢, a, 8 € R, da der Fall, daf§ die Argumente der Ex-

ponentialfunktionen zu Null werden, keine Auswirkungen auf die Funktion 7" hat, wie die
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folgenden beiden Rechnungen zeigen:

Tdv T dv
J[(Vja)2+ (y—la)Q}dV_iﬁ—i_ j V2’

v v

2 1 1

— Em (24— ——
eggo(s) ot —(a)’

Oj[u—ka 1/—104)2}&/:07

Der Fall a = 8 = 0 liefert die triviale Losung.

A.1.2 Modifikationen fiir o, 3 € C

Fiir komplexwertige Argumente a = el #8(®) hyw. 8= Bel 2r8(B) miissen die Ergebnisse in

den Gleichungen (A.3) und (A.3) modifiziert werden.
Der Ausdruck

0 0
3 1 1 T dv dv  Tdv dv
[lobs - otslw]oe | weJie | &
v+« V—Q v v 1% v
0 - = 0 aed arg(a) 0 aed(arg(a)Em)
0 0
B f dv f dv
N v v
el arg(a) ael arg(‘l):l:ﬂ'
= +jm.

ergibt im Gegensatz zum Fall o € R nicht Null. Das Vorzeichen des Ergebnisses richtet sich
nach dem Wert des Imaginérteils von o. Da darauf geachtet werden muss, dafy der Imaginérteil

der komplexwertige Logarithmusfunktion nur einen Wertbereich von [—m, 4| besitzt, muf
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fiir In(—a) der Wert 7 entweder addiert oder subtrahiert werden. Mit diesen Ausfithrungen

erhilt man demnach fiir

i ! ! = —sgn(Sm (a))jr.
ey R )

Der Audruck sgn(§), & € R bezeichnet hier die Vorzeichenfunktion, die wie folgt definiert ist:
-1 £€<0
def
sgn() = 0  ¢=0, E€R
+1 £€<0

Daher muss fiir den Fall, da8 das Argument der Funktion H, (w) in (A.3) und (A.3) zu Null
wird, der Wert

H,(0) =Fj2n

eingesetzt werden.

Fiir a = (3 ist wegen

h 1
Of[l/-l-oé v —a)? dv =20

keine weitere Modifikation nétig.

A.2 Die Funktion R(w,cy,ca, o, 3,7)

Bei der weiteren Bearbeitung der Funktion R miissen mehrere Fallunterscheidungen getroffen

werden, da eine Null im Exponenten einer e-Funktion zu einem oder mehreren Ausdriicken

oo
der Art | [V_%a + L} e~V dy fiihrt, die wegen
0

V—«

R—o0

:fo[y_i_a V_Ojdy: —2(1na—jsgn(%m(a))g + lim (lnR))

fiir jeden dieser Fille einzeln betrachtet werden miissen. Diese einzeln zu behandlenden Fille

entnimmt man der Tabelle 5.

Es 148t sich zeigen, da8 die Funktion R sich immer in einen endlichen Teil R(w, c1, ca, v, 3,7)
und einen weiteren Teil Teil f{(w, 1, ¢2, 3,) aufteilen 1a8t, der singulidr wird, aber nicht vom

Parameter o abhéngig ist.
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1 |a#p w#0 c1 # —co
2 |a#p w = c1# —¢
3 |a#p c1 = —Cy
4 |a#p w=—c #0 1 # —co
) aF#f w = —C2 c1# ¢y
6 | a#p W= —c]=—Co | C] =Co
7T |a#p w=—(c1 + ¢2)

8 la=B#0|w#0 1 # —co
9 |la=pB#0|w=0 c1 # —co
W|a=#0 €1 = —cy
11 |a=0#0|w=—¢ 1 # —co
12| a=0#0| w=—c c1 # —co
Bla=#0|w=—-c=—c | c1 =
M4|a=0#0|w=—(c1+c2)

Bla=p=0|w#0 c1 # —c
16 | a=06= w=0 c1 # —co
17| a=0= 1= —Cy
18| a=0= w = —c1 1 # —co
19| a=0=0|w=—c 1 # —co
20 | a=p83= W= —Cc=—Cy | €] =Co
21 |la=03=0|w=—c1 — ¢

Tabelle 6:

Fallunterscheidungen bei der Auswertung der Funktion R

Generell kommt fiir den Fall, daf die fiir die Variablen im Argument von R « # 3 gilt, die

Partialbruchzerlegung

zu

1

2

|lvt+a v—a|

v+b

L1
v—>b

22

(]

m tragen. Fiir den Fall « = 8 # 0 verwendet man

[N _QZ_G[(uja)Q_(”_la)Q]Jr

1 1 o 1 1
- F07
v+a v—a v+b v-b

et
2 + .
v+a v—a

Beide Partialbruchzerlegungen gelten fiir o, 3 € C.

A21 Ryfira#p

Fall 1. Zunichst fir o # f,w # 0,w # —ci,w # —co,w # —(c1 + c2). Hier liefert die
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Funktion R+ den Wert:

Ri(wa C1,C2, @, ﬁ’ ’Y) =
—20/2 ~ ~
= m (Mi(w, a) — (1 —dg 1) cos(yer) My (w + ¢1, o) —
— (1 — (50’02) COS(ﬁCQ)Mi(U) + ca, Od)+
+ (1 = 6o,c1)(1 — do,c2) cos(yer) cos(ﬁcg)Mi(w + 1 + o, a))+
2%
P
— (1 —do,c2) cos(ﬂCQ)Mi(w + c9, )+
+ (1 = 80,61)(1 — 8o c2) cos(yer) cos(Bea) My (w + 1 + c2, ﬂ)), a # .
(A.5)

-+ (Mi(w, ,6) — (1 — 5O,c1) COS(’yCl)Mi(’U) + 1, ,6)—

Fiir w = 0, ¢ # ¢o erhélt man den Fall 2:

Ri(o, C1,C2, a7/877> -

—2a? ~
“E_a ( — (1= do,e1) cos(yer) Mx(w + c1, a)—

— (1 — 50,(:2) cos(ﬁcz)Mi(w + C2, Oé)"‘
+ (1 —do,c1)(1 — do,c2) cos(yer) cos(ﬁcz)]\;[i(w +c1 4 e, 0)—
— (1+£1)2(In(a) — jsgn(Sm (Oz))g))-l-

2 ~
ﬁg%ﬁag ( — (L = do,c1) cos(yer) My (w + c1, B)—

— (1 = do,c2) cos(Bea) M (w + c2, )+
+ (1= Go,e1) (1 — o,c2) cos(yer) cos(Bea) M (w + c1 + c2, B)—
~ (1= 1)2(1n(8) — jsgn (Sm (8))F) )
+4(1+1) lim (In(R)), a # 3,

R—o0

+
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und durch Gleichsetzen von ¢; und ¢y den Fall 3:

R:I:(chlv _clva7ﬁ77) =

—2a2 -
= 32 — a2 < -(1- 50,01) cos(yer) My (w + c1,a)—

— (1 = o.2) cos(Bez) My (w + ¢2, )+
+ (1 = 80.¢1)(1 = 8o.e2) cos(yer) cos(Bez) My (w + ¢1 + ¢2,0)—
—2(1+£1)(In(a) — jsgn(Sm (a))g) (14 (1 —d0,e1)(1 — bo,e2) cosyer cos ﬁCQ))+

2 ~
+ %( — (1 =do,e1) cos(yer) Mz (w + 1, f) =

— (1 = do.c2) cos(Beg) M (w + c3, 5)+
+ (1 = 80,61)(1 — 8p.e2) cos(yer) cos(Bea) M (w + ¢1 + ¢z, 3)—
—2(1£1)(In(B) — jsgn(Sm (ﬁ))g)(l + (1 = d0,c1)(1 — do,c2) cosyer cosﬁ@))

+4(1£1)(1+ (1 = do,e1)(1 — do,c2) cos(yer) cos(Bez)) ]%EO(IH(R)), a # .

(A.7)
Fall 4 : hier gilt fiir w # 0,w = —c1,c1 # —co:
Ryi(—cy,c1,02,,,7) =
—2a2 ~ . N s
= o (Mi(—cl, a) — (1 —0g,1) cos(’ycl)(—Q)(ln(a) — jsgn(Sm (a))a)—
- (1 — 50,02) COS(,BCQ) ~:|:(—Cl + Co2, «x )—i—
+ (1 — 50701)(1 — o 02) COS(’)/Cl) CcOoSs 562 Mi CQ, +
2/62 B T (AS)
+ ot (Mi(—q,ﬁ) — (1 = d0,e1) cos(yer)(—2) (In(B) — jsgn(Sm (3)) 2)

— (1 = 80,c2) cos(Bea) My (—c1 + 2, B)+
(1= B, ) (1 do.c2) cos(yen) cos(Bea) M, B) ) +
+ (1 — o, ) cos(yer) (1 + 1)4F}im InR, «o#p0.
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Fall 5: w# 0,w = —co,c1 # —

Ri(—Cg,CQ,Cl,O&,/B,'}/) =
—92a°2 - ™
= ﬁ (Mi(—@, @) — (1 = 8o,e1) cos(ye2)(—2) (In(a) — jsgn(Sm (04))5)_
— (1 = bo,c2) cos(fer) ~i(—02 +c1,a)+

+ (1 — 6o,c1)(1 — do,c2) cos(yez) cos(Ber) Mi (c1,a) )+
(A.9)

262 /- T
4+ (Mi(—CQ,B) — (1 = do,c1) cos(yea)(— )(ln(ﬂ) — jsgn(Sm (5)) 2)

32 _ o2
— (1 —60,c2) cos(ﬁcl)Mi(—CQ +c1, 0)+
4 (1= Go.e1)(1 — Go.c2) cos(yez) cos(Ber ) M (1, ﬂ))+

+ (1 — do,e,) cos(ye2) (1 £ 1)4R11m InR, a#0.
Fall 6 : w=—c; = —c3 #0

Ri(—ChCl,Cl,a,ﬁ,’y) =
—2a2 ~ -
= 7ﬂ2 — (Mi(—cl, a) + cos(yer) cos(Ber) My (e1, )+

+ (1 £ 1)(cos(yer) + cos(Ber))2(In(a) — jsgn(Sm (o)) ))—l—

)+

)+

b 3

(A.10)

K

232 - N
+ 22 (Mﬁ:(—cl, B) + cos(yey) cos(Bey) M (e,

+ (1 £ 1)(cos(vyer) + cos(ﬁcl))Q(ln(ﬁ) — jsgn(Sm (5))

o] 3

+2(1 £ 1)(cos(yer) + cos(Ber)) 1«2113;0 InR, a#p.

Fall 7: w= —(c1 + ¢2)

Ri(—(c1 +e2),c1,¢1,, 3,7) =
_ % (W1 (~ (1 + e2),0) = coslyen) M (—e2, )
— cos(fBex) 4 (~e1, ) — cos(yer) cos(Ber)2(1 £ 1) (In(a) — jsgn(Sm (@) T) ) +
N ﬂ;%z (Ve (=1 + €2), B) = coslren) Ma(—c2, B) -

_ cos(ﬁ@)Mi(—ch B) — cos(~yer) cos(Ber)2(1 £ 1)(ln(ﬁ) — jsgn(Sm (5))%))+

+2(1 £ 1) cos(yey) cos(Bey) P}im InR, «a#p.
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A22 Ry fira=8#0

Fall 8 :

Ryi(w,c1,c2,a,0,7y) =
= —a((—ij(w,a) + jw*H(—w*, a))—
— (1 —=do,c1) cosyer(—jw+c1)H(w+c1,a) £ (—w* — ) H(—w* — ¢}, a))—
— (1 —do,e2) cos aca(—j(w + c2) H(w + ¢, ) £ (—w* — c5)H(—w* — 3, a))+
+ (1 = d0,c1)(1 — dp,e2) cosyer cos aca(—j(w + 1 + o) H(w + ¢1 + ¢, )£
£ (—w' - ¢ — G H(—w" — ] - &5,0)) )+
—2(1+1) ((1 — 00,¢,) cosyer — (1 — dg ¢, ) cOs cca+
+ (1 = 60,¢,)(1 = do,¢,) cOSyC1 COS 04(32)4-
+ z(m(w, a) — (1 — Go.e1) cos(yer) M (w + c1, a)—
— (1 — 8o.¢2) cos(Bez) My (w + c2, )+

+ (1 = 60,c1)(1 — bo,c2) cos(yer) cos(acz)Mi(w + 1 + o, a))
(A.12)

bzw. (Fall 9)

Ri(0,c1,c0,,00,7y) =
= —ja((1 = d0.1) cos(rer) (e H(er, ) F ¢ H(~c], )+
+ (1 = do,e2) cos(aca)(c2H (c2, @) F o H(—c5, @) —
— (1 = 80,c1)(1 — do,c2) cos(ycr) cos(acy)-
(A.13)

“((e1 + c2)H(er + ¢2,0) F (¢ + ) H(—c} — ¢35, a)))—i—

+2(1 = 1)((1 = do,e1) cos(yer) 4 (1 = dpc2) cos(aca)—
— (1= d0,1)(1 — do,c2) cos(yer) cos(acs))+

+(1£1)(—2 - 4(In(a) — jsgn(Sm (a))g) +4 lim (In(R))),

R—o00

Fall 10 :
R1(0,¢1,—c1, 0, a,7) = 2(cosyer + cos ey )(1 £ 1 — 2M(e1, o)) —
— ja(cos(’ycl)[clH(cl, a) F iH(—cf, )] + cos(act)[c1H (c1, ) F 1 H(—c}, a)])—i—

+ (1 £ 1)(1 + cos(yer) cos(aer ) [-2 — 4(In(a) — jsgn(Sm (a))g) + 4P}i_rgo In(R)].
(A.14)
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Der Exponent der e-Funktion wird ebenfalls Null fiir w = —¢; # 0 oder w = —cy # 0, was

zusammen mit der Unterscheidung o # 3 bzw. a = 3 die letzten 4 Fille ausmacht:

Fall 11: w = —c1 # —co

Ryi(—ci,c1,02,0,0,7) =

= —a((jerH (~e1,0) F jeiH (e}, )~

— (1 = do,e2) cos(acg)(—j(—c1 + c2) H(—c1 + ¢2, ) = (c] — 3)H(c] — 3, )+
+ (1 —80,c1)(1 — bo,c2) cos(yer) cos(aca)(—jcaH (c2, )£
+ (~c3) H(~c3,0)))+
—2(1£1)((1 = bo,e,) cosyer — (1 — 8o, ) cOS cvco+
+ (1 = 00,e1)(1 = do,¢5) cos(yer) cos(aca)) +

+2{ N (=e1,0) = (1= do.e1) cos(yer) (1 £ 1) (In(a) — jsgn(Sm (a)

)_

o[ 3

— (1 = 8o,c0) cos(Bea) M (=1 + ¢, )+
+ (1 = 80,61)(1 — 80.e2) cos(yer) cos(ace) My (2, a)}—
—2cos(yer)(1+£1) Rlim In R.

(A.15)
Fall 12 w # 0,w = —ca,¢1 # —ca:

Ryi(—co,c1,00,a,0,y) =
— —a((jeaH (~e2,0) F jes H(cs, )~
+ (1= Go.e1) cos(yer) ( — (—(—c1 + ex) H(—ex + c2,0) % (¢f — G)H(c] — o5, 0))+
+ cos(ac)(jerH(ey, a) + jciH(cE, a))))+
+2(Na(=c2,0) + (1= 8o.1) cos(yer) ( = Ma(er — e2) + cos(fea) Mar(er) )+
+2cos(fea) (1 £ 1) (In(a) — jsgn(3m (@) 7)) -
—2(1+1)(1 — cos(acz)) — 4 lim InR.

R—o0

(A.16)
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Fall 13 w=—c; = —co #0
Ry(—ci,e1,00,,0,7) =
— —a((jerH(~e1,0) F jeiH(ci, )~
+ cos(yer) cos(aer)(jer H(er, o) £ jei H(—c7, a)))+

+ 2(Mi(—01, ) + cos(yer) cos(acs) M (ca, )+ (A.17)

))-

N[N

(
(1 £ 1)(cos(yer) + cos(acs)) (In(e) — jsgn(Sm (cv))
) +

— (14 cos(yer) + cos(acg) + cos(yer) cos(acs))+

+2(1£1) lim InR.
R—o0
Fall 14 w = —(¢1 + ¢2)

Ri(—(c1+ ¢2),c1,00,,,7y) =

= —a((j(er + ) H(—(c1 + ¢2),0) F jler +e2) H{(er + e2)", ) -
— cos(yer) (—jesH ez, 0) F jes H(—ch, ) — cos(Bea) (jer H(—c1,0) & jei H(cf, a)) ) +
+ 2(Mi(—(c1 ¥ eo), @) — cos(yer) Ma(—ca, ) —

— cos(avea) My (—ca, o) cos(acs) My (ca, o)+

(14 1)(cos(ye1) + cos(acy)) (In(a) — jsgn(Sm (@) ) )~

— 2(1 £ 1)(1. cos(ye1) — cos(acs) + cos(yer ) cos(acs)+

) — 4(1 + 1) lim In R.

R—o00

(A.18)

A23 R, fira=8=0

Vor Auswertung dieser Fille wird folgende Vorbetrachtung durchgefiihrt: Mit Hilfe von [2,
S.229, Nr. 5.1.11] erhélt man fiir w € C:

v nn!

Te_ijdy = —(CE + In(jew) + i M),
n=1

)

wobei Cg die EULER’sche Konstante darstellt. Damit wird

f e dv = — 21_1)% (Ck + In(e) + In(jw)). (A.19)

14
0
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Fiir die in einzelnen Summanden von Ry (w,cq,c2,0,0,0) auftretenden Ausdriicke bendtigt

man noch die folgenden Ergebnisse:

%(e,ij e N dy = — hH(l) (2Cg + 21n(e) + In(jw) + In(—jw*))
e—

0%8

=21In |w| (A20)
=—2 liII(l) (Cg +1In(e) + In |w)),
£e—
und
T, —w
Z(eivw 4 pmiv(—w*) _ — 91 —92 1
ij(e +e 2)dv = ~21lim (Cp +Infw|) - 2 lim In(R) (A.21)

Fall 15: Fiir w # 0, w # —c1,w # —co,w # —(¢1 + ¢2):

Ri(w,c1,¢2,0,0,0) = =8(In |w| — 8o,¢, In |w + 1] — 80,co In [w + co| 4 80,¢,00,co In |w + c1 + 2]).
Fall 16: Hier gilt wegen w = 0,w # —cj,w # —co,w # —(c1 + ¢2): ¢1 # 0,¢9 # 0:
R1(0,¢1,¢2,0,0,0) = —8( — Cp —Inle1| — In|co| + Inler + cof) + 8 lim In(R).

Fall 17 Mit w = 0,w # —c1,w # —co,w = —(¢1 + ¢2): ¢1 # 0,¢0 # 0 und ¢ # 0,9 # 0:
R4(0,¢1,¢2,0,0,0) = —8( —2Cg — In|ci| — In|ca|) + 16 B}Lnéoln(R).

Fall 18: Fiir die Argumente von Ry gilt hier w # 0,w = —c¢; = ¢ # 0,w # —co,w #
—(c1 4+ ¢2):

R+(—Cl,61,02,0,0,0) = —8(ln|C1| + Cg + 50702(— ln\ —c + CQ| +1n‘62‘)) + 8Rhm ln(R).

Fall 19: Giiltig fiir w # 0,w = —cg = o # 0,w # —c1,w # —(c1 + ¢2):

R+(—CQ,01,CQ,0,0,0) = —8(1I1 |02| +Cg + (50,31(— ln\ — Co + 61’ +In ‘Cl‘)) + 8Rhm ln(R).
—00

Fall 20: w #0,w = —c; = 1 Z0,w = —co = c2 # 0, w # —(c1 + c2):

Ri(—c1,c1,¢1,0,0,0) = —8(2CE + 2In|c1]) — 16 Rlim In(R).

Fall 21: ¢; #0,c0 #0, w #0,w = —(¢1 + ¢2), 1 #0,¢0 #0

Ri(—(c1+¢2),¢1,¢2,0,0,0) = —=8(In|w| — In|ey| — In|es| — Cp) — 81%1111 In(R).
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Mit Gleichung (A.19) wird

j %(e*jz/w _ e*ju(fw*))dy = — liH(l) (CE +1In(e) + In(jw) — Cg — In(e) ln(—jw*))
e—
0
= — ﬂ — _ j(2arg(w)+m) (A22)
In ( v ) In(e )

= —j2arg(w) + 7

wird
R_(w,c1,¢2,0,0,0) = 4j < — Ow,o(2arg(w) + ) + 6¢ 0(2arg(w + c1) + 7)+

+ 0cy0(2arg(w + ¢2) + ) — ¢y 00c0,0(2arg(w + c2) + 7r)> .

A.2.5 Mathematische Riickfithrung der Funktionen H und M auf E,

Die im folgenden aufgefiihrte Riickfithrung gelang zum ersten Mal in [8] und ist dort entnom-

men.

Die durch die Gleichungen(A.1) und (A.2) definierten Funktionen H und M auf das komplex-
wertige Exponentialintegral zuriickgefiihrt, welches 1t. [2] Nr. 5.1.1, S.228, fiir |arg(w)| < 7
wie folgt definiert ist:

e — d
Eq(w) aef fe v

v

Dabei ist zu beachten, dafl der Integrationsweg in der komplexen Ebene weder die negativ-

reelle Achse noch den Ursprung schneiden darf.

Die Definitionsgleichung der Exponentialintegralfunktion fiir rein reelle Argumente:
d
E;i(x) def je_”—y, x>0,

entnimmt man ebenfalls [2] (Nr. 5.1.2, S.228).

Die in den Funktionen H und M auftretenden Summanden der Art:

(e 9]

J —Jjrw dv
6 b

vEa
0

konnen fiir |arg(c)| < § mit Hilfe einer Substitution umgeformt werden:

0 Jwoo
fefjuw dv _ tiwa f eﬂ,% |arg(a)| < %
o Ve eV lamgw) <
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Anschlielend werden sie in zwei Teilintegrale aufgespalten:

00 00 Jwoo

je‘j”wi:eijwa[ j e_”%—k e_”%}.

vitao . v v
0 +ijwa o)

Das zweite Teilintegral liefert dabei keinen Beitrag, da auf der rechten Seite der folgenden
Gleichung im Integranden eine Exponentialfunktion mit negativem reellen Exponenten R

auftaucht, die im Grenziibergang R — oo verschwindet:

Jjwoo dv arg(w)+%
—v7 1 ; —R(cos(y)+7 sin(v)) _
f € - F}g}(a)o] Of e dy = 0.

Durch Substitution und Aufspaltung des Integrals wird der urspriingliche Integrationsweg
gedndert. Dabei kann es dazu kommen, dafl der Umlaufsinn um den bei w=0 im Ursprung
gelegenen Pol gedndert wird und damit der Beitrag des Pols zum Integral beriicksichtigt
werden mufl. Dabei ist die Lage der komplexen Variablen w und « zueinander sowie zur

negativ-reellen Achse zu beriicksichtigen.

Die drei relevanten Fille werden im folgenden untersucht. Dabei wird zur Bestimmung der
Abweichung zwischen dem Integral entlang des urspriinglichen Weges und dem Integral ent-

lang des geéinderten das geschlossene Integral I = § e_”djl’ berechnet.

Den Beitrag des Poles liefert der Residuensatz der Funktionentheorie.

Erster Fall:| arg(w) + §| > |arg(w) + arg(a) + 5| > 0

Hier wird der Pol bei w = 0 vom Integrationsweg umlaufen. Das Integral I ist entlang der
Integrationskontur C' zu bilden, die sich aus den drei Abschnitten C1, C2 und C3 wie in

Abbildung A.2.5 gezeigt zusammensetzt, und berechnet sich zu
I= gﬁe—”% = j 2msgn(arg(w) + E),
2 v 2

wenn man mit arg(w) die Phase von w und mit sgn(x) die Vorzeichenfunktion fiir reellwertige

Argumente x € R bezeichnet:

-1 z <0,
sgn(x) =<0 z =0,
+1 x<0.
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Abbildung 41: |arg(w) 4+ 5| > |arg(w) + arg(a) + 5 > 0|

Zweiter Fall: arg(a) =0

In diesem Fall liegt der Startpunkt der Integration derart, dal der urspriingliche Integrati-
onsweg ('3 durch den Pol bei w = 0 fithrt. Diesen kann man sich als aus zwei Halbpolen
zusammengesetzt vorstellen, deren einer (bei w = 01) wieder aus dem von der Integrations-
kontur C' eingeschlossenen Flédche entfernt wird. Fiir das Integral I erhélt man:

. T
I=j ngn(arg(w) + 5)
Die Abbildung A.2.5 verdeutlicht die Teilstrecken und die Lage der Start- und Endpunkte

der Integration.

Dritter Fall: arg(w) + arg(a) + 5 =0

Eine weitere Konstellation liegt vor, wenn der Ausgangspunkt der Integration auf der negativ

reellen Achse liegt. Das Integral I nimmt in diesem Fall den Wert

I=—j ngn( arg(a))

an. Zusétzlich ist fiir diesen Fall zu bedenken, dafl hier das Integral fCl e’ d7” divergiert und

mit den bekannten Symmetrien der Exponentialintegralfunktion wie folgt zu ersetzen ist:
. ) T
Ei(—jaw) = —E;(jow), arg(w) + arg(a) + 5 = 0.

Dieser Fall wird in Abbildung A.2.5 dargestellt
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Abbildung 42: arg(a) =0

iy ! ) 2o
c

<) (o
-nz T @

Abbildung 43: arg(w) + arg(a) + 5 =0

Unter Beriicksichtigung der oben berechneten Beitrdge des Poles erhilt man also fiir die
Auswertung der Funktion H und M:

M(w,a) = & E; (jow) + e 7 By (—jow)+

+ jme v [sgnarg(a) — sgn(arg(w) + arg(a) + g)], (A.23)

H(w,a) = VB (jow) — e 7By (—jow)—

— jme " [sgnarg(a) — sgn(arg(w) + arg(a) + g)] (A.24)
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B Darstellung von Eq(w) fiir
verschiedene Gebiete der

komplexen Ebene

Die beiden Hilfsfunktionen H und M, definiert in den Gleichungen (A.1) und (A.2), lassen
sich auf die Exponentialintegralfunktion Ej(w) zuriickfithren, wie sie in [2], S.228, Nr. 5.1.1
definiert ist. Die Exponentialintegralfunktion fiir komplexwertige Argumente ist eine relativ
selten benutzte Funktion, die in keinem der géngigen mathematischen Softwarepakete ent-
halten ist. Eine gute Beschreibung ihrer Eigenschaften entnimmt man [29, 30 ff.]. Die hier
aufgefiithrte Darstellung der komplexwertigen Exponentialintegralfunktion wurde erstmals in

[8] verdffentlicht und wurde dort entnommen.

Die zur Berechnung der Matrixkoeffizienten nétige Exponentialintegralfunktion F;(w) kann
durch folgende Reihendarstellungen approximiert werden, die je nach Lage des Funktionsargu-
ments in der komplexen Ebene differieren. Die einzelnen Entwicklungen werden im folgenden
kurz vorgestellt. Die Genauigkeiten in Abhéngigkeit von der Iterationshaufigkeit bzw. dem

Grad der verwendeten Polynome kénnen Tabelle 7 entnommen werden.

B.1 Reihenentwicklung nach Potenzen w?”

Fiir kleine Betrége |w| kann Ej in eine Potenzreihe um den Ursprung entwickelt werden:

(—w)"

nnl’

Ey(w) = —Cp —In(w) = Y

n=1

arg(w) < 7.

Die vorkommende Konstante Cf ist die EULER’sche Konstante und kann durch Bildung des

Grenzwertes
N o
Cg= 1 ——1 .
E Ngnoo [nz:l n n(n)]

bestimmt werden. Diese Potenzreihendarstellung ist [2] Nr. 5.1.10, S. 229, entnommen und
wird fiir |w| < 10 oder Re{w} < 0 A |w| < 20 verwendet.



B.2 Lacuerre-Integration

Fiir grofie Betrége von w (implementiert: |w| > 26) kann das Exponentialintegral als Ergebnis
einer LACUERRE-Integration dargestellt werden, bei der die zu entwickelnde Funktion mit
LAGUERRE-Polynomen abgebildet wird. Es ergibt sich eine Reihendarstellung der Form

N
Ei(w)=¢" Z
i=1

wobei die «; die i-te Nullstelle des LAGUERRE Polynoms N-ten Grades Ly(z) und (; der

Bi

)
— o +w

|w] — o0,

dazugehorende Gewichtsfaktor ist.

Nr. Q, On
1 | 0.1157221173580 | 2.647313710554 E-1
2 | 0.6117574845151 | 3.777592758731 E-1
3 | 1.5126102697764 | 2.440820113198 E-1
4 | 2.8337513377435 | 9.044922221168 E-2
5 | 4.5992276394183 | 2.010238115463 E-2
6 6.844525453115 | 2.663973541865 E-3
7 9.621316842456 | 2.032315926630 E-3
8 13.00605499330 | 8.365055856819 E-6
9 17.11685518746 | 1.668493876541 E-7
10 | 22.15109037940 | 1.342391030515E-9
11 | 28.48796725098 | 3.061601635035 E-12
12 | 37.09912104447 | 8.148077467426 E-16

Tabelle 7: LAGUERREkoeffizienten

Hier wurde das LAGUERRE-Polynom zwélften Grades mit Hilfe der RODRIGUEZ-Formel (s.
[2], S. 785)

Ln(e) = e o)
Nle—= daN
erzeugt und seine Nullstellen ermittelt. Der Faktor (; wurde aus «; und dem Wert des
LAGUERRE-Polynoms N + 1-ter Ordnung an der Stelle a; mit
(67
(N + 1)?*(Ln41(ai))?

berechnet.

B =

Die Koeflizienten «; und §; sind in Tabelle 6 aufgefiihrt. Die interne Genauigkeit der verwen-
deten Koeflizienten betréigt 18 Stellen.

Es wurden Ergebnisse der LAGUERRE-Entwicklung mit Polynomen 12-ten Grades mit denen

20-ten Grades verglichen. Eine Steigerung der Genauigkeit ist nur fiir einige Gebiete der
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komplexen Ebene und dort auch nur um eine Dezimalstelle festzustellen. Die Genauigkeit der

verwendeten Entwicklung 12-ten Grades betrégt 10711,

B.3 Kettenbruchdarstellung

1+
w +

2
1+...

Fiir Werte von w, bei denen weder Potenzreihenentwicklung noch LAGUERRE-Integration zur
Anwendung kommt, 148t sich Ej(w) mit Hilfe einer Kettenbruchdarstellung ([2], Nr. 5.1.22,
S. 229) berechnen. Wegen numerischer Instabilitéit eignet sich diese Darstellung jedoch nicht

fiir das Gebiet der negativen reellen Achse.

B.4 Entwicklung nach Potenzen von jy

Fiir das Gebiet der negativ reellen Achse sind alle bisher genannten Entwicklungen wegen
schlechter Konvergenzeigenschaften nur bedingt geeignet. In [8] wurde fiir genau diesen Be-

reich eine Potenzreihe in Potenzen von jy entwickelt, die sich wie folgt berechnen 1&8t:

0o . n—1
. —w Jy)" r!
Bxfw) = ~Ei(-o) — jmsgnio) + Y S T <ol <l
n=1 Tor=0

Diese Reihendarstellung gewiéihrleistet eine hohe Genauigkeit bei einer relativ geringen Anzahl

an Reihengliedern.

B.5 Genauigkeiten der verwendeten Reihendarstellungen

Die relativen Genauigkeiten der verwendeten Reihendarstellungen sind in Tabelle 7 auf-
gefiihrt. Hier konvergieren die Potenzreihen so stark, dal bei Verwendung von 70 Reihen-
gliedern der maximal relative Fehler im Bereich der Auflosungsgenauigkeit der verwendeten
Zahlentypen lag (,long double“, ~ 107!8). Fiir die LAGUERRE-Integration wurde ein Ver-
gleich der Werte unter Verwendung von 12 LAGUERRE-Polynomen mit solchen durchgefiihrt,
bei denen 25 LAGUERRE-Polynome zum Einsatz kamen. Der maximale relative Fehler betrug
10712,

Anschlielend ist eine Funktionslandkarte angefiigt:
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Anzahl
10
30
50
70

Kettenbruch
107°
1078
10-10
10—

Potenzreihe
1077
1079
10~ 13

Potenzreihe in jy
1077
1079
10712

Tabelle 8: Maximaler Fehler von |E} |

Kettenbruchi

Potenzreihe

Laguerre-Integration

entwicklung

nach Potenzen (jy)» nach Potenzen z?
LA A
x=-26 x=11 x=4 x=126 x
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C Verwendete NAG-Routinen

Die Umsetzung der mathematisch hergeleiteten Formeln fiir die untersuchten Leiteranord-
nungen in Feldbilder geschah in der Programmiersprache C++. Da zur Bestimmung der
Koeffizienten der Reihenansétze z.T. grofie FlieBkomma-Gleichungssysteme mit komplexen
Koeffizienten gelost werden mussten, wurde auf die Numerikroutinen der Numerical Analysis
Group NAG Fortran Library, Mark 19, zuriickgegriffen. Die verwendeten Routinen sind hier

kurz erldutert; fiir eine genauere Beschreibung wird auf [35] verwiesen.

Routinen zur numerischen Integration

DO1AKF Adaptives Quadraturverfahren fiir oszillierende Funktionen einer Unbekannten

bei festen Integrationsgrenzen

DO1ALF Adaptives Quadraturverfahren fiir Funktionen einer Unbekannten mit n vorher

bekannten Singularitéten bei festen Integrationsgrenzen

Routinen zur Losung linearer Gleichungssysteme

FO7ARF LU-Faktorisierung einer komplexwertigen n x m-Matrix

FO7ASF Losen eines komplexwertigen linearen Gleichungssystems, das zuvor mit FOTARF

faktorisiert wurde
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D Formelsammlung

D.1 Integralausdriicke

Giiltig fiir ¢,d € R und w,y € C:

1 1

d
1
F+wé _ - +wd _ Fwe
Cf cos(y§) eT"sdE = 2{ + [ cos(yd) — e cos(yc)] [V o + ” —j’y]+
[ Fwd +we - 1 1
+ jle"*sin(yd) — e sin(yc)] [1/ oo j’y] }
Fir o4, = %
K ) +jvx _ l _ (_1\n,Tiva; 1 1
Ofcos(amx)e d:):—:l:2[1 (=1)"e ][I/—i-am +V—am]' (D.1)
Fir din = 77
r: 1 1 1
A vz _ =01 _ (_1\n,tvb;
Oj cos(@jp ) e rdr = ¥5 [1—(=1)"e™"] [1/ A + A (D.2)
Fiir a; € R, a;, € R:
Tcosh[oz- (z—n)] e dz = z{(sinh[a- (a;—n)]e™" +sinh(azn)) [ LI
; wm 2 wm 7 wm v + jazn v — jaln
- 1 1
T (cosh[am(ai _ n)]eijuaz — COSh(Oém?])) [V—l-ja‘ + V—jOé‘ ]} (D.3)
Tcosh[a- (z —n)] e *de = 1{(sinh[o« (a; —n)]e™ + sinh(cinn)) [ L 1 |E=
. wm 2 wm 7 wm V+azn ]/—a,bn
. 1 1
+ (COSh[Oéin(ai _ U)}eiyal — COSh(Oém’l?)) [V—|—a- + o ]} (D4)
fbicosh[ﬁ‘ (z —n)]et TV dx = Z{(Sinh[ﬁ (b; — n)]et7Y 4 sinh (B ) 1 |E=
; in 2 n\Y n) V‘i‘jﬁm V—jﬂm
. 1
+ (cosh[Bin (bs — n)]eFIvbi — cosh(Binn)) [— —t+— ]t- (D5)
v+3Bin  V—13Bin



b;

f cosh|[Bi, (x — n)]er"*dx = %{(sinh[ﬁm(bi I sinh(8,) [
0

1 1 ]
1/+/8m V_ﬁz'n

£ (cosh[fin (b; — )™ — cosh(Bun) [+ —=—] }. (D.6)

1/+an V_ﬁin]

D.2 Partialbruchzerlegungen

Die folgenden Partialbruchzerlegungen gelten fiir komplexe Koeflizienten a,b € C:

1 1 1 1 1 1
_{ 4 ]:_—[ — }, a#0 (D.7)
V| v+a v—a a|lv+a v—a
1 1 1 1 2b 1 1 1 1
Y [V—Fa—i_u—a] [1/+b_u—b} T p2—a? (a [V—l—a_y—a] -0 [u#—b_u—b}) a#b

L, L, 2 (1, 1] el 2
v - _
v+a v—al| |v+b v—>b b2—a? “ v+a v—a v+b v—b @

(D.9)
Y [Vj—a+yia]2 - [(Vjap - (,,_1&)2] +2 [Vj—a+yia] (D.10)
Y [V—T-a—i_uia] [V—T—a_l/ia} - |:(I/—:a)2+(y_1a)2:| - [V—T—a_yiajl (D.11)

D.3 Zusammenfassende Funktionen

Aus [8] werden folgende Definitionen iibernommen:

o0
H(z,« ’y):j{ LI ]efjmdn
Y Jln+d, n-0,
o0
1 1 - 4
= —Inz i = Jv
M(Z’ap’w_of[n—k(l)p—i_n—(bp]e dn mit O, = e
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oo
; 1 1 | o
Hy(z, ap,7) = [ — ]{G—J”Z 4 gin(—2 )}dn
b Of n+®, n-9o,
oo
y 1 1 | o
Mj:(z,ap,’}/) = J\ |:n_’_(p + n_@ ]{efjnz:tef]n(fz )}dn
0 p D

D.4 Besondere Integrale

1

mit

1

00 1 1 ~
_ eIz qn = +— —jz [ _
OH(HJFCDP)Q (”_@P)2] @y Of n+®, n-o,

2 .
=tz - jZH(Z7 Op, 7)
(Pp

o0

—Jinz

00
J‘e
n

dn = — hH(l){CE + ln(g) + ln(jz)} — 1<, <0
e—
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—|— ]efjnzdn - _ .Z |: +
[(n+q>p)2 (n— @) J Of S —y

= Jy
¢, = ape

i| e—jnzdn _

]e*jnzdn = _jZM(Z7 ap’ ,-y)



D.5 Elementare Umformungen

el — e I*
sinz = -
2j
el? eI
cosz =
2
zZ —Z
. e —e
sinh z =
2
e’ +e?
cosh z = 5

sin(jy) = jsinhy

cos(jy) = coshy

sinh(jy) = jsiny

1 1 1

sinhy = —jsin(jy)
cosh(y) = cos(jy)

cosh(jy) = cosy

1 1

prm— :I:
a:tb+a2|2b b+a b-a atb aFb [b—l—a—i_b—a}

SR B S SRR 11 1
atjb  axjb ’|btja b—ja atib axib |btja  b-ja
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E Orthogonalfunktionen

Die in dieser Arbeit auftauchenden Orthogonalfunktionen lassen sich durch eine einfache Sub-

stitution auf die im folgenden aufgefiihrten Grundfunktionen zuriickfithren. Zum Nachweis

der Orthogonalitdt wurden die unten aufgefiithrten Integrale mit Hilfe der [3] entnommenen

Integralbeziehungen Nr. 275, 315 und 354 berechnet.
Betrachtet werden die Félle n,p € Ng.
Fiir alle n,p € Ny erhélt man fiir:

2

j sin(ng) cos(p&)d¢ = 0.
0
27 0 n 7& p
[ cos(ng)cos(pe)de = {7 n=p 0
‘ 2r n=p=0
= 7T5np<1 + 50p) = W(snp(l + 5077,)
2 o
| sin(pg) sin(ne)de = O n#pudp=n=0
0 T n=p#0

= Tnp.

Fiir harmonischen Funktionen in komplexer EULER’scher Darstellung gilt:

27
je*jnﬁ e TIPS ¢ = 0 n#p
0 2 m=p

= 270pp.

Das Symbol d,, bezeichnet das KRONECKER-Symbol.

(E.1)

(E.3)

(E.4)
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F Alternativer Ansatz

In Kapitel 4 werden zwei gleichwertige Ansétze fiir ein Vektorpotential im Innenraum ei-
nes leitfahigen rechteckformigen Gebietes entwickelt, von denen der auf der Losung eines

NEUMANN’schen Randwertproblems basierende Ansatz weiterverwendet wird.

Der andere Ansatz geht von einem DIRICHLET-Problem aus; neben weiteren Nachteilen fithrt
er auf analytisch nicht auswertbare Ausdriicke. Dieser Nachweis wird in diesem Anhang

gefiihrt.

Ausgangspunkt der Betrachtung ist der in Gleichung (4.7) formulierte Reihenansatz fiir das
Vektorpotential und die Randintegralgleichung fiir Rechteckleiter aus Gleichung (5.5).

In die Integraldarstellung:

-3 | <[ OOt g |+

=10 Yo=Yqi

i a a a i
+ |:VVZ( )—G20 — M—Ggo—Wi( ):| ) dxo;+
Hi Y Yo yqz+b

Yo i 0Yo
F.1

N - - (F.1)

+ [ [~ =G + B2 G — W +
§ axO i 8170 TO=Tqi
i 8 a 6 i
+ [Wi( )a—Gzo - M—GQO—VV,'( )} dyo; + Ae,
Lo Hi 8%’0 TO=Zqita;

wird die Reihendarstellung fiir W eingesetzt; anschlieBend werden die zu den einzelnen
Koeffizientensitzen gehorenden Ausdriicke gesammelt und zusammengefasst. Fiir Kern und
Normalableitungen des Kerns werden die FOURIERtransformierten (Gleichungen (3.2), (3.4),
(3.3) und (3.5) auf Seite 28) verwendet.

Im folgenden wird nur der Beitrag betrachtet, der zum Koeffizientensatz v;1, gehort.



Einsetzen von W1 aus dem DIRICHLET-Ansatz fiihrt auf:

oo a4

1 . s * *
= | “ (= sin(ainao;)) (707 Hamr00) PTG =000)) g -
T
0 0
" Ha 1 ﬁm +jv(w—we; —Toi) Fiv(w* —w ;—%0i)
+ ;;(Co'ﬁh(ﬁmbi) Snh (B ))(6 @Y e )
0 (] inUr

- Bin sin(oinxo; )daoi+

#a i 1 +uun
- h in\Vi % VYo
s smh(Bunbn) 7 — sinh[Bn (b — yoi)le

. ((ezl:ju(w—wqi) +e$ju(w*fw;i)) . (_1) ( +iv(w—wg;—a;) _i_e?JV(w —w aZ)))dym dv.

Nach geeignetem Ausklammern sowie der Anwendung der Subsitution yj, = b; — y, im

b;
Integral | ...dyo; ergibt sich:
0

1 R ] ¢ ; : * * re .
47rf [_ Ol f sin(ainw;) eI dag; + ¢TIV 705 f sin(ovn@;) e 0 dag; ) +
0 0 0
Ma ﬁln 1 “+uvb;
cosh(j; e
(Mz sinh(8inb;) v ol (Binbi) = ))
a; a;
. (eij”(w_wq") f sin(qin@;)e T dpg; + TV " a) j SiH(Oém:L‘i)ei]”indei)+
0 0

_ Ha Qin

1L smh(T) ! ((eijl’(w Wai) + e Fiv(w* ;i)) _ (—]_)n(e:l:jV(U)—’Lqu—(li) + e:FjV(w*_w;i—ai)))'

b;
. J‘Sinh(ﬁinyol‘)e:':yymdyol‘ dl/.
0

Die enthaltenen Integrale sind analytisch losbar und liefern

@

: . 1 ~ 1 1

. +jvag; L +jv i

Of sin(ap ;) e aidry; = 5(1 — (=1)"e™ve )[V i oam] (F.2)
und

b,

! . ] s 1 1
(B = 5 (7 cosh(Biabe) = D[ — %

. . . 1 1
T 9% ginh (B bi) [u + Bin * v— ﬁmD

146



Als Zwischenergebnis erhilt man:
1 i +iv(w—wq;—jb;) n _ Fjra; 1\, Fub;
S—WOj {(e @90 (1 — (—1)"eF94) (cosh(Binbi) e — 1)+
+ Bt (1 (—1)"e*9V%) (cosh(Binbi)e TV — 1))

o B Lly. o 11 o 11
'Esinh(ﬁmbi);(ﬁm[lj—i—am y—am] am[z/—i—ﬁm y—ﬁmD—I_

_ (eiju(w—wqi—jbi)(l _ (_1)neq:juai)+
+ eq:ju(w*—w;i+jbi)(1 o (_1)nezl:jyai)) [ 1 . 1 ]+
V+ Qi V—Qip

*

T (eijV(w*wqi)(l _ (_1)neﬂFjva¢) + eijV(w**wqi)(l _ (_1)neijvaz‘)).

Ha, an . 1 1 1
- — ——————sinh(Bina;)in— dv.
113 sinh(Ginby) o (Binai)eins, [ Bon v ﬁm]] Y

Zur Bestimmung der Matrixkoeflizienten wird die Orthogonalitétsrelation fiir Sinusfunktionen

ausgenutzt. Dazu wird der obige Ausdruck mit sin(ag,z)) multipliziert. Anschliefend wird

ak
zp, = 0 festgelegt und iiber das Intervall [0, a] integriert: [ ...dxg|s,=0. Nach Ausklammern
0

erhélt man:
1 ¥ "
8—f [(eij’j(wq’“_w‘ﬂ_]bi)(l — (=1)"eTIv%) (cosh(Bipbi)e T — 1) f sin( ) eIk day,+
T
0 0
ay
+ eijy(wgk_wéiﬂbi)(l — (—1)"e*Iv%) (cosh(Bipbi)e TP — 1) j sin(akmxk)e:Fj”x’“da:k)-
0
e, - ~ o - +
i sinh(Binb;) v Bin [V + oy v — am] . [l/ +Bin V- Bin}
ak
+ <eij”(qu_wqi_jbi)(1 — (—1)”63Fj”“i) f Sin(akml“k)@ijmkdxk+
0
o 1 1
Hjv(wl —wi;+7bs) 1 — (—1)"etivai : Fiver ) _
te a ( (—1)"e ) Of sin(agmxk)e T [1/ T om 7o am]—i—
ay
n <e:|:JV(qu—’wqi)(1 — (=1)"eTIv®) j sin(agmay ) eV day+
0
. ak
4 eijl/(w;k—w;)(l _ (_1)n€ijva¢) j sin(akmxk)eij”x’“dxk)
0

Ha 5@'71 . 1 1 1 :|

— ——————sinh(Gina;) in— + .

i smh(ﬂmbi) (ﬂm z) Ty [V + Bin V= ﬁm]

Hier treten wiederum Integrale des Typs aus Gleichung (F.2) auf; nach Einsetzen der Ergeb-
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nisse der Grundintegrale und Umstellen fithrt dies auf:

1

o7 ) <(eij”(”‘*”‘”bi><1 — (=1)"eTI ) (1 = (=1)"e™ % ) (cosh(Binbi)e T — 1)+

0
+ eIt (1 — (—1)"eFIve) (1 — (—1)"eTIV) (cosh(Binbs) e — 1))

fa  Pin 1(@”[ 1 1

E sinh (3, b;) v Ut V-

_a'[1_1]>[1 Sl
" V+/8in V_/gin V+ Qkm V—Om

+ (eijlf(qu*wqi*jbi)(l - (_1)ne¥juai)(1 - (_1)neijyak)+

+ eiju(w;kfw;ﬂrjbi)(l _ (_1)ne:|:juai)(1 o (_1)neq:juak))
1 1 1 1
[ - Il - ]+
v+ aip V— Qin”~ V+ Qkm V= Qkm

+ (e:tju(qu—wqi)(l o (_1)neq:juai)(l - (_1)n€:tjuak)+
+ eijl’(w;k_w;i)(l . (_1)neijuai)(1 _ (_1)ne$j1/ak))'

a in . 1 1 1 1 1
. %7Sinhfﬁinbi) smh(ﬂmai)am;[ + ] [ — ])dy.

V+an V_ﬁin v+ agm V—COm
Die Teilintegrale in den Zeilen 5-7 und 8-10 der letzten Gleichung lassen sich mit Hilfe der

Partialbruchzerlegungen

1 _ 1 1 _ 1 _ 2b 1 B 1 B 2a 1 B 1
v+a v—al||v+b v—=b| b2—a?|v+a v—a b2—a? |v+b v—>b

und

1 1+1 1_1 _ 2 1_1 _9 1_1
vivta v—al|v+b v—b| b—a?|v-b v—-b a\v+a v—a

auf eine Summe aus Grundintegralen des Typs

o0

H(w,a):j{e—j”w[L— ! ]}dy . w,a,BeC

0 V+ o V—«

darstellen, fiir die aus Anhang A eine Losung bekannt ist, die wegen

JEER_

auch fiir w = 0 und damit fiir alle w € C gilt. In den Zeilen 1 — 3 muf} die folgende Partial-

1 1 B 1 1 B 1 _ 2b 2_ 1 B 1 B
v|vta v—a||v+b v—b] a(?—a?) v vi+a v—a

bruchzerlegung angewendet werden:
22 21 1
b(b?—a?) v v+b v—b]
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Diese fiithrt fiir w # 0 wiederum auf bekannte Ausdriicke; lediglich der Fall w = 0 bedarf

einer gesonderten Untersuchung.

Die Verwendung von

Tr2 1 1
j [———— ] dv =2In(a) — 2 lim In(R)
0 v v+a v—a —
fiihrt fiir das interessierende Integral auf Audriicke, die sich nur fiir den Fall o, = Bin
analytisch darstellen lassen:
T 1 1 1 1 1 1 1
in - — Qyn - - - dv =
!<IB [V_'_O‘in V_ain] “ [V"i_ﬂin V_/Bin])y[y+akm ’/_akm] Y
5inain Binakm
- 2( In(a,) — In(ag, )
G, —a2) MO ez —azy )

Dieser Spezialfall tritt dann ein, wenn entweder die Frequenz, die Leitfihigkeit oder die

Permeabilitit zu Null wird und ist daher technisch nicht von Interesse.
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